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Chapitre I

Courbes discrètes planes

Les courbes discrètes planes (aussi appelées courbes polygonales) sont au
premier abord des objets très simples : une séquence de points reliés par des arêtes. On
peut les voir comme un cas élémentaire de graphe plan. Si la séquence est périodique,
la courbe est dite fermée (ou périodique).

L’objectif est d’en étudier les propriétés différentielles en suivant la ligne de cet
ouvrage, à savoir en caractérisant une quantité différentielle par la propriété géomé-
trique à laquelle elle se rapporte. Pour définir la courbure en fonction des quantités
discrètes naturelles que sont les longueurs et les angles, on cherchera des propriétés
analogues à celles de courbes continues. Or force sera de constater que différentes
propriétés géométriques débouchent sur différentes notions de courbure discrète, et de
fait certaines notions passent difficilement — ou différemment — du continu au discret.
Cette différence est simple à comprendre dans le cas plan ; on la retrouvera sous une
forme plus complexe dans le cas des surfaces de l’espace.

Les trois définitions 1 continues de la courbure que nous prendrons comme modèle
seront :

1. la courbure vue comme variation de l’angle de la tangente (approche de GAUSS–
BONNET) :

κ= dϕ
ds

où ϕ relève l’angle du vecteur tangent et s est la longueur d’arc ; dans ce cas la
courbure mesure la vitesse à laquelle la tangente tourne par unité de longueur ;

2. la courbure par approximation : κ = 1/r au point p, où r est le rayon du cercle
passant par p qui « colle le mieux » à la courbe, appelé cercle osculateur (en
particulier il est tangent à la courbe) ;

3. la courbure liée aux variations de longueur (approche de STEINER) : quand on
déforme la courbe t → γ(t) en une courbe parallèle t → γε(t)= γ(t)+εn⃗(t), où n⃗ est

1. Ces définitions supposent évidemment des hypothèses de régularité sur la courbe, typiquement que
celle-ci soit une courbe paramétrée t → γ(t) de classe C 2, et régulière au sens où γ′(t) ne s’annule jamais.
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