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CHAPITRE 1

Arithmétique, Groupes et Anneaux

1. Arithmétique sur les entiers

Soient a, b deux entiers.

— On note a | b si a divise b, et a 1 b si a ne divise pas b.

— Sin € N* divise a — b, on dit que a est congru a b modulo n, on note
a =b (mod n). La congruence est stable par somme et par produit.

1.1. pgcd, ppcm

Pgcd. Le pged de a,b € Z* est 'unique entier d € N* tel que aZ+bZ = dZ.
On le note pged (a,b) ou encore a A b. C’est aussi le plus grand diviseur
commun a a et a b, et on a la propriété :

(d|aetd|b) <= d]pged(a,b).
On dit que a et b sont premiers entre eux si pged (a,b) = 1.
Une conséquence de la définition du pged donnée plus haut est la suivante :

THEOREME DE BEZOUT. a,b € N* sont premiers entre
eux si et seulement s’il existe u, v € Z tels que au+bv = 1.

On peut choisir u,v de sorte que au —bv =1 avec 0 <u <bet 0 <v <a
et u,v se calculent avec I'algorithme d’Euclide (voir [Algebre §1.1.3 Ex.2]).

On déduit le résultat suivant, utilisé dans presque tout exercice d’arithmétique :

THEOREME DE GAUSS. Si a,b,¢c € N* et si a | be avec
pged (a,b) =1, alors a | c.

Ppcm. Le ppcm de a,b € Z* est 'unique entier m € N* tel que aZ NbZ =
mZ. On le note ppem (a, b) ou encore aVVb. C’est aussi le plus petit multiple
commun & a et a b, et on a la propriété :

(a|metb|m) <= ppcem(a,b)|m.
On a la propriété
pged (a,b) - ppem (a, b) = |ab|.
1.2. Nombres premiers, factorisation

Un entier p € N* est dit premier si p > 2 et si ses seuls diviseurs sont
1 et p. Le théoréeme fondamental de ’arithmétique affirme que tout entier
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6 CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE, GROUPES ET ANNEAUX

n > 2 g’écrit de maniére unique & 'ordre pres sous la forme n = p{* - - - pp*
(appelée la décomposition de n en facteurs premiers) ou les p; sont des
nombres premiers distincts et les a; € N*.

— L’entier «; s’appelle la valuation p;-adique de n, notée vy, (n). La classique
formule de Legendre, permet de calculer v,(m!) (voir 'exercice 3 page 7).

— Sipta alors a et p sont premiers entre eux.
— Si p premiers divise aj - - - ap, il existe i tel que p | a;.

— Il existe une infinité de nombres premiers. On trouve de nombreuses
démonstrations de ce résultat (la preuve d’origine d’Euclide fait 'objet de
[Algebre §1.2 Prop.8]), une belle preuve fait I'objet de I’exercice 8 page 24

(dans lequel on prouve aussi que Ep premier 1 /p diverge).

— Si p est un nombre premier et 1 < k < p — 1, alors p divise <z>
Théoréme de Fermat, théoréme de Wilson. Les deux résultats qui

suivent se prouvent naturellement en travaillant dans le groupe (Z/pZ)*

THEOREME DE FERMAT. Si p est un nombre premier et
a € 7 premier avec p, alors a?~! =1 (mod p). Si a € Z
on a a? = a (mod p).

THEOREME DE WILSON. Un entier p > 2 est un nombre
premier si et seulement si (p —1)! = —1 (mod p).

1.3. Exercices de consolidation

EXERCICE 1. Soit n € N*. Déterminer le pgced des entiers
2n 2n 2n
1)°\3)7 "\2n—-1

Solution. Notons d le pged recherché. L’entier d divise la somme

”Z:I (2/31 1) _ ; (Qﬁ N %:0(—1)1' (2;-1) _ (4™ . (L1 o

k=0
donc il existe £ € N tel que d = 2°. Par ailleurs d divise chaque terme de la liste,

en particulier d | (%) = 2n, donc £ < 1+ va(n) ot va(n) est la valuation dyadique

de n, définie comme 'exposant de la plus grande puissance de 2 qui divise n.

Considérons maintenant I'identité binomiale, valable pour 0 < k < n

(2k + 1) (%2_7?_ 1) =n (2"2; 1).



1. ARITHMETIQUE SUR LES ENTIERS 7

2n

Le terme de droite divise 2n donc 2'+2(") divise (2k 4 1) <2k 1

) , donc divise

2
<2k i 1) car 217v2(") est premier avec 2k + 1. On en déduit que le pged recherché

est d = 21+v2(n)

EXERCICE 2. Soient a,b € N* premiers entre eux. On note
A ={a+nbn e N}

a) Montrer qu’il existe une infinité d’entiers de A qui ont les mémes facteurs
premiers.

b) Montrer qu'il existe une infinité d’entiers de A premiers entre eux deux
a deux.

Solution. a) On cherche une suite de la forme r¢™ qui prend ses valeurs dans
A. Ce sera le cas si ¢ = 1 (mod b) et r = a (mod b). 11 suffit de choisir r = a et
qg=b+1.0n aq>1 donc les entiers ag™ pour m € N* sont distincts et forment
une famille infinie, ils vérifient tous ag™ € A et ils répondent & la question car
leurs facteurs premiers sont ceux de a et de q.

b) Nous construisons une suite qui ressemble a celle de la preuve d’Euclide de
P'infinité des nombres premiers. Soit (ny)ken la suite & valeurs dans A définie par

ng =a-+b, VkeN*, np=a+bnoni - ng_1.

Montrons par récurrence sur k € N que pged (ng,a) = 1. C’est vrai pour kK = 0
car pged (ng,a) = pged (ng — a,a) = pged (b,a) = 1. Supposons cette propriété
vérifiée jusqu’a k — 1 et montrons-la pour k. Si p premier divise ny et a, alors p
divise ny —a = bng - - - ngx_1. Comme p 1 b (car p | a et pged (a,b) = 1), le théoreme
de Gauss assure l'existence de j < k tel que p | n;. Donc p | a et p | nj, ce qui est
impossible car ’hypothese de récurrence au rang j fournit pged (nj,a) = 1. On a
donc bien pged (ng,a) = 1 pour tout k € N.

Montrons maintenant que si j,k € N avec j < k, alors pged (ng,n;) = 1. Si d
divise ny et n;, alors d divise nj — bH0<i<k n; = a. Donc d divise ny et a, ce qui
entraine d = 1 car pged (ng,a) = 1. Les entiers nj, pour k € N sont des éléments

de A, ils sont bien distincts car (ny) est strictement croissante, et ils sont premiers
entre eux deux & deux, ce qui répond a la question.

EXERCICE 3. Montrer que pour tout n € N*, les nombres rationnels

(2n)! (6n)!n!

a) A= (Bn)!((2n)!)2

et b) B, =

sont entiers.
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Solution. a) Cest classique, A, est le nombre de Catalan d’indice n (voir page 296,
ou [Algebre §6.1.4 Ex.10]). Pour montrer que A,, est entier on peut 'exprimer en
fonction des coefficients binomiaux, sous la forme

= () =G -0 - G0 - ()

On peut aussi utiliser des arguments similaires & ceux de la question suivante.

b) Ici on ne peut pas se ramener & des coefficients binomiaux. Notons N,, = (6n)!n!
et D, = (3n)!((2n)!)?, il s’agit de montrer que D,, divise INV,,. Pour tout nombre
premier p et tout m € N*, on note v,(m) la valuation p-adique de m, définie par
Pexposant « le plus élevé tel que p® | m. On va montrer que pour tout p premier,
vp(Dp) < vp(Ny), ce qui prouvera le résultat.

Soit p un nombre premier et m € N*. Montrons la formule de Legendre

vy(ml) = gl MZJ (%)

ou |z] désigne le plus grand entier < z. Si ¢ € N*, les entiers de {1,2,...,m}
divisibles par ¢ sont q,2q,...,|m/qlq, donc au nombre de |m/q|. Les entiers k
de {1,2,...,m} qui vérifient v,(k) = «, sont ceux divisibles par p* mais pas par
p®T1, donc au nombre de |m/p*] — |m/p®T!|. On en déduit

m m m m
)= ¥ o5 |25]) = T o] %] - X @]
a>1 p p i a>1 p a>2 p
p*<m p“<m p*<m
d’otr découle la formule de Legendre ().

En appliquant maintenant (*) on obtient

op(N) = v (6m)D) + v (n) = 3" (m * VD

a>1 po‘ po‘
p“<6n
(Dn) = (30 + 202000 = 3 (m 1o E”J) 7
p“gflin
donc
(%) = (D) = 3 f(;), Fw) = (62 + 2] — [32] — 2(22].
p*<6n

Pour montrer que v,(D,,) < v,(V,,) il suffit de montrer que f(n/p*) > 0. Montrons
que f est positive sur R. On remarque déja que f est 1-périodique, donc il suffit
de vérifier f(x) > 0 sur [0, 1]. Par ailleurs f est constante sur chaque intervalle de
la forme [k/6, (k+1)/6[ avec k € N, donc il suffit de montrer que f(k/n) > 0 pour
0<k<5etkeN. Ceci est bien vérifié car

f(0)=0, f(1/6)=1, f(2/6)=1, f(3/6)=0, f(4/6)=0, f[f(5/6)=1,
ce qui prouve que v,(D,,) < v,(N,). Ceci étant vrai pour tout nombre premier p,
on en déduit que D,, divise N,,, donc que B,, est entier.
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2. Groupes
2.1. Définitions

Un ensemble G muni d’une loi de composition (souvent notée multipli-
cativement) associative est appelé groupe s’il a un élément neutre e, et si
tout élément x € G admet un inverse, noté x 1.

— Un groupe est dit abélien s’il est commutatif. Dans ce cas on utilise

parfois la notation additive.

— Soit H C G non vide. Alors
H est un sous-groupe de G <= V(x,y) € H?, =y~ ! € H.
— Le centre d’'un groupe G est un sous-groupe de G, défini par
Z(G)={z G |Vy e G,y =yz}.

Il est abélien, et c’est un sous-groupe distingué de G (voir plus bas).
— Si A C Get A+# @, le sous-groupe engendré par A, noté (A), est
I'intersection des sous-groupes de G contenant A. On a

(A) ={af" - ayf | peN* a; € Ajg; € {—1,1}}.
2.2. Groupes finis

Soit G un groupe fini. Son cardinal |G| est appelé ordre de G. Le résultat
suivant est fréquemment utilisé sur les groupes finis :

THEOREME DE LAGRANGE. Soit H un sous-groupe d’un
groupe fini G. Alors l'ordre de H divise celui de G.

La preuve doit étre maitrisée. On définit la relation d’équivalence sur G :
TRy <= 2 'y € H.Laclassedexz € GestT={yc G,z 'y €c H} = zH,
et est appelée classe a gauche suivant H (on peut de méme définir les classes
a droite). Pour tout « € G, on a |vH| = |H|. Le nombre de classes est noté
[G : H] et appelé indice de H dans G. Les classes formant une partition de
G, on en déduit |G| = [G : H]|H]|, d’ou le résultat.

Ordre d’un élément. L'ordre de x € G est le plus petit entier m € N* tel
que 2" = e. Le sous-groupe (z) = {z",n € N} engendré par x est d’ordre
m, donc m divise |G|. On a (x®) = (x) si et seulement si pged (m,s) = 1.
S’il existe € G pour lequel G = (x) on dit que G est cyclique

Exposant d’un groupe fini. Le plus petit entier r € N* tel que 2" = e
pour tout x € G, s’appelle [’exposant de G. L’ordre de tout élément divise
r. Si G est abélien, il existe un élément de G d’ordre r (voir [Algebre §1.2.5
Ex.10]). Ce résultat entraine que si p est un nombre premier, le groupe
(Z/pZ)* est cyclique : en effet, son exposant r vérifie 27 = 1 pour tout
x € (Z/pZ)*, et comme X" — 1 a au plus r racines dans Z/pZ[X] (car
Z/pZ est un corps), on a p — 1 < r, donc forcément r = p — 1. On conclut
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car (Z/pZ)* étant abélien, il existe y € (Z/pZ)* d’ordre r = p — 1, donc
(Z/pZ)* = (y)-

2.3. Sous-groupes distingués

Un sous-groupe H de G est dit distingué dans G si pour tout z € G,
xH = Hzx. Dans ce cas, les classes T de la relation d’équivalence xRy <—
x~ly € H, vérifient la propriété que Ty ne dépend pas des représentants
x,y des classes. Muni de la loi Z - § = 7y, I’ensemble quotient G/R a une
structure de groupe, appelé groupe quotient et noté G/H. Si G est fini on
a |G| = [G/H] - |H]|

— Si G est abélien, tous les sous-groupes de G sont distingués dans G.

— Les sous-groupes distingués permettent de montrer des propriétés

des groupes finis, en procédant par récurrence via le groupe quotient.

— Un sous-groupe est distingué si et seulement si, pour tout (g,h) €

G x H , ghg™' € H (ghg~! s’appelle le conjugué de h par g).

2.4. Morphismes de groupe

Soient G et G’ deux groupes, d’éléments neutres e et /. Un morphisme
de groupes est une application ¢ : G — G’ vérifiant ¢(zy) = ¢(x)p(y)
pour tout z,y € G. Il en découle p(e) = €’ et p(x~1) = p(x)~L.

— Le noyau de ¢ est Kerp = ¢ 1({e'}). C’est un sous-groupe de G. Le
morphisme ¢ est injectif si et seulement si Ker p = {e}.

— Si ¢ est bijectif on dit que c’est un isomorphisme de groupe.
— Si H' est un sous-groupe distingué dans G’, ¢~ 1(H’) est un sous-groupe
distingué dans G.

— En particulier Ker ¢ est distingué dans G. Le groupe quotient G/ Ker ¢ est
isomorphe & ¢(G). En particulier si G est fini, alors |G|/|Ker ¢| = |p(G)]|.

2.5. Groupe symétrique

Le groupe des permutations de {1, ..., n}, muni de la loi de composition,
est appelé groupe symétrique d’indice n et noté S,,. On a |S,| = nl.
— Les transpositions sont les permutations qui permutent deux éléments ¢
et j, notées (i j). Les transpositions engendrent le groupe symétrique.
— L’orbite de a € {1,...,n} suivant ¢ € S,, est O,(a) = {0¥(a), k € Z}.
Si o n’a qu'une seule orbite O,(a) non réduite & un élément, on dit que o
est un cycle. Le support de o est O, (a), sa longueur est £ = |Oy(a)|. On a
aussi £ = min{k € N*, 0¥(a) = a}, ordre de o (en tant qu’élément de S,,),
et o =(ao(a) ... o 1(a)).

— Les transpositions sont des cycles de longueur 2.
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— De maniére générale, le support de o € S,, est Supp(o) = {z | o(x) # x}.
Deux permutations a supports disjoints commutent.

— Toute permutation est le produit de cycles a supports disjoints.

— La signature d’une permutation o, notée (o), est un morphisme de
groupe de S, dans {—1,1}. Une transposition 7 vérifie (1) = —1, un
cycle vy de longueur £ vérifie e(y) = (—1)1.

Groupe alterné. L’ensemble des permutations o vérifiant e(o) = 1 est
un sous-groupe de S, noté A, et appelé groupe alterné d’indice n. On a
|A,| = n!/2. Comme A,, = Kere, c’est un sous-groupe distingué dans S,,.
Tout o € A, est le produit d’'un nombre pair de transpositions.

— Le groupe A,, est engendré par les cycles de longueur 3 (faire un parallele
avec la propriété que S, est engendré par les cycles de longueur 2). Ce
résultat classique permet de montrer des propriétés sur A, en se limitant
aux cycles de longueur 3. Une preuve fait I'objet de [Algebre §1.2.5 Ex.7])
que nous reprenons ici ; il suffit de montrer que le produit de deux trans-
positions est un produit de cycles de longueur 3. C’est vrai car si i, j, k, £
sont distincts deux & deux, alors (i j)(k £) = (i j k)(j k £), si 4,7,k sont
distincts deux & deux alors (i j)(i k) = (i k j) et si i # j, (i j)(j i) = Id.

2.6. Exercices de consolidation

EXERCICE 1. Soit G un groupe fini, A et B deux parties de G telles que
|A| + |B| > |G|. Montrer que AB = G, ou AB = {ab | (a,b) € A x B}.

Solution. Soit g € G. On veut montrer qu’il existe (a,b) € Ax B tel que g = ab. On
considere I'ensemble gB~! = {gb=1,b € B}. L’application B — gB~! b+ gb™!
étant bijective, on a [gB~1| = |B|. Donc |gB~ Y| +|A| > |G|, donc (¢B~1)NA # @.
Soit a € (gB~1)NA. Onaa € A et il existe b € B tel que a = gb~*, donc g = ab.

EXERCICE 2. Soit G un ensemble fini non vide, muni d’une loi de compo-
sition interne associative, notée multiplicativement. Montrer que G admet
un élément idempotent (i.e. 3z € G, 22 = x).

Solution. Fixons a € G. Comme G est fini, les éléments a™ pour n € N ne sont
pas tous distincts. Donc il existe m,n € N avec m < n, tels que a™ = a™. Notons
p =n—m € N*. Partant de 'égalité a™ P = ¢™, une récurrence immédiate fournit
a™tkP = g™ pour tout k € N. On en déduit, pour tout £ > m et tout k € N, que
attker = gt—mgmtkr — gt=mgm —= g Cherchons k et ¢ tels que £ + kp = 2/, ce
qui entrainera que = = a’ est idempotent. On choisit k£ € N* tel que kp > m puis
¢ = kp. Avec ces choix, on voit que z = a’ = a’T*? = ¢2¢ est idempotent.
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Remarque. Muni de sa loi, on dit que G est un magma associatif. Un groupe est un
magma associatif, son élément neutre est idempotent. Un magma associatif n’a pas
forcément d’élément neutre, comme par exemple (N*,+), (nZ, x) et (2Z/2"Z, X)

EXERCICE 3. Soit n > 2 un entier, et o € §,, un cycle de longueur m > 2.
Soit r € N*. Montrer que ¢” est un cycle si et seulement si m est premier
avec r.

Solution. Par définition d’un cycle de longueur m, il existe a € {1,...,n} tel
que l'orbite O, (a) = {o*(a),k € Z} soit le support de o (i.c o(z) = v si z &
O, (a)), et tel que m = min{k € N*,o*(a) = a}. On a |O,(a)] = m et O, (a) =
{a,o0(a),..., 0™ Y(a)}. Par commodité, notons aj = o*(a).
La solution de ’exercice repose sur le résultat suivant :

LEMME. Soit r € N*. On note 6 = pged (r,m) et my = m/0.

Alors ¢” a 0 orbites non réduites & un élément, qui sont les

FP = {apa Ap+6s5- -+ ap-l—(’rn]—l)é} pour 0 <p < J.
Prouvons le lemme. Notons r; = r/d. Les ', (pour 0 < p < §) sont bien des orbites
de o". En effet, soit p € N, 0 < p < § et £ € N. Soit rk = myq + s la division
euclidienne de r1k par my, avec 0 < s <my. On a

(Ur)k(ap) = Udrlk(ap) = U§m1q+6s(ap) = Uqurés(ap) = Ués(ap) = aptss € [p,

donc Oyr(ap) C I'p. Réciproquement soit & = apyss € I'y. On a pged (r,m) =6
donc il existe u,v € Z vérifiant ur + vm = ¢ de sorte que r(us) + (vs)m = sd et

= 0" (ap) = 0" () = 074 (a,) = (07)(ap) € O (ap),
donc 'y, C Oy (ap).

Les (T'p)o<p<s sont bien distincts deux & deux, car si0 < p < donaa, €I, et
ap € I', pour k # p, donc il y a bien 0 orbites distinctes.

Montrons maintenant que ce sont les seules orbites non réduites a un élément. Soit
ze{l,...,n}. Six & Oy(a), alors o(x) = x donc 0" (z) = z, donc O, (x) = {z}.
Sinon z € O, (a). Soit k € N, 0 < k < m, tel que z = o*(a). Soit k = 6q + p la
division euclidienne de k par &, avec 0 < p < §. On a z = o*(a) = apqs € Ip,
donc il n’y a pas d’autres orbites de ¢” non réduites a un élément.

Concluons : le lemme assure que ¢” a une seule orbite non réduite & un élément,

si et seulement si § = pged (m,r) = 1. Un cycle étant une permutation qui n’a
qu’une seule orbite non réduite a un élément, on en déduit le résultat.

EXERCICE 4 (GROUPE DERIVE). Soit G un groupe. Si z,y € G le commu-
tateur de x et y est [z,y] = zyz~ty~L. On appelle groupe dérivé de G et on
note D(G) le sous-groupe de G engendré par les commutateurs de G.

a) Montrer que D(G) est un sous-groupe distingué de G et que G/D(G)



2. GROUPES 13

est abélien.

b) Soit H un sous-groupe de G tel que D(G) C H. Montrer que H est
distingué et G/H abélien.

c¢) Soit H un sous-groupe distingué de G tel que G/H est abélien. Montrer
que D(G) C H.

d) Quel est le groupe dérivé du groupe symétrique S,, (pour n > 3)?

Solution. a) Notons C' = {[z,y] | z,y € G}. Soit ¢ € C, et z,y € G tels que
¢ = [z,y]. Pour tout g € G, on a

1 1

geg~t = gayz Ty g = gxg gyg  gr T g gy g = [grg Tt gyg T,

donc geg~! € C. Pour tout z,y € G,on a [z,y] ! = (zyz~ly 1) =yayla—l =
[y, z], donc C' est stable par Pinverse.

Considérons maintenant a € D(G) = (C). Comme C est stable par I'inverse,
on peut écrire a = ¢y ---cp avec p € N* et ¢q,...,¢, € C. Pour tout g € G, on a
gag™t = gergTtgeogt - gepgT! = by -+ - by, avec pour tout i, by = ge;g™t € C.
Donc by - -+ b, € (C) donc gag™! € (C) = D(G).

Enfin, G/D(G) est bien abélien car pour tout z,y € G on a

Ty =2y = (vy)D(G) = (yz)(z "'y~ '2y)D(G)
= (yz)[z~ ",y 'ID(G) = (y2)D(G) =5 - Z.

b) Soit h € H et 2 € G. On a ghg~' = (ghg *h=Y)h = [g,h]h € H, car [g,h] €
D(G) C H et H est stable par produit Donc H est bien distingué dans G. Si
x,y € H, la méme formule que plus haut donne (ici les classes sont dans G/H)

7y = (zy)H = yz[z~ ',y '|H = yzH = yz,

donc G/H est bien abélien.

¢) Dans le groupe quotient G/H, pour tout z,y € G, la commutativité de H
entraine [x,y] =77z 7 ! =€ ol e désigne I’élément neutre de G. Donc [z,y] €

H, donc H contient tous les commutateurs, donc D(G) C H.

d) Soit v = [y1,72] un commutateur de v1,7y2 € S,,. La signature de v est

e(7) =e(mv2vr 2 ) = e(m)e(r)e(n) te(r) Tt =1

donc D(S,,) C A,. Réciproquement montrons A,, C D(S,,). Compte tenu du fait
que A,, est engendré par les cycles de longueur 3 (c’est classique, voir la partie sur
les groupes alternés, page 11), il suffit de montrer que tout cycle de longueur 3 est
dans D(S,,). Cest bien le cas car si i,5,k € {1,...,n} sont distincts, alors

(05 k)= (i kj)*=(( ) k)* = (i §)( k)i j)(i k) = (i 5) (@ k)(i )7 (0 k)77,

donc (i j k) est un commutateur, donc dans D(S,,).
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3. Anneaux
3.1. Définitions

Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition internes
notées “+” et “”, telles que (A,+) est un groupe abélien (son élément
neutre est souvent noté “0”) et la loi “-” associative et distributive par
rapport a “4”. Si la loi “” admet un élément neutre, on dit que A est

unitaire, son élément neutre est souvent noté “1” ou “e”.

L’anneau A est dit commutatif s’il I’est pour la loi “-”. Les anneaux souvent
rencontrés sont Z, Z/nZ, M,(K) ou K[X].
— L’anneau A est dit intéegre si A # {0}, s’il est commutatif, et si
ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.
— Un élément a € A est dit nilpotent s’il existe n € N* tel que a"™ = 0.
Le plus petit entier n vérifiant o™ = 0 s’appelle l’ordre de nilpotence
de a. Un anneau integre n’a pas d’élément nilpotents non nuls.
— On dit que a € A est inversible 8’1l existe b € A tel que ab = ba = 1.
Si tout a € A non nul est inversible, on dit que A est un corps.
— Si A est commutatif, et a,b € A nilpotents, alors ab et a + b sont
nilpotents. En effet si a? = 0 et b7 = 0, A étant commutatif on a
(ab)" = a"b" avec r = min{p, ¢}, et

rral L
a4+ pyPtra—t — kbp—i-q—l—k -0
(a+1) > ("
k=0
carsik >p,a* =0etsik <p,p+q—1—Fk>qdoncbPti71=F =,
— Si A est commutatif, @ € A inversible et n € A nilpotent, alors
a + n est inversible. En effet, soit p € N* tel que n? = 0. Notons
c=—-a"'n.Ona

p—1 p—1 p—1
(1—C)ch :ch—chH =1-c =1,
k=0 k=0 k=0

(dans le cas A € M,,(K), on retrouve la formule de l'inverse de I,,— N
avec N nilpotent, voir [Algebre §3.6 Pb 3]) donc 1 — ¢ est inversible,
donc a +n = a(1 — ¢) est inversible (d’inverse a=1(1 — ¢)~1).

3.2. Idéal, anneau quotient
Ideal. On dit que I C A est un idéal de 'anneau A si
(I,+) est un sous-groupe de (A,4+) et V(r,a) € I x A,za € et ax € 1.

Un idéal I d’un anneau commutatif A est dit principal s’il existe z € A tel
que I = xA, et on note I = (z). Si A est commutatif, unitaire et integre, il
est dit principal si tous ses idéaux sont principaux. Les anneaux Z et K[X]
sont principaux.
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Anneau quotient. Lorsque I est un idéal de A, les classes de la relation
d’équivalence 2Ry <= x —y € I définissent I’anneau quotient A/I, muni
des lois “4+” et “” sur les classes T de A/RparT+y=z+yetT-J=7y
(le fait que I soit un idéal assure que ces opérations sont bien définies — le
résultat ne dépend pas des représentants x et y choisis).

Les anneaux quotients classiques sont Z/nZ et K[X]/(P). Si n est pre-
mier, Z/nZ est un corps, si P est irréductible, K[X]/(P) est un corps.

Théoréme des restes chinois. Partant d’une factorisation de n, le théoreme
qui suit fournit une structure importante pour Z/nZ :

THEOREME DES RESTES CHINOIS. SUpposons n. = ni - - - n,
ou les n; sont premiers entre eux deux a deux. Pour tout
k € Z, notons ¢;(k) sa classe dans Z/n;Z. L’application

Vv LIl — L/mZ % - x Ln.Z7 ks (ci(k),...,c (k)
est un isomorphisme d’anneaux.

Ainsi, pour tout ky,...,k, € Z il existe k € Z (unique modulo n), tel que
Vie{l,...,r} k=k; (modny). (%)

On peut déterminer k explicitement comme suit. On pose pour tout i,
m; =[] i T L’entier m; est premier avec n; donc il existe u; € Z tel que
u;m; =1 (mod n;). Alors k = >\, u;m;k; est solution de ().

3.3. Groupe des inversibles

“w.»

L’ensemble des inversibles d’un anneau unitaire A , pour la loi “-”, est
un groupe appelé groupe des inversibles de A, souvent noté A* (ou U(A)).

Groupe des inversibles (Z/nZ)*. Soit n € N*, n > 2, n =p{*---p" sa
décomposition en facteurs premiers.

~Si k € Z, k est inversible dans Z/nZ si et seulement si pged (k,n) = 1.

— D’apres le théoréme des restes chinois, k € (Z/nZ)* si et seulement si
pour tout i, sa classe ¢;(k) est inversible dans Z/p{“Z. On en déduit que le
nombre d’inversibles de Z/nZ est donné par 'indicateur d’Euler

¢(n) = iljlp?i_l(pi -1)= nlljl (1 — ;Z) :

Lindicateur d’Euler vérifie 3, ¢(d) = n.

L’ordre du groupe des inversibles (Z/nZ)* est ¢(n). On en déduit le résultat
suivant, qui généralise le théoreme de Fermat

THEOREME D’EULER. Pour tout x € Z premier avec n,
on a z¥(™ =1 (mod n).
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Il est classique que si p est premier, le groupe (Z/pZ)* est cyclique (voir
une preuve page 9 dans la partie sur 'ordre des élements d’un groupe, ou
voir [Algebre §1.6 Pb.7]). Une condition nécessaire et suffisante sur n pour
que (Z/nZ)* soit cyclique fait 'objet de I’exercice 14 page 32.
Carrés dans Z/pZ. Soit p > 2 un nombre premier, et F, = Z/pZ. L’étude
de (IF;)2 = {2tz € [F5} est classique. Les résultats ci-dessous font I'objet
de lexercice 1 page 16, et des questions 1/a), 1/b) du probléeme 1 page 41.
— L’ensemble (F)? a (p — 1)/2 éléments
— Un élément x € ) est un carré si et seulement si zP-1/2 =T,
— Le symbole de Legendre, défini par
. 1 sid;é(:)etde(F;‘,)?,
<) =q —1 sia#0etad (F)?
0 sia=0

vérifie les propriétés suivantes :

Va € Z,p1a, (a) =a® /2 (mod p) (critére d’Euler)
p

wen (3)-()0)

— Citons un célebre résultat appelé loi de réciprocité quadratique (voir
[Algebre §1.5 Sujet d’étude 2]), qui affirme que si p,q > 2 sont deux

nombres premiers distincts, alors (p) (q) = (—1)(p_1)(q_1)/ 4,
q/ \p

3.4. Exercices de consolidation

EXERCICE 1. Soient p > 2 un nombre premier et a,b € (Z/pZ)*. Montrer
que pour tout ¢ € Z/pZ, il existe x,y € Z/pZ tels que ¢ = ax?® + by?.

Solution. Notons F,, = Z/pZ. Le résultat suivant est classique :
LEMME. L’ensemble (F5)? = {z*,2 € F}} a (p—1)/2 éléments.
Nous proposons deux preuves de ce lemme.
Meéthode 1. L’application ¢ : F, — F; z — 22 est un morphisme de groupe,
donc Im ¢ = (F;)? est isomorphe & F/ Ker ¢. Or
reKerp <= 2°=1 <= (z—-D(x+1)=0 < zc{-1,1}
Donc Ker ¢ = {—1,1} donc |(F;)?| = [F;|/|Ker | = (p — 1)/2.
Meéthode 2 Notons g = (p—1)/2. On a
* — 5 TT9 — «\2 _ (72 52 —2
Fy={-¢...,—2,-1,1,2,...,q} donc (F,)"={1",2",...,7°}
car (—k)? = 5. Lorsque 1 < k < £ < q on al -k = (0 —k){+k) #0 car
1</l-k<gqget2<k+4+¢<2q=p-—1, domcz2 #Ez, on en déduit que
(IF;)Q = {T2,§2, ...,3°} est de cardinal ¢ = (p — 1)/2.
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Fixons maintenant a,b € F) et ¢ € Fj. En comptant 62, le lemme entraine que
(Fp)? = {2,z € F,} est de cardinal (p + 1)/2. Les applications f: w + ¢ —aw
et g: w— bw sont injectives sur IF, donc les ensembles
A={c—a®xeFp} = f((F,)*) et B={by’yeF,}=g((F)*
sont de cardinal |(F,)?| = (p + 1)/2. Donc
[ANB| =[A|+[B| - |[AUB| > |A|+|B|-p>2(p+1)/2-p=1,

donc AN B # @. Choisissons z € AN B. On a z € A donc il existe z € F, tel

que z = ¢ —az?, et z € B donc il existe y € F, tel que z = by?. On en déduit

¢ — ax? = by?, ou encore ¢ = ax? + by>.

EXERCICE 2. Soit p un nombre premier et » > 2 un entier. On note F, =
Z/pZ et (F;)" = {2",x € F;}. Montrer que ()" est un sous-groupe de F},
vérifiant |(F)"[ = (p —1)/0 out 6 = pged (p — 1,7), et montrer que

F;)" = {z eFy, a0V —1-0}.

(on pourra utiliser la propriété de cyclicité de [, voir la partie sur le groupe
des inversibles page 16).

Solution. Cet exercice généralise le cas classique des carrés de F), (voir page 16).
L’application ¢ : F; — FJ o + 2" est un morphisme de groupe, donc (IF;)” =
Im(¢p) est un sous-groupe de Fy et |(F;)"| = |Fy|/|[Ker¢|. On a Keryp = II, ou
pour tout n € N*, II,, = {z € Fp,z" = 1} désigne lensemble des racines n-iémes
de I'unité de F.

Montrons II, = IIs. Soit « € II5. On a 6 | r donc 2" = (:r‘s)r/‘S =1, donc z € II,.

Réciproquement soit x € II,. et d son ordre. On a d | r, et d divise aussi [Fy| = p—1
donc d divise 6, donc 20 = (z%)%/¢ =1 et 2 € Il;.

Montrons [IIs| = 6. Le groupe I}, est cyclique, donc il existe y € [y, tel que Fy = (y).
Soit n € N* tel que én = p—1. Les ¢ éléments y*™ pour 0 < k < § sont distincts (car
y engendre F de cardinal p — 1), et vérifient tous (yFm)® = y*r=1) = (yp~1)k =1
d’apres le théoreme de Lagrange. Donc |IIs| > §. Par ailleurs, les (y*")o<k<s
forment un ensemble de § racines du polynéme X° — 1, qui a au plus ¢ racines
dans le corps IFp,, donc X% —1 a § racines dans F,. On en déduit |IIs| = ¢, donc

o li F,l  p—1
)| = o2 — o 2L
| Ker @] |TLs] )

Il reste & montrer que (F;)" = Il(,_1)/s5. Soit m € N* tel que r = m. On a
(F3)" C Ip_1ys car siy = a” € (F3)", alors y(P=D/% = gr@=1)/6 — gmp=1) =
(zP~1)™ = 1. Or I, _yy/s a au plus (p—1) /6 éléments car le polynome X P=1/0 1
a au plus (p — 1)/d racines dans le corps Fy. Comme |(Fy)"| = (p —1)/d, on en
déduit (FZ)T = H(pfl)/&
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Remarque. Notons ), = (F3)" U {0}, de cardinal (p —1)/0 + 1. En appliquant
§ — 1 fois le théoréeme de Cauchy-Davenport (voir lexercice 16 page 35), a §F), =
Fy+---+F, (6 fois), on en déduit que || > 1+ 6(|Fp| —1) = p, donc 6 F), =T,
ce qui entraine que tout élément de Fy, est la somme de 6 puissances r-iémes de
F, (résultat obtenu par Cauchy en 1813).

4. Exercices

EXERCICE 1. Soit G un groupe.

a) S’il n’existe qu’'un nombre fini de sous-groupes de G, montrer que G est
fini.

b) S’il n’existe qu'un nombre dénombrable de sous-groupes de G, G est il
dénombrable ?

Solution. a) Pour tout x € G, on note (z) le sous-groupe de G engendré par z.
Soit € G. Pour tout k € N*, (z*) est un sous-groupe de G. Comme il n’y en a
qu'un nombre fini, il existe k, ¢ € N* tels que 0 < k < £ et (z*) = (x%). On a alors
zF € (2°) dont il existe ¢ € Z tel que ¥ = 2% donc 2™ = e (ol e est I’élément
neutre de G) avec m = ¢f — k, et comme 0 < k < £ on am # 0, donc z est d’ordre
fini. Donc (x) est fini.

Or ({(x))zec est une famille de sous-groupes de G, il n’y en a qu'un nombre
fini, donc il existe n € N* et x1,...,2, € G tels que Uyea(z) = Up_, (xk). Donc
G = U}_,(zx). Comme chaque (xy) est fini, on en déduit que G est fini.

b) On raisonne de la méme maniére. Comme ({x))cc est une famille de sous-
groupes de G, il n’y en a qu'un nombre au plus dénombrable qui sont distincts,
donc il existe I au plus dénombrable et un ensemble {z;,i € I} C G tel que
G = Ugeg{x) = Uier{x;). Donc G, réunion au plus dénombrable d’ensembles
au plus dénombrables, est au plus dénombrable (notons que pour tout z € G,
(z) = {2¥,k € Z} est au plus dénombrable). Comme G n’est pas fini (il existe un
nombre dénombrable de sous-groupes de G), on en déduit que G est dénombrable.

EXERCICE 2. Soit ¢ : N — N une bijection.

1/ Onnote A={neN|o(n)>n}et B={neN|o(n)<n}.

a) Peut-on avoir A infini et B fini?

b) Peut-on avoir A et B infinis?

c) Peut-on avoir A fini et B infini ?

2/ Onnote C={neN|o(n)>n}et D={neN|on) <n}
Répondre aux mémes questions en remplagant A par C' et B par D.

Solution. 1/ a) Oui, par exemple si 0(n) =nsur Nyona A=Net B= 0.
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b) Oui, par exemple si 0(2n) =2n + 1 et o(2n + 1) = 2n pour tout n € N, on a
A=2Net B=1+2N.

c) Nous allons prouver que c’est impossible. Supposons B infini et A fini. Notons
N le plus grand élément de A. Alors pour tout n > N, on a o(n) < n. Notons M =
1+ max{c(0),...,0(N)}. Soit n < M. Si n < N, alors o(n) € {0(0),...,0(N)}
donc o(n) < M. Sinon n > N donc o(n) < n < M. On a donc ¢({0,...,M}) C
{0,..., M — 1} ce qui est impossible car o est injective.

2/ Nous proposons deux méthodes :

— M¢éthode 1. On se rameéne au probléme précédent en notant m = o1, qui est
également une bijection de N dans N. Soit n € N et m = o(n). On a

(c(n) >n <= m>n(m)) et (c(n) <n <= m<7w(m)).
On en déduit que les ensembles
C'={meN|m>n(m)} et D'={meN|m<r(m)}

vérifient C' = o(C) et D' = (D). Donc C' et C’' ont méme cardinal (éventuellement
infini), ainsi que D et D’. On est donc dans le cas 1/ ot la bijection o est remplacée
par 7, ou A est remplacé par D’ et B par C’. On en déduit que :
— D’apreés 1/c¢), on ne peut pas avoir C’ infini et D’ fini. Donc on ne peut
pas avoir C infini et D fini.
— D’aprés 1/b), on peut avoir C’ et D’ infinis, de méme pour C' et D.
— D’aprés 1/a), on peut avoir C’ fini et D’ infini. Donc on peut avoir C' fini
et D infini.

— Méthode 2. On peut aussi procéder directement.

a) On ne peut pas avoir C infini et D fini. En effet, supposons D fini et notons
N = maxD. Pour tout n > N+ 1onan € C donc o(n) >n > N+ 1, donc
o(n) > N+2 Doncsin < N+1l,onaoc '(n)<N(sim=oc1n) >N+1
alors o(m) > N + 2, impossible car o(m) = n < N + 1). On en déduit que
o 1({0,1,...,N +1}) C {0,1,..., N} ce qui est impossible car o~ est injective.
b) Le méme cas particulier 1/b) montre que l'on peut avoir C' et D infini.

¢) On peut avoir C fini et D infini, par exemple si 0 = Idy, ona C = g et D = N.

EXERCICE 3. Soit n > 2. Quel est le nombre minimal m de transpositions
nécessaires pour engendrer le groupe symétrique S, 7

Solution. On va montrer que le nombre minimal recherché est m =n — 1.

Il existe bien un ensemble de n — 1 transpositions de S, qui engendre S,,.
Cest lecasde I' = {(1¢) | 2 < i < n}; pour tout 7,5 € {1,...,n}, i # j, la
transposition (¢ j) = (1 4)(1 7)(1 %) est bien générée par des éléments de I'. Or
toute permutation de S,, est un produit de transpositions, donc I" génere bien S,,.
(d’autres choix sont possibles, par exemple I' = {(i i +1),1 < i < n — 1} génere
Sy, comme démontré dans [Algebre §1.2.5 Ex.6]). Donc m <n — 1.
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Montrons maintenant m > n—1. Soit I' C S,, un ensemble de m transpositions
qui engendre S,,. Il sera commode d’utiliser les définitions suivantes :

— Le support d’une transposition (i j) est la partie {i,j} de {1,...,n}.

— On dit que 0 € S, laisse stable une partie A de {1,...,n} si 0(A) C A.
Montrons par récurrence sur k (1 < k < n — 1) lexistence de k transpositions

distinctes 71,...,7x € ' et d’une partie Ay C {1,...,n} de k + 1 éléments, tels
que les supports des 7; (pour 1 <4 < k) sont dans Ay.

Le résultat est trivial pour k = 1 (choisir 71 € I" et 4; le support de 71).

Supposons le résultat vrai pour ¥ < n — 1 et montrons le pour k + 1. On a
k+1<ndonc By ={1,...,n}\Ag est non vide. Il existe une transposition 711
dans I'\{7, ..., 7%} dont le support intersecte Ay et By. En effet, sinon toutes les
transpositions de I" ont un support dans Ay ou dans By, donc les transpositions de
I' laissent stables Ay et By, donc tout produit de transpositions de I' laisse stable
Ay, et By, donc T' ne peut pas engendrer S,, (toute transposition qui échange un
élément de Ay et un élément de By ne laisse stable ni Ay ni By). Le support de
Ti+1 a donce la forme {iy, ji. } avec iy, € A et ji € Bg. Ennotant Axy1 = AxU{jx},
Ti,...,Tkr1 sont des transpositions distinctes de I', dont le support est dans Ay, 1
de cardinal k 4 2. Le résultat est ainsi prouvé au rang k + 1.

Le cas particulier kK = n — 1 montre que m > n — 1.

EXERCICE 4 (SIMPLICITE DE A,). Soit n > 5 un entier. 1/a) Montrer
que le groupe alterné A,, est engendré par les cycles de longueur 3.

b) Montrer que deux cycles c1,c2 € A, de longueur 3 sont conjugués dans
A, (i.e. 3o € Ay, ca = ocr1o7t).

2/ Soit H # {Id} un sous-groupe distingué de A,,. On veut montrer que
H = A, (on dit alors que A,, est simple).

a) Si H contient un cycle de longueur 3, montrer que H = A,,.

b) Soit o € H~{Id} et i € {1,...,n} tel que i # o(i). Montrer qu’il existe
un cycle de longueur 3 de la forme ¢ = (i,k,0(i)) qui ne commute pas
avec o, et que o/ = oco~lc™! € H. Décomposer ¢’ en cycles de supports
disjoints (apres avoir étudié son support) pour en déduire H = A,,.

Solution. 1/a) Clest classique, voir la section 2.5 page 10

b) Soient ¢; = (i1 iz i3) et ca = (J1 j2 j3) deux cycles de longueur 3. 11 existe
une permutation o € S, telle que o(ix) = jr pour k = 1,2,3, on en déduit
¢y =ocio . Sio € A, c’est terminé. Sinon, 'hypothese n > 5 assure I'existence
de k, 0 € {1,...,n} tel que {k, £} N{j1, 42,73} = &. Les cycles ¢y et 7 = (k,{) ont
leurs supports disjoints donc ils commutent. Ceci entraine

_ 1y -1 .
co=Tcor ' =7(0cio )T =0'cio’ . ot o =710

Or ¢’ € A, car e(c’) = e(o)e(r) =1, donc ¢; et ca sont conjugués dans A,,.
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2/a) Si H contient un cycle ¢ de longueur 3, alors comme H est distingué dans
A, il contient tous les conjugués de ¢ dans A,,, donc tous les cycles de longueur 3
d’apres la question 1/b), donc H = A,, d’apres 1/a).

b) Si ¢ = (i,k,0(i)) avec k & {i,0(i)} on a oco™t = (c(i),0(k),0?(i)). Comme c
est aussi égal & (0(i),i, k) on sera assuré que ¢ # oco ! si k # o~ 1(i). On choisit
donc k dans {1,...,n}{i,0(i),c~1(i)} (c’est possible car n > 5), de sorte que
¢ = (i,k,o(i)) ne commute pas avec o.

Notons o/ = oco~te™L. Vu que ¢ € A, que 0~ € H et que H est distingué dans
Ay, onacotc™! € H. Donc o/ = o(co~te™ 1), produit de deux éléments de H,
est dans H. Par ailleurs on a

o' = (oco et = (0(i),0(k),d%(i)) (o (i), k, 1),

donc le support de ¢’ (rappelons que c’est 'ensemble des points non fixes de o)
est dans {o(i), o (k),02(i), k,i}, de cardinal < 5. Ainsi dans 1’écriture de o’ comme
le produit de cycles a supports disjoints, il y a au plus deux cycles. Comme o ne
commute pas avec ¢, on a o’ # {Id}. Or ¢’ € A,,, de signature 1, ne peut ni étre
un cycle de longueur 4, ni le produit d’un cycle de longueur 2 et d’un autre de
longueur 3 Il ne reste donc que trois cas :
— o’ est un cycle de longueur 3. Alors d’apres 2/a), on a H = A,,.
— o’ est un cycle de longueur 5. On écrit o’ = (i1 42 i3 iq4 i5) et on pose
v = (i1 i2 i3). On a alors
0‘” = ’}/_10'/’}/0'/_1 == (ig i2 il)O'/(il ’iz ig)O'/_l = (ig iQ il)(ig i3 ’i4) = (il i3 ’i4).
Or o = (y~to'y)o'~1, produit de deux éléments de H, est dans H. Donc
H contient un cycle de longueur 3 donc H = A,,.
— o' = (i1 i2)(i3 i4) OW 41,12, i3, 14 sont distincts deux a deux. Comme n > 5,
il existe i5 € {1, . ,n}\{il,ig,ig,i4}. Soit v = (’ig n i5). On a
1

1 1

" -1 7 - L I ’— Lo
o =7 a'yo' T = (i5 iq i3)0 (i3 14 i5)0’ T = (i3 14 i5).
Comme précédemment, on voit que o’ = (v~ 1o’y)o’~! est dans H. Donc

H contient un cycle de longueur 3 donc H = A,,.

EXERCICE 5 (SOUS-GROUPES DISTINGUES DE &,,). Soit n > 5 un entier.
1/ Soit H un sous-groupe distingué de S,,.

a) Montrer que H N A, = A, ou HN A, = {Id} (on pourra utiliser le
résultat de l’exercice précédent).

b) Montrer que H est égal a S,,, A, ou {Id}.

2/ Soit H un sous-groupe de S,, dont l'indice [S,, : H]| = |S,|/|H| vérifie
[Sn:H] <n-1.

a) On note £ = S,/R l'ensemble des classes a gauche pour la relation
d’équivalence Ry <= xH = yH, et S(E) le groupe des permutations
de E. Pour tout ¢ € S, on note p, : E— E ~vH — (07y)H.
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Montrer que ¢ : S,, = S(F) 0 +— ps, est un morphisme de groupe.
b) En déduire que H = S,, ou H = A,,.

Solution. 1/a) Le sous groupe H' = H N A,, est distingué dans A,,, car A,, étant
distingué dans S, on peut écrire

Vo € S, ocH =0c(HNA,) =cHNoA, =HoNA,0 =H'o.

Ceci est vrai en particulier si o € A, donc H' est distingué dans A,,. L’exercice
précédent assure donc que H' = {Id} ou H' = A,,.

b) Si HN A, = A,, alors A, C H, donc [S,, : H] = |Sp|/|H| < |Sul/|An] = 2.
Or [S,, : H] est un entier, on en déduit |S,|/|H| € {1,2}, donc |H| = |S,| ou
|H| = |S,]/2. Si |H| = |Sy,| alors H = S, sinon |H| = |S,|/2 = |A,| et comme
A, C H on en déduit H = A,,.

Supposons maintenant H N A, = {Id}. Supposons H # {Id}. Soit 0 € H, o # 1d.
On va montrer H = {Id,o}. Soit v € H, v # Id. Comme H N A, = {Id}, on
a 0,7 ¢ A,. Donc les signatures de o et v vérifient e(o) = e(y) = —1. Donc
e(oy) =1, donc oy € A,,. Comme H est un sous-groupe, on a aussi oy € H, donc
oy € HNA,, = {Id}, donc oy = Id. On en déduit v = o~ !. En particulier 0 = o~*
donc 02 = Id. Donc tout élément de H~{Id} est égal & o, donc H = {Id, o }.

Le groupe H est distingué dans S,,, donc pour tout v € S, on a yYH = H~ et
comme H = {Id,o} ceci entraine yo = o7 pour tout v € S,. Il est classique
que le centre de S, est réduit & {Id}, donc ¢ = Id. Redémontrons ce résultat.
La permutation o commute avec toutes les transpositions (i j) de S,, ce qui
fournit (i,7) = o(i j)o~! = (c(i) o(j)) pour tout 7,5 € {1,...,n} distincts. Or
o # Id, donc il existe i € {1,...,n} tel que (i) # i. On a n > 5, donc il existe
je{l,...,n}, & {i,0(i)}, et on a donc (i j) = (0(?) o(j)). Vu que i # (i), ceci
n’est possible que si ¢ = o(j) et j = o(i), ce qui est absurde. Donc o = Id, ce qui
est absurde. Ainsi, si H N A,, = {Id} on a forcément H = {Id}.

2/a) Les applications p, sont bien définies car si YH = v H, on a oyH = ov'H
(car 7/ = vyh avec h € H donc oy'H = oy(hH) = ovH). Par ailleurs p, est
bijective, donc on a bien p, € S(F). Il est immédiat que pyor = popl,, donc ¢ est
un morphisme de groupe.

b) Comme |S(E)| =r!avecr = |S,|/|H| <n—1,ona|S,| > |S(E)| donc ¢ n’est
pas injective. Donc son noyau vérifie | Ker ¢| > 1. Comme Ker ¢ est le noyau d’un
morphisme de groupe, c¢’est un sous-groupe distingué de S,,, et comme | Ker | > 1,
d’aprés 1/b) on a Keryp = A,, ou Kery = S,,. Par ailleurs, si 0 € Kert on a
po = lds(g), donc yH = ovH pour tout v € S,, en particulier H = oH donc
o € H. Donc Kery C H, donc A, C H. On conclut comme plus haut : on en
déduit [S,, : H| = [Spl/|H| < |Sul/]An] = 2. Or [S,, : HJ est un entier, donc
|Sl/|H| € {1,2}, donc |H| = |Sy,| ou |H| = |S,]/2. Si |H| = |S,]| alors H = S,,,
sinon |H| =|8,|/2 = |As| et comme A,, C H on en déduit H = A,

Remarque. Le résultat 2/b) généralise celui de [Algébre §1.2.5 Fx.8] ot on sup-
posait que n est un nombre premier > 5.
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EXERCICE 6. Soit GG un groupe fini et A une partie non vide de G. On note
AA Y ={ay™t | (z,y) € A%} et A7LA = {a7 Yy | (x,y) € A%}. On suppose
que |AATY < 3]A|/2.

a) Montrer que H = A~!A est un sous-groupe de G.

b) Montrer que |[A71A| < 2|A].

c) Montrer que AA~! est un sous-groupe de G.

Solution. a) Notons n = |1+ |A|/2] le plus petit entier > |A|/2. Tout repose sur
le lemme suivant :

LEMME. Soit a € A~ A. Il existe n éléments distincts yy, ..., yn
de A et n éléments distincts zq,..., z, de A tels que a = y;lzk
pour tout k.

Prouvons le lemme. Soit a = =!8 € A7'A4 o1 o, B € A. Les ensembles aA™! et
BA~L sont de cardinal |A| (par injectivité des applications x +— az~! et x — fx~!
sur A), donc

(@A) N (BATH] = 2/A] = [(aATH) U (BATY)| > 2|A] - [AATY] > |A]/2.

On a |(@A™1) N (BA™Y| > n donc il existe n éléments distincts z1,...,z, €
(A7) N (BA™Y). Pour tout k, il existe yy, zx € A tels que x5, = ozy,;1 = ﬂz,;l,
donc a = a7 '8 = yk_lzk pour tout k. Les zj étant distincts deux a deux, les yy
(resp. zi) sont distincts deux & deux, ce qui prouve le lemme.

Prouvons maintenant le résultat demandé. Soient a,a’ € A~'A. D’apres le
lemme, on peut écrire a = y; ‘24 et a’ = y,;_lzfc avec les y, 2k, Yp, 2, dans A et
onZ ={z1,...,zn} et Z' ={2,..., 2, } vérifient |Z| =|Z'| =n.Ona|ZNZ| =
|Z| +1Z'| = |Zu Z'| = 2n — |A] > 0, donc il existe i, j tels que z; = 2j. On en
déduit aa’ " = yi_lziz;_
déduit que A=A est bien un sous-groupe de G.

1y;. - yi_ly;. € A71A. Comme A~'A est non vide, on en

b) D’apres le lemme, Papplication ¢ : A x A — H (a,b) — a~'b est telle que
lo~t({h})| > n pour tout h € H. Or Upe g~ ({h}) forme une partition de A x A,
on en déduit |A x A| > n|H|, donc |H| < |A|*/n < 2|A|.

c) Soient @ = ab~! et B = cd~! deux éléments de AA™! avec a,b,c,d € A.
Montrons que a3~' € AA~!. Pour cela il faut montrer qu’il existe z,y € A
tels que ab~'dc™! = xy~!. Ceci équivaut & l'existence de z,y € A tels que
b~ ldc 'y = a~'z. Par injectivité de y — b 'dc 'y et x — a 'z, les ensembles
B={b"tde ly,y € A} et C = {a~ 'z, € A} vérifient |B| = |C| = |A|. Or BC H
(car H est un sous-groupe de G d’aprés a)) et C C H donc

|IBNC| = [B|+[C| = [BUC| = |B|+|C| — [H| = 2|A] - [H]

donc |[B N C| > 0 d’aprés la question précédente. On en déduit existence de
2 € BNC. En écrivant z = b~ 'dc 'y et 2z = a 'z avec =,y € A on en déduit
b~ ldc 'y = a~'x d’ou le résultat demandé.
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EXERCICE 7 (THEOREME DE LuUcCAs). Soient n,k € N, et p un nombre
premier. On écrit le développement de n et k en base p, sous la forme

n:anpj (0<nj<p) et k::ijpj (0 <kj <p).

=0 =0
n —y

Mont = J d p).

ontrer que (k) J];[O <k]> (mod p)

Solution. La clé de la solution est la formule polynomiale

(1+X)P=1+X? (mod p)

conséquence du fait que p divise (ﬁ) lorsque 0 < k < p. Une récurrence immédiate
sur j fournit ensuite

VieN, (1+X)P =1+X" (mod p).
On en déduit

n

3 (Z)X’“ —a+x =T (a+ X)P-”)”j = HO (1+ ij)nj (mod p).

k=0 =0
Or (1 +ij> = <kj_)ijp] (car (kj> =0si k; > n;), donc
k=0 > /
n n T p—1 n
Xk = I ) xR
X () =1 = ()
k=0 J=0 \k;=0

On en déduit le résultat en faisant 1’égalité des coefficients de X* dans les premiers
et derniers termes de ces égalités modulo p.

n n n mod
Remarque. Une autre preuve consiste a montrer = [n/p] P

k lk/p|) \k mod p
(mod p), puis a procéder par récurrence sur r.

EXERCICE 8 (INFINITE DE L'ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS, PAR
ERDOS). Cet exercice propose une jolie preuve, attribuée a Paul Erdés
(mathématicien particulierement prolixe du XX¢ siecle), de l'infinité de

I’ensemble des nombres premiers, et de la divergence de Zp premier 1 /-

a) Montrer que tout entier n € N* gécrit n = cznl),21 ou an,b, € N* avec
an sans facteur carré. En supposant qu’il n’y ait qu'un nombre fini de



4. EXERCICES 25

nombres premiers, étudier les valeurs possibles de a, puis de n = a,b?
pour les entiers n < N, et en déduire une contradiction si NV est grand.

b) On veut montrer que la série ¥ 1/p; diverge, ot p; désigne le i-
éme nombre premier. On raisonne par I’absurde en supposant que »_ 1/p;
converge. Soit k tel que ) ;5 1/p; < 1/2. Majorer pour tout N, le nombre
Ny d’entiers < N dont les facteurs premiers sont tous dans {pi,...,px}
et le nombre N; d’entiers < N ayant au moins un facteur premier dans
{pi,i > k}, et en déduire une contradiction.

Solution. a) Soit n = [];_; p{"* la factorisation de n en produit de facteurs premiers
distincts py,...,pr. On écrit a; = 26; +¢&; ou g; € {0,1} et B; € N. En notant
a, = H;=1 pff et b, = H:=1 pfi, on a bien n = anb% ou a, est sans facteur carré.

Supposons qu’il n’y ait qu'un nombre fini k¥ de nombres premiers p1, ps, . . ., Pk-
Soit N € N*. Tout entier n < N s’écrit sous la forme n = a,b? ol a,, est sans
facteur carré. La factorisation de a, en produit de facteurs premiers est de la
forme a, = Hlepfi ot £; € {0,1} pour tout i, donc ne peut prendre que 2%
valeurs différentes. Par ailleurs, b% < N donc b, < V/N. On en déduit quil n’y a
au plus 2¢v/N valeurs possibles d’entiers n < N, ce qui implique N < 2¥v/N donc
V/N < 2F. Ceci est absurde dés qu’on choisit N > 22F.

b) En procédant comme dans a), on obtient Ny < 2Fv/N. Pour tout i > k,
les entiers < N qui ont p; comme facteur sont p;, 2p;, ..., | N/p;|p; donc il y en a
[N/p:i] < N/p;. On adonc moinsde ) .., N/p; < N/2entiers < N ayant au moins
un facteur premier dans {p;,i > k}. On en déduit N = Ny + N; < 28/N + N/2
donc N/2 < 2k/N donc VN < 2’”‘17 ce qui est absurde des que l'on choisit
N > 22(k+1),

Remarque. La question a) entraine que le k-iéme nombre premier py, est inférieur a
1422=1) " ce qui est trés sous-optimal (le théoréme des nombres premiers entraine
pr ~ klnk) mais bien meilleur que la borne obtenue par la méthode d’Euclide qui

fournit p, < 22",

— La preuve b) de la divergence de > 1/p; est d’une simplicité remarquable. La
preuve historique de la divergence de cette série est due a Fuler et est présentée
dans [Analyse §4.6 Pb.22 d)].

EXERCICE 9. Soit n > 2 un entier impair. On note r le radical de n,
défini par le produit des nombres premiers distincts qui divisent n (i.e si
n = [[,pj"* avec les p; premiers distincts, r = [[, p;). Soient z,y € Z tels
que r | " 4+ y™. Montrer que nr | "™ + y".

Solution. On commence par le cas ol n = p est un nombre premier. Si p | 2P 4 y?,
le théoréeme de Fermat entraine z = zP (mod p) et y = y? (mod p), donc z +y =
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2P +yP (mod p) est divisible par p. En posant s = x + y, comme p est impair on a

p—1 p—1
2P+ yP =aP 4+ (s —x)P = Z (Z) PRk — 5. 5, = Z (i) gp—k—1,k
k=0 k=0

Chaque terme de la somme qui définit z est divisible par p (car p | s = x +y et
D | (Z) pour 1 <k < p), donc p | z. Ainsi p | set p |z donc rp = p? | sz = 2P + yP.

Traitons le cas ot n = p* (avec o € N*) est la puissance d’un nombre premier p.
On procede par récurrence sur a. Le cas a = 1 a été traité plus haut. Supposons
le résultat vrai pour a et montrons le pour o + 1. Le résultat précédent appliqué
AX =2 et Y =y, montre que XP +YP=5.ZouS=X+Y et Z€Zest
divisible par p. D’apres ’hypothése de récurrence S = zP” + P est divisible par
pF1. On en déduit que zP"" +¢yP" " o2

= S - Z est divisible par p =rn.

Dans le cas général, soit la décomposition en facteurs premiers n = pi* ---py*. Il

s’agit de montrer que rn = p(l“"’1 . .pg‘/ﬂrl divise ™ + y™. Il suffit de montrer que

pg”‘l divise ™ 4 y™ pour tout k. Pour cela on écrit
f”—}—yn:Xpak—FYpak, X:xm,Y:ym, ’rn:n/po”f:l_Ipf‘Z
i#k
et comme r = p; - - - py divise 2" +y", on a py, | XP" 41 YP™*  donc comme prouvé
plus haut pzkﬂ | XP™F 4+ YPTE =g 4y,

Remarque. Sip | 2"+y", la solution s’étend facilement pour montrer v, (x"+y") =
vp(x+y)+vp(n), , ot vy(m) = max{a,p® | m} (lemme LTE, ou lemme de Manea,).

n
1
EXERCICE 10. a) Soit n > 2 un entier. Montrer que H,, = Z z ZN
k=1

n
1
b) Soient m,n € N avec 2 < m < n. Montrer que H,, ,, = Z z ¢ N.

k=m
n
1
c) Soient m,n € N avec 1 < m < n. Montrer que I, , = Z S ¢ N
k=m

Solution. a) Cest classique et pas si simple & résoudre. On choisit la puissance

de 2 vérifiant 2" < n < 2"t1 avec » € N*. On note =, le produit des nombres

impairs < n et on écrit

or—lg. B or-lp
E 2r 2

2 'm,H,=A+B on A= )
1<k<n

k2"
Les termes de la somme de A sont entiers, car si 1 < k < n et k # 2", on peut
écrire k = 2°¢ avec 0 < s < r—1 et £ < n impair, donc (7,2" 1) /k = (7, /)27 1
est un entier (¢ est un des termes du produit ), donc A est entier. Or m,, étant
impair, B = m, /2 n’est pas entier, donc 2" ~'m, H,, n’est pas entier, donc H,, ¢ N.
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b) On reprend les arguments précédents, en considérant la plus grande valuation
dyadique r des entiers de {m,...,n}, ou la valuation dyadique de k € N* est
définie par vy(k) = max{a € N,2% | k}. Il n’y a qu’un seul entier de {m,...,n}
de valuation dyadique r. En effet, si m < k < £ < n et va(k) = v2(¢) = r, on
peut écrire k = 2"a et £ = 2"b, ol a et b sont impairs, avec a < b. Soit ¢ = a + 1.
L’entier ¢ est pair et vérifie a < ¢ < b, donc j = 2"¢ vérifiem <k < j<{l<net
v2(j) =7+ v2(c) > r (car c est pair), ce qui est absurde par construction de r.
Notons ¢ 'unique entier de {m,...,n} tel que v2(¢) = r et a impair tel que
{ = 2"a. Comme plus haut, 7, désigne le produit des nombres impairs < n. On a

N . 2r—1x 2r—ir am
2" 17TnHm,n:A+B on A= E i n7 B = / n:Tn
1<k<n
iy

Vu que va(k) <r—1pour 1 <k <netk#l Aest entier. Or B n’est pas entier
car amy, est impair, on en déduit que 2"~ ', H,, , n’est pas entier.

c) Tentons de généraliser I’approche précédente avec approche triadique. Pour
cela, il faut qu’il n’y ait qu'un seul entier de I' = {2m + 1,2m + 3,...,2n + 1}
dont la valuation triadique est maximale, ce qui n’est pas vrai tout le temps. On
s’y ramene, en traitant plusieurs cas. Si n = m, alors I, , = 1/(2m + 1) € N. Si
n < 3m et m < n, alors
n—m+1 < 2m+1
2m+1 ~ 2m+1
Sinon n > 3m, donc 2n+1 > 3(2m+1), donc dans T il y a une puissance de 3. En
effet, I'entier r = max{a € N,3% < 2n + 1} vérifie (2n +1)/3 < 3" <2n + 1 donc
£ = 3" est un entier impair vérifiant 2m +1 < /¢ < 2n+ 1 donc £ € T". Par ailleurs,
¢ est le seul entier de I" divisible par 3" (s’il existe un autre entier ¢’ = 3"q € T
alors ¢ > 3 car ¢ est impair, donc 3"t! € T' ce qui contredit la définition de 7).
Ainsi, en notant 7, le produit des entiers < m non divisibles par 3, le nombre
A =31 r, (I, — 1/£) est un entier. Donc 3" 'x, I, , = A+ m,/3, somme d’'un
entier et d’un rationnel non entier, n’est pas entier, donc I,,, , n’est pas entier.

0< Iy <

1 donc I, €N

Remarque. Ces résultats ont été généralisés par Paul Erdos qui a montré en 1932
que si a et b > 2 sont premiers entre eux, alors EZ:m ﬁ n’est pas entier.

EXERCICE 11 (THEOREME DE WOLSTENHOLME). Soit p > 5 un nombre
premier. On souhaite montrer le théoréme de Wolstenholme qui affirme

1 1 a
sl p—1 —1—2—1- +p— b’

1/ (Premiére méthode). a) Pour tout n € Z, on note 7 sa classe dans Z/pZ.
Pour tout k € {1,2,...,p — 1}, montrer
— (p—1)!

=82 ol my=-— L.
=07 ol m k(p — k)

avec a,b € N*, alors p? | a. (%)

b) En déduire (x).
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2/ (Deuxieme méthode). Soit FF = (X —1)(X —2)--- (X —p+1) € Z[X],
qu’on écrit sous la forme F = XP~1 — g XP~2 4 ... — ap—2X +ap_1.

a) Montrer que le polynéme —ay XP~2 4 . — ap—2X est nul modulo p.
b) En déduire (x).

Solution. 1/a) Lentier m, = (p — 1)!/(k(p — k)) vérifie k(p — k)mp, = (p — 1)!
(mod p). Le théoreme de Wilson affirme que (p — 1)! = —1 (mod p), on en déduit

k(p—k)m, = —1 (mod p) donc —k?mp,=—1 (mod p),
d’otr le résultat.

b) On commence par regrouper les termes de H,_; deux & deux,
(p—1)/2 1 (p—1)/2
k
k=1 k=1

A (p-1)/2 -1 (r-1)/2
H,_ A=
p-1= ( 71)', ol Z Wp—k) Z k- (%)

D’apres a), on peut écrire dans Z/pZ

ce qui entraine

(p=1)/2 (/2 (r=1)/2
> ()72 donc 24= > (B)7+ Z
k=1 k=1
Le dernier terme est la somme des (k)~2 pour k= —(p—1)/2,...,—-1,1,...,(p—

1)/2, c’est-a-dire la somme des carrés des inverses des p — 1 éléments de (Z/pZ)*.
L’application = — 1/x étant bijective sur (Z/pZ)*, I'ensemble des inverses de
(Z/pZ)* est I'ensemble des éléments de (Z/pZ)*, on en déduit

2A = pi:(%)Q donc 24 = % (mod p)
k=1

(on a utilisé I'identité p_; k% = n(n+1)(2n+1)/6). L’entier ¢ = ; (p—1)p(2p—1)
vérifie p | 6¢ et comme p > 5 est premier, p | g. Donc p | 24, donc p | A. Donc si
H, 1 =a/b,I'égalité a/b=pA/(p— 1)' obtenue dans (xx) entraine a(p—1)! = pAb
donc p? divise a(p — 1)! et comme p? A (p — 1)! =1, on a bien p? | a.

2/a) Pour tout z € {1,2,...,p— 1} ona
0=F(z) =o' —ay2P 2+ +ay_32° —ap 2z +a, 1. (%)

Par ailleurs a,_1 = F(0) = (—1)?"1(p — 1)! = (p — 1)! et le théoreme de Wilson
fournit a,_; = —1 (mod p). Lorsque = € {1,...,p—1} le petit théoréme de Fermat
fournit 2P~ =1 (mod p), donc 2P~ +a,_1 =0 (mod p). Avec (x*x) on en déduit

Vee{l,...,p—1}, G@)=0 (modp), ot G=-a; XP 2+ —a, 2X.

Ainsi le polynéme G = —a; XP~2 + -+ —a,_2X € (Z/pZ)[X] s’annule au moins
p — 1 fois sur Z/pZ, et comme deg G < p — 2, on en déduit G = 0.
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b) On écrit
(p—1!'=F(p) = PPl —apP e+ apf?)p2 —ap—2p+ap-1.
On a vu plus haut que a,—1 = (p — 1)!, donc ceci entraine
ap—2 =P’ > —a1p? Pp+ - — pPap_s + pa,_s.

D’apres la question précédente on a p | a,—3, on en déduit p? | a,_». Pour conclure,
il suffit de remarquer que les relations coefficients-racines fournissent

| S Lt

k=11<j<p
Jj#k

et on conclut de maniére similaire & 1/b).

n
EXERCICE 12. Soit n > 2 un entier et & € Z. On note N(n, k) = Z K,

i=1
Montrer que N(n,k) =0 (mod n).

Solution. On regroupe d’abord les indices ¢ qui ont méme pged avec n, en écrivant

=2 2 K=K )L

dln 1<i<n d|n 1<i<n

inn=d iAn=d
Soit d € N*, d | n. OnaiAn = d siet seulement si d | i et (i/d) A (n/d) = 1. Ainsi
le nombre d’indices i € {1,...,n} tel que ¢ A n = d est égal au nombre d’indices

j=i/d dans {1,...,n/d} tel que j A (n/d) =1, donc égal & p(n/d) (ol ¢ désigne
I'indicateur d’Euler) ce qui donne

k)= o(n/d)k". ()
d|n

Montrons N(n,k) =0 (mod n). On traite plusieurs cas en fonction de n.

— Cas 1 : n = p est un nombre premier. Alors le théoréeme de Fermat entraine
N(p,k) =)k +eL)k* =(p-1k+ k' =(p-1k+k=pk=0 (modp).
— Cas 2 :n = p? ol p est un nombre premier. D’aprés () on a
N2 k) = o) k+ o) K + (1) k" = p(p — Dk + (p— DIF + k7.
Comme kP = k (mod p), il existe m € Z tel que kP = k + pm, donc

p—1
K= (k+pm)? = k7 + > (?) PmIkPT 4 pPmP = kP (mod p?) (%)
j=1
carsil<j<p-—1,p]| <j> donc p? | <2;_>pjmjkpj. Par ailleurs kP = k (mod p),

donc (p — 1)kP = pkP — kP = pk — kP (mod p?). Avec () on en déduit
N@* k) =plp— Dk + (pk —kP) + kP =p(p — Dk +pk =p?k =0 (mod p?).
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— Cas 8 : n=p™ avec a > 2. D’apres (x) on a

a a—1
N(p“, k) = Z <p(p°‘_5)kpﬁ = Z(p —1)p>h-t kP 4+ kP (k)
B=0 5=0

Généralisons le résultat (+x), en montrant
vBe N, k=& (mod pP). (o)

On procede par récurrence. On 1’a déja montré pour § = 1 et § = 2. Supposons
(s#xx) vrai pour 3, de sorte qu’il existe m € Z tel que k' =g’ +p%m. On a

p—1
gttt = (kpﬂ)p = (kpﬁ*l +p5m)p Sy Z (§>pjﬁmjk(p—j)pﬁl 1 pPBmp.
j=1

Lorsque 1 <j<p-—1,onap| ( > donc p?t! divise chaque terme de la somme
J

plus haut. On a également p°*! | pP’mP, on en déduit P = g’ (mod pAT1).
La congruence (x**x) entraine, lorsque 1 < 8 <« — 1,

B—1

(p—1)pB=1kp" = poPpp” —paBipp” = pe B pemB-1p (mod p®).

En reportant dans (x*x), et compte tenu de (x*#x) appliqué a 8 = «, on en déduit

—1

a—1
N(p® k) = (p— Dp* e+ > (o Pk —po P~y k7" (mod p®)
B=1

1

=(@-1)p* 'k+ (k- Pokpuil) + kP =p%k =0 (mod p®)

— Cas 4 : Traitons maintenant le cas général. Soit n = p{"* - - - p@r la décomposition
de n en facteurs premiers. Montrons N(n,k) = 0 (mod pjo»‘" ) pour tout j, ce qui
entrainera N(n,k) =0 (mod n). Fixons j € {1,...,r}. Pour alléger les notations
on note p = p; et o = ;. L'entier m = n/p® est premier avec p. Les diviseurs d
de n s’écrivent de manieére unique sous la forme d = cpﬁ avecc|met 0 < <a,
de sorte que l'égalité (x) s’écrit

k)=2§:w(%pa’ﬁ)kc” Zw( )Zcp =0 (ke)P

c|lm B=0

ou on a utilisé la propriété p(ab) = p(a)p(b) si a Ab = 1. Compte tenu de l'ex-
pression de N (p%, k¢) fournie par (%), cette derniére expression s’écrit aussi

=> ¢ ( ) (p*, k).

c|lm
Le cas 3, ot k est remplacé par k¢, donne N(p*, k¢) =0 (mod p®), on en déduit
N(n,k) =0 (mod p®). Ainsi, p?j | N(n, k), et ceci pour tout j, donc n | N(n, k).

Remarque. On peut montrer que l’entier N(n,k)/n est le nombre de colliers non-
équivalents a n perles et k couleurs (deuz colliers sont équivalents si I'un s obtient
de lautre par rotation ou par permutation des couleurs). La preuve est difficile.
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EXERCICE 13. Soit n > 2 un entier et » € N. Quel est le nombre d’inver-
sibles dans Z/nZ[X] de degré < m?

Solution. Notons A = Z/nZ. L’anneau A[X] est unitaire, d’unité 1. Soit
P=ay+a X+ - +aX" € A[X], inversible dans A[X].
Il existe Q@ = by + b1 X + - + b, X* € A[X] tel que PQ = 1.

Le coefficient constant de PQ est égal & 1, ce qui s’écrit aghy = 1, donc ag est
inversible dans A.

Montrons maintenant que si r > 0, le coefficient a,. est nilpotent. Comme PQ = 1,
le coefficient de degré r + s — k de PQ est nul pour 0 < k < s, ce qui s’écrit

vk € {0,1,...,s}, arbs g+ ap_1bs_ g1+ -+ ar_rbs = 0. (%)

(ot par commodité, on a posé a; = 0 pour i < 0).
— Si k=0, () s’écrit a,bs; = 0.
— Sis>1et k=1 (%) s’écrit a,bs_1 + a,—_1bs = 0, en multipliant par a,, on
obtient afbs,l + a,_1a,bs = 0 donc a%bs,l =0.
Montrons ainsi par récurrence sur j € N* que

VjeN,j<s, alttb,_; =0. (5%)

On a vu que (k) est vraie pour j = 0. Supposons (*x*) vraie pour j < k — 1 avec
k < s et montrons le pour j = k. En multipliant I’égalité (x) par a¥, on obtient

k1 k k
ay g+ ar_1a8bs gy + -+ ar_garbs = 0. (35%)

L’hypothese de récurrence assure afbs_; = a¥=971(ai™tb,_;) = 0 pour 0 < j <
k — 1, donc (%) entraine a¥*1b,_, = 0, donc () est vraie au rang j = k. En
particulier () est vraie pour k = s, ce qui fournit a$t1by = 0, et comme by est
inversible (on a vu plus haut que agbg = 1), on a a3*! = 0. Donc a, est nilpotent.

Rappelons que dans un anneau commutatif, la somme d’un inversible et d’un
nilpotent est inversible (voir la partie sur les définition des anneaux, page 14). En
appliquant cette propriété a ’anneau A[X] & P inversible et —a, X" nilpotent, on
en déduit que P — a, X" = Z::_Ol a; X? est inversible. Comme plus haut, on en
déduit que si r — 1 > 0 le coefficient a,_; est nilpotent. De proche en proche, on
voit ainsi que tous les coefficients a; pour 1 <4 < r sont nilpotents.

Réciproquement, soit P = Z::o a; X' un polyndme tel que ag est inversible et

a; nilpotent pour 7 > 0. Une récurrence sur k € N montre que P, = Zf:o a; X*
est inversible. En effet, Py = ag est inversible, et si Py_1 est inversible, P, =
P_1+a, X", somme d’un inversible et d’un nilpotent, est inversible. En particulier
P = P, est inversible.

Pour répondre a la question de I’exercice, il faut maintenant compter les inversibles
et les nilpotents de A = Z/nZ. Soit n = pi*---pp* la décomposition de n en
facteurs premiers. Le nombre d’inversibles dans Z/nZ est donné par l'indicateur
d’Euler p(n) = p{* ! (p1 —1) -+ p* ' (p, — 1). Par ailleurs, si 7 est nilpotent dans
Z/nZ il existe r > 0 tel que T" = 0, ce qui s’écrit n | 2", donc p; |  pour tout ¢,
donc py - - - py divise x. Réciproquement si py ---pi | z, alors (py---pr)” | 2", ol
r = maxa;, doncn | 2" et T est bien nilpotent dans Z/nZ. Les nilpotents de Z/nZ
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sont donc les éléments T avec 0 < x < n et x divisible par p; - - - pg, au nombre de
n/(p1 -+ pr). On en déduit que le nombre d’inversibles de Z/nZ[X] dont le degré

) = (P T (= 1) - (o — D).

est < m est p(n)
b1 Pk

EXERCICE 14 (CONDITIONS DE CYCLICITE DE (Z/nZ)*). Pour tout entier
n > 2, on note (Z/nZ)* le groupe des inversibles de Z/nZ.
1/ Soit p > 2 un nombre premier. a) Montrer que

VeeN, (1+pP =1+p"! (mod p"+2). (%)

b) Montrer que (Z/p®Z)* est cyclique pour tout o € N* (on pourra utiliser
la propriété de cyclicité de (Z/pZ)*, voir page 9 dans la partie sur l'ordre
des élements d’un groupe).

2/a) Montrer que (Z/2“7)* est cyclique si et seulement si o < 2.
b) Montrer

VEeN, 52 =1+2"2 (mod 2F3).
c) Siz € (Z/2%Z)* montrer qu’il existe (e, k) € {—1,1} xN tel que =z = e5".

3/ Déterminer les valeurs de n pour lesquelles (Z/nZ)* est cyclique.

Solution. 1/a) On procéde par récurrence sur k € N. Pour k£ = 0 c’est trivial.

Supposons le résultat vrai pour k € N, de sorte qu’il existe m € Z tel que (1+p)pk =
14 pFtt 4 pF+2m = 1 4 pFtlq avec ¢ = 1 + mp, et montrons le pour k + 1. La
formule du binéme fournit

p
k+1 p j
(L+p) =1+ =1+p-p" g+ (J) (" q)’.
=2

p) (p"T1q)? est divisible par p - p?*+2

J

(P"t1q)? = (pF+1q)P est divisible par pPk+p

Lorsque 2 < j <p—1, p divise (p) donc (
J

donc par p*+3. Lorsque j = p, P

donc par p**3. On en déduit le résultat au rang k + 1 car

k
p+

(1+p) = 14pphtlg =14 pF 2 4 g, = 1 4 ph 2 (mod p**3).

b) Soit a € Z tel que & engendre (Z/pZ)*, soit s 'ordre de @ dans (Z/p*Z)*. On
a a® =1 (mod p®) donc a® = 1 (mod p), et comme a engendre (Z/pZ)* on en
déduit que (p — 1) divise s. Ainsi l'ordre de z = a*/?~1) dans (Z/p*Z)* est p — 1.

La congruence (%) appliquée avec k = o — 1 puis avec k = o — 2 entraine

(1+p)" =1+4p” (modp°*')  donc (1+p)”" =1 (mod p®),

(1 +p)pa72 =1+p*' (modp®) donc (1+p)?"  #1 (mod p®).
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La premiére ligne entraine que l'ordre de 1+ p dans (Z/p®Z)* divise p®~!, donc
est de la forme p? avec B < o — 1. La deuxieme ligne fournit 8 > o — 2. On en
déduit S =a —1, donc y = 1+ p est d’ordre p*~! dans (Z/p“Z)*.

En résumé, on a montré qu’il existe x,y € (Z/p*Z)* avec x d’ordre p — 1 et
y d’ordre p®~!. On va montrer que l'ordre r de z = 2y est le ppcm des ordres de
z et de y, ce qui est classique dans un groupe abélien. L’égalité 2" = 1 entraine
2" =1/y" donc 1T = (xP~V)" = 27(P=1) = T /y7(P=1) donc y" P~ =1, donc p*~*
divise r(p—1) donc divise r car p* 1 A(p—1) = 1. De méme, 2P = T/yrpkl =1,
donc p—1 divise rp®~! donc divise r puisque (p—1)Ap®~t = 1. Ainsi, r est divisible
par p®~let p—1, et comme p® 1 A(p—1) =1, p®1(p—1) divise 7. Or le cardinal
de (Z/p®Z)* est o(p*) = (p — 1)p®~!, on en déduit que » = p*~1(p — 1). Donc
(z) = (Z/p°Z)*, i.e. (Z/p*Z)* est cyclique.

2/a) Les groupes des inversibles (Z/2Z)* = {1} et (Z/4Z)* = {1,—1} sont cy-
cliques. Dans (Z/8Z)* on a 3P =1,5 =Tet7 =1, donc les 4 éléments de
(Z/8Z)* sont d’ordre 1 ou 2. Ainsi (Z/8Z)* n’est pas cyclique.

Sia >3, (Z/2*Z)* n’est pas cyclique. En effet, raisonnons par l’absurde et
supposons (Z/2*Z)* cyclique, engendré par T avec x € Z. Soit ¢ € (Z/8Z)* avec
y € Z. 1l existe m € N* tel que T" = y dans (Z/2°Z)*, on en déduit z™ = y
(mod 8). Ainsi, tout élément de (Z/8Z)* s'écrit sous la forme ™, donc (Z/8Z)*
est cyclique, ce qui est absurde. On en déduit que (Z/2%Z)* n’est pas cyclique.
b) On procede par récurrence sur k € N. Pour k = 0 c’est évident. Supposons le
résultat vrai pour k, de sorte qu’il existe m € Z tel que (1 + 4)2k =1+42Ft2 4
283 = 1 4+ 28+2¢ avec ¢ = 1 + 2m. Le résultat est vrai pour k + 1 car

5277 = (14 252¢)2 = 1 + 28F3(1 4 2m) + 22642 = 1 4+ 2803 (mod 27F4).

c) Si a € {1,2} c’est immédiat. Supposons « > 3. La congruence précédente
appliquée avec k = o — 3 puis avec k = o — 2 entraine

52°7° =1 420! %1 (mod 2%) et 5277 =1 (mod 2%). (%)
Donc 5 est d’ordre 2%72 dans (Z/2°Z)*. Ainsi ' = {5k, |0 < k <2%72} et
r. = {—gk, | 0 < k < 2%72} sont de cardinal 2%~2. Par ailleurs 'y et T'_
sont disjoints, car si 5 — 5 avec 0 < k.0 < 272 alors 57— 1. Ona
5779 — 1 donc 202 (ordre de 5) divise 2(k — £), donc 2°~3 divise k — ¢. Par
ailleurs, 0 < k,¢ < 2°72 donc —2°72 < k— /¢ < 272 donc k — ¢ = ¢2°73
avec ¢ € {—1,0,1}. Or 5= Tdonce#0.Sie=1ona 5 o —1, ce

qui est incompatible avec la premiere égalité de (xx). Le cas ¢ = —1 entraine la
méme contradiction. Ainsi, les deux ensembles I'; et I'_ sont bien disjoints. Or
T'_| =T+ = |(Z/2%Z)*|/2, donc I'y UT_ forme une partition de (Z/2*Z)*, ce
qui entraine le résultat demandé.

3/ Montrons que (Z/nZ)* est cyclique si et seulement si n € {2,4}, n = p® ou
p = 2p™ avec p > 2 premier et a € N*.

Condition nécessaire. Supposons (Z/nZ)* cyclique et considérons la décomposition
de n en produits de facteurs premiers :n = pi'---pp*. Si k = 1, d’apres 2/a)



34 CHAPITRE 1. ARITHMETIQUE, GROUPES ET ANNEAUX

on ne peut pas avoir p; = 2 et oy > 3, donc n € {2,4} ou n = p7* avec p; > 2
premier et aq > 0.

Supposons maintenant £ > 2. On s’appuie sur le lemme suivant :

LEMME. Si (Z/nZ)* est cyclique et sin =qgroug>letr>1
sont premiers entre eux, alors ¢ =2 ou r = 2.

Prouvons le lemme. Le théoréme des restes chinois assure que Z/nZ et Z/qZ <7 /rZ
sont isomorphes en tant qu’anneau, ce qui induit un isomorphisme de groupe
entre (Z/nZ)* et (Z/qZ)* x (Z/rZ)*, donc ce dernier est cyclique, i.e. il existe
(z,y) € (Z/qZ)* x (Z/rZ)* d’ordre ¢(n) (ou ¢ désigne I'indicateur d’Euler). En
notant m = ppem (p(q), @(r)) on a (z™,y™) = (1,1), donc @(n) | m. Si g > 2 et
r > 2 alors p(q) et ¢(r) sont pairs (si ¢ a un facteur premier p > 2, p—1 divise ¢(q)
donc ¢(q) est pair, sinon ¢ = 2% avec 3 > 2 donc ¢(q) = 2°~! est pair ; de méme
©(r) est pair), donc pged (¢(p), v(q)) > 2 donc m = ¢(q)¢(r)/ pged (¢(q), (r)) <
w(q)p(r)/2 = ¢(n)/2 ce qui est absurde car p(n) | m. Donc ¢ =2 our = 2.

Le lemme entraine que n est de la forme n = 2p® avec p > 2 premier et a € N*.

Condition suffisante. Si n € {2,4} ou n = p* avec p > 2 premier et a € N*,
on a déja vu que (Z/nZ)* est cyclique. Si n = 2p® avec p > 2 premier et o €
N*| lisomorphisme (Z/nZ)* ~ (Z/2Z)* x (Z/p*Z)* entraine l'existence de x €
(Z/p*Z)* générant (Z/p*Z)*. Alors (1,z) € (Z/27)* x (Z/p*Z)* génere (Z/27)* x
(Z/p*7Z)*, donc ce dernier est cyclique, tout comme (Z/nZ)* qui lui est isomorphe.

EXERCICE 15 (THEOREME DE MIDY). Soient a,p € N tels que 0 < a < p
et pged (p, 10) = 1. On consideére le développement décimal de a/p
+oo
Qnp
10"

n=1

g:0,alagag~-: ol Vn € N*) a, € {0,1,...,9}.
p

1/ Montrer qu’il existe ¢ € N* tel que a,y¢p = a, pour tout n € N*, et
caractériser la plus petite valeur de ¢ € N* vérifiant cette propriété (appelée
période du développement décimal de a/p).

2/a) (Théoreme de Midy). Si p & {2,5} est un nombre premier et si £ est
pair, montrer que a, + a,4+, = 9 pour tout n € N*, ou k = £/2.

b) Montrer que ce résultat n’est pas vrai dans le cas général (ou p n’est
pas supposé premier). Réciproquement, si a, + a1 = 9 pour tout n € N*,
I’entier p est il nécessairement premier ?

Solution. 1/ Cest classique. Si le développement décimal de a/p est périodique de
période ¢, notons A Uentier dont la représentation décimale est A = (ay .. .a¢)10.
Alors a/p = 372 A/10™ = A/(10° — 1), ou encore a(10° — 1) = pA, ce qui
entraine 10° = 1 (mod p), donc la période ¢ est un multiple de I'ordre r de 10
dans (Z/pZ)*.
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Réciproquement, soit £ = r 'ordre de 10 dans (Z/pZ)*. Alors A = a(10° —1)/p
est un entier, et a/p = A/(10° —1). On a 0 < A < 10%, donc sa représentation
décimale s’écrit A = (ay ... ag)1o avec les ay, € {0,...,9}, et a/p = 372 A/10™ =
0,a71 -.-ag a un développement décimal ¢-périodique. Ainsi, £ = r est une période,
et on a vu plus haut que forcément r | £ donc £ = r est bien la période recherchée.

2/a) On a vu plus haut que 10 =1 (mod p), donc (10¥)?2 =1 (mod p). Comme
p est premier, Z/pZ est un corps, donc 10 = 1 (mod p) ou 10¥ = —1 (mod p).
Or la période ¢ = 2k du développement décimal de a/p est le plus petit entier r
tel que 10" =1 (mod p), donc 10* # 1 (mod p). On en déduit 10* = —1 (mod p).

Notons y = 0, ar41ar42-... On a 10%a/p = N +y, ot N = (ay...ax)10, donc
(10 + )a/p = N +y + a/p. Or (10* + 1)a/p est entier car 10¥ = —1 (mod p),
donc y+ a/p est entier. Ce dernier est égal &4 1car 0 <y < let 0 < a/p < 1, donc
0<y+a/p<2etlestle seul entier vérifiant ces inégalités. Donc

=9 = an, +Oo9—an
y:l—a/p:nglﬁ—;ﬁ:; 107

et par unicité du développement décimal (lorsque la suite des décimales n’est pas
ultimement égale & 9), on en déduit agy, = 9 — a, pour tout n € N*.

b) Le résultat n’est pas vrai dans le cas général (par exemple il n’est pas vérifié
si p = 21, pour lequel 1/p = 0,047619), mais reste vrai en supposant uniquement
10* = —1 (mod p) (c’est la seule propriété, conséquence de la primalité de p,
utilisée pour montrer le résultat dans la question précédente). Par exemple pour
n’importe quel diviseur p de 103 +1 = 7x 11 x 13, on a 10> = —1 (mod p). Avec le
choix p=7x11 =77 ona1/77 = 0,012987 qui vérifie bien la propriété souhaitée,
alors que p = 77 n’est pas premier.

Remarque. Cette propriété reste vraie en remplacant 10 par n’importe quelle base
B (et 9 par B—1).

— Ce résultat fut prouvé par le mathématicien francais Etienne Midy en 1836. Une
formulation équivalente est (aj ...ax)10 + (akt1---a2k)10 = 10F — 1. Ce résultat
s’étend comme suit : on peut montrer que si la période ¢ de a/p vérifie £ = hk
avec h, k € N*, alors Z;;& (@jk+1 - - - Qjktk)10 est un multiple de 10% — 1.

EXERCICE 16 (THEOREME DE CAUCHY-DAVENPORT). Si A, B sont deux
parties d'un groupe abélien (G,+), on note A+ B={a+b|a€ A,be B}.

1/ (Cas réel.) Si A et B sont deux parties finies non vides de R, montrer
que |A+B| > |A|+|B|—1 (ou | X| désigne le cardinal de X)), et caractériser
le cas d’égalité.

2/ (Cas de Z/pZ). Soient p un nombre premier et A et B deux sous-

ensembles non vides de Z/pZ.
a) Si |A| < pet |B| > 1, montrer que |A + B| > |A|.
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b) (Théoreme de Cauchy-Davenport). Démontrer I'inégalité
|A+ B| =2 min{|A| +[B| - 1, p}. (%)

Solution. 1/ Notons p = |A] et ¢ = |B|, puis a1 < ... < a,, les éléments de A,
by < ... < by ceux de B. Alors

a1+b1<a2+b1<...<ap+b1<ap+b2<...<ap+bq, (**)

ces nombres réels forment ainsi p + (¢ — 1) = |A| + |B| — 1 éléments distincts de
A+ B, d’ou I'inégalité.

Supposons 1’égalité |A + B| = |A| + | B| — 1 vérifiée. Les p+ g — 1 éléments de
A+ B sont alors exactement ceux de (xx). Soit ¢ € {1,...,p — 1}. Les éléments

a1+b <...<a;+by<a;+by<... <@i—|—bq <ai+1+bq<... <ap—|—bq (***)

forment un ensemble de p + ¢ — 1 éléments de A + B, qui sont donc égaux a
ceux de (xx). En particulier, élément a;y; + by qui suit a; + by dans (xx), est
égal & a; + be qui suit a; + by dans (xxx), donc a;+1 — a; = by — by. En notant
r=by—by,onadonc a; =a; + (i — 1)r pour 1 <i < p. Les roles de A et B sont
symétriques car A + B = B + A, donc on a également b;,1 — b; = as — a1 pour
1<i<qg-—1,et commeays—a; =r,onab =b +(i—1)rpourl<i<ygq.
Réciproquement, s'il existe r € R* tel que a; = a; + (1 — 1)r et by = by + (i — D)r,
alors A+ B = {a; + b1 +kr,0 <k <p+q—2} ap+q— 1 éléments. Ainsi,
|A+ B| = |A| 4+ |B| — 1 si et seulement A et B sont les termes de deux suites
arithmétiques de méme raison.

2/a) Raisonnons par ’absurde et supposons |A + B| = |A|. Choisissons by € B
et notons C = B—bg={b—by|be B}. Ona A+ B = (A+ C) + by donc
|A+B| = |A+C|. Comme 0 € C,ona A C A+C, et vuque |A| = |[A+B| = |A+C]|
ona A= A+C. Comme [C| = |B| > 1, il existe c € C, ¢ # 0. L’égalité A= A+C
entraine a + ¢ € A dés que a € A. Une récurrence immédiate fournit a + kc € A
pour tout k € N. Or ¢ # 0 est inversible dans le corps Z/pZ, donc 'application
v: N—=Z/pZ k+— a+ ke est surjective. Donc Z/pZ = o(N) C A, ce qui est
contraire aux hypotheéses puisque |A| < p.

b) On prouve le résultat par récurrence sur |B|. Si |B| = 1, c’est évident car
|A+ B| =|Al.

Supposons le résultat vrai pour |B|] < n — 1 avec n > 2 et montrons le pour
|B| = n. Si |A| > p c’est terminé. Sinon, d’apres la question précédente, on a
|A+ B| > |A| donc il existe ag € A tel que ag + B ¢ A. Alors B ¢ C = A — ay.
Ona A+ B=(C+ B) —¢g donc |A + B| = |C + B|. Notons

Ay =CUB, By =BnNC, desorte que |[A1]+ |B1| = |B|+|C| = |B| + |A|.
On a
A +B=(C+B)U(B+B,) Cc (C+B)U(B+C)=B+C.
On peut appliquer ’hypothese de récurrence & (41, By) car |B1| < | BJ, qui fournit
A+ B =|C+ Bl > |4, + By| > min{| 4, + |By| — 1,p} = min{|4] + |B| — 1,p}.
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Remarque. - Le résultat (x) a été prouwvé par Cauchy en 1813 (qu’il utilisa pour
donner une nouvelle preuve d’un résultat de Lagrange de 1770 associé au célebre
théoréme des quatre carrés — tout entier naturel est somme de quatre carrés, voir
[Algebre §1.5 Sujet d’étude 3]), puis redécouvert par Davenport en 1935.

— Dans Z/pZ, si |A|,|B| > 2 et |A+ B| < p — 2, l’égalité dans (x) se produit
(comme dans le cas réel) si et seulement si A et B sont les termes de deux suites
arithmétiques de méme raison (théoréme de Vosper).

— Une preuve intéressante et surprenante du résultat (x) via une approche polyno-
miale fait lobjet de la question 8/ de l’exercice 24 page 100.

EXERCICE 17 (NOMBRE DE CARACTERES D’UN GROUPE FINI). Soit G un
groupe fini de cardinal n € N* dont 1’élément neutre est noté e. On note GG
le groupe des morphismes de (G, -) vers (C*,-) et E le C-e.v des fonctions

de G vers C. Les éléments de G sont appelés caractéres de G, et G le dual

de G.

1/a) Quelle est la dimension de E'?

b) Montrer le Lemme de Dedekind : toute famille finie d’éléments distincts
de G est libre dans E. En déduire |G| < n.

2/ On suppose G abélien.

a) Pour tout (a,f) € G x E, on note f, : E — C z +— f(azx). On note
T, € L(F) 'endomorphisme de E défini sur E par To(f) = f,. Montrer
qu’il existe une base de E diagonalisant tous les (Ty)q4eq-

b) Montrer que |G| = |G|

3/ Montrer que le résultat 2/b) est faux si G n’est pas supposé abélien.

Solution. 1/a) Notons J, € E la fonction définie par §,(z) = 1six = a, §o(z) =0
si ¥ # a. La famille (04)acq est libre car si ) .o Aada = 0, pour tout z € G on a
0 =72 4ccAada(x) = Ap. Clest aussi une famille génératrice car pour tout f € E,
ona f=73 qf(a)ds Donc E est un C-e.v de dimension |G| = n.

b) Notons que si x € @G, alors x(e) =1 car x(e) = x(e?) = (x(e))? et x(e) # 0.
Prouvons maintenant le lemme de Dedekind. Montrons par récurrence sur m € N*
qu’une famille (x%)i1<k<m de m éléments distincts de G est libre. Pour m = 1,
c’est immédiat, car si x1 € G et A1x1 = 0 alors A\jxi(e) = 0 = \;. Supposons
maintenant le résultat vrai pour m — 1 € N* et montrons le pour m. Supposons
Z?:l AeXk = 0 ol (Xk)1<k<m est une famille de m éléments distincts de G et
AL, .oy A € C. On écrit, pour tout a,b € G

Z)\ka ab) — <Z AkXk(a ) =0= Z Akxk(a) (xk(b) = xm (b)) . (%)
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Soit £ € {1,...,m —1}. Comme x¢ # Xm, 1l existe b € G tel que x¢(b) # xm(b) et
légalité (x) entraine

Va € G, Z pexk(a) =0 ot pp = X (xk(b) — xm (b)),

done 327" prxx = 0. D’apres Phypothése de récurrence ceci entraine i, = 0 pour
1 <k <m—1, en particulier us = Ae(xe(b) —xm (b)) = 0, et comme x¢(b) # xm (D)
on en déduit A\, = 0. Ceci est vrai pour tout ¢, donc les (Ag)1<e<m—1 sont tous
nuls. On en déduit que ZZL:l AeXE = AmXm = 0, donc A\, = 0, et le lemme de
Dedekind est démontré.

Si G a au moins n + 1 éléments, on peut appliquer le lemme a n + 1 éléments de
G, ce qui est absurde car toute famille libre dans un e.v de dimension n n’a pas
plus de n éléments. Donc |G| < n.

2/a) Les (T,)ace commutent deux & deux. En effet si a,b € G alors

Vfe EVr e G, T,oTy(f)(z)=Tu(fo)(x) = folax) = f(b(ax)) = fra(z)
donc T, 0 Tp(f) = foa- De méme Ty, 0 Ty, (f) = fap. Or G est abélien donc ba = ab,
on en déduit T, o Ty(f) = Tp o T, (f), donc T, et T}, commutent.

Soit a € G. L'égalité T, o Ty(f) = foq entraine (T,)*(f) = f,» pour tout k € N
et tout f € E. Vu que G est fini d’ordre n, on a a™ = e donc (T,)" = Idg. Ainsi,
pour tout a € G 'endomorphisme T, est annulé par le polynéme X™ — 1 qui n’a
que des racines simples dans C, donc T, est diagonalisable. De plus les (T})qcq
commutent deux a deux, il est classique que ceci entraine qu’ils sont diagonalisables
dans une base commune de vecteurs propres de E (voir la partie 1.3 page 167).

b) La question précédente assure I'existence d’une base B de E qui diagonalise tous
les (T,)aeq- Fixons f € B. Pour tout a € G, il existe A\, € C tel que T,(f) = Ao f,
de sorte que f(ax) = A\, f(x) pour tout x € G, donc f(a) = Ao f(e). Comme f
est non nulle (c’est un vecteur d’'une base), il existe a € G tel que f(a) # 0 donc
f(a) = Xaf(e) # 0, donc f(e) # 0. Ainsi le vecteur f f/f(e) vérifie f( ) =1,
Ao = f(a), et To(f) = Aof. Donc pour tout = € G, f(az) = Ao f(z) = f(a)f(z).
Ceci est vral pour tout a € G, et comme f(e) =1, on en déduit que f € G.

La famille ( f) fen est une base de E (car les f et f sont colinéaires et f # 0),
et vu que dim E = n, U'ensemble {f, f € B} a n éléments. Comme f € G pour
f € B, on en déduit |G| > n. Avec 1/b) on en déduit |G| = n = |G|.

3/ Le résultat 2/b) est faux si G n’est pas supposé abélien. Par exemple si G = S,

est le groupe symétrique d’indice n, et n > 3, montrons G = {x0,€} ol xo = l¢g

et ¢ est la signature des permutations de S, ce qui entrainera |é| =2 < |G| =nl
Soit x € S,.. Considérons la transposition 7 = (1 2). Pour tout o € Sp,, on a

X(era™) = x(@)x(T)x(e™") = x(o)x(c ™ )x(7) = x(Id)x(7) = x(7).
Or o710t est la transposition 7,(1),5(2) = (0(1) 0(2)), donc X(7o(1),0(2)) = X(7)-
Pour tout i,5 € {1,...,n} avec i # j, il existe une permutation o telle que o(1) =14
et 0(2) = j, on en déduit x(7;,;) = s ot s = x(7). Comme s? = x(7?) = x(Id) = 1
on as € {—1,1}. Considérons maintenant o € S,,. On peut écrire ¢ comme un
produit de transpositions o = [[/~, 7;, on en déduit x (o) = [T/, x(1;) = s™ avec
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s € {—1,1}. Donc x = xo ou x = &. Réciproquement, il est clair que yo et € sont
bien deux morphismes distincts de S,, dans C*.

Remarque. L’exercice suivant propose une méthode constructive permettant de
montrer |G| = |G| lorsque G est un groupe abélien fini.

EXERCICE 18 (CARACTERES D’UN GROUPE ABELIEN FINI). Soit G un
groupe abélien fini dont I’élément neutre est noté e. On appelle caractéere
tout morphisme de groupe x : G — C*. Le caractere xo défini par xo(g) = 1
pour tout g € GG est appelé caractere trivial de G.

a) Montrer qu’un caractere y de G est a valeurs dans U = {z € C, |2| = 1}.
b) On note G lensemble des caracteres de G, muni du produit x1x2 défini
par x1x2(a) = x1(a)x2(a) sur G. Montrer que @ est un groupe abélien. On
I’appelle dual de G.

c) Soit H un sous-groupe de G tel que G/H est cyclique. Montrer que
chaque caractere de H est la restriction de |G|/|H| caracteres de G.

d) Montrer que le résultat précédent reste vrai sans supposer G/H cyclique.
e) Montrer ]@\ =|G|.

f) Montrer (en notant x(h) le conjugué de x(h))

~ G| siy = Yo,
Vx € G Zx(@z{'o‘ 51X = X0

sinomn.
geG
N |G| sig=a,
Va € G,Vg € G, Z X(a)X(g) - 0 sinon.
xe@

Solution. a) Soit x est un caractere de G. On a x(e) = x(e?) = x(e)? et comme
x(e) # 0 on en déduit x(e) = 1. Soit g € G. Posons n = |G|. On a g" = e donc

x(9)" =x(9") = x(e) = 1, donc x(g) € U.

b) La caractere trivial yo est un élément neutre pour G.1s ‘agit de montrer que
tout élément de G admet un inverse. Si X € G on définit le caractere x' sur G
par x'(9) = 1/x(g). On vérifie facilement qu’il s’agit d’un caractere, et ce dernier
vérifie X'x = XX’ = Yo. Enfin, il est immédiat que G est abélien.

c) Notons m = |G/H| et aH un générateur de G/H avec a € G. On a a™ € H, et
tout élément de G s’écrit de maniere unique sous la forme g = a*h avec 0 < k < m
et he H. R R

Soit x € H. Si ¢ € G vérifie Yz = x alors ¥(a)™ = ¥(a™) = x(a™), donc
w = 1(a) est une racine m-ieme de ¢ = x(a™). Un choix de w tel que w™ = { étant
fait, le caractere 1 est déterminé sur G car ¢ (a*h) = 1 (a)*(h) = w¥x(h) pour
0 < k< methe H. Ainsi défini, 1 est bien un caractere. En effet, considérons
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g1 =a""hy et go = a"?hy avec 0 < ki, ko < m et hi,hy € H. On a

P(g1)1(g2) = ¥(a" hy)ip(a™ hy) = W x(hy)x(ha).

Soit € € {0,1} défini par e = 0 si ky + ko < m, e =1 si k1 + ko > m, de sorte que
I'on a toujours 0 < k1 + ko —em < m. On a

¢(9192) _ w(ak1+k2h1h2) _ ,(/}(akl—i-kz—amaemhlhz) _ wk1+k2—emx(aamh1h2)
= WA TE (a)T x () x(ha) = WM T2 x () x(ha) = $(g1)9(g2)-

Ainsi v est bien un caractere de G. Sa restriction a H est égale a x. Il y a autant de
caractéres 1) possibles ayant cette propriété que de valeurs possibles de w = ¥ (a),
donc m valeurs possibles car w est une racine m-ieme de ¢ = x(a™).

d) On fait une récurrence sur [G : H| = |G|/|H|. Si [G: Hl|=1ona H =G et il
n’y a rien a montrer. Supposons maintenant le résultat vrai pour tout sous-groupe
H, de G tel que [G : Hy] < [G : H] et montrons le pour H. On a H # G donc il
existe a € G, a ¢ H. Soit Hy = (a)H, sous-groupe de G constitué des éléments de
la forme a*h avec k € Z et h € H. Le groupe H;/H est cyclique (il est engendré par

H), donc d’apres la question précédente, tout caractere x de H est la restriction de
[Hy : H] caracteres de Hy. Or |Hy| > |H| , donc d’apres 'hypothese de récurrence,
tout caractere de Hy est la restriction de [G : H;] caractéres de G. On en déduit
que tout caractere de H est la restriction de [Hy : H|[G : H1] = [G : H] caractéres
de G, ce qui prouve le résultat.

e) Le résultat précédent appliqué dans le cas H = {e} (pour lequel H = {x0}
donc |H| = 1) entraine que le caractere xo € H est la restriction de [G : H] = |G|
caracteres de GG, donc |G| > |G|. Or la restriction & {e} de tout caractére de G est
égale a X0, donc il n’y a pas d’autre caractere de G, donc |é| = |G]|.

f) Commencons par la premiére identité. Si x = xo c’est évident. Sinon x # xo
donc il existe a € G tel que x(a) # 1. Or g — ag est une permutation de G, donc

D xlg) = xlag) =D x(a)x(g) = x(a) > _ x(9),
geG geG geG geG
on en déduit > x(g) = 0.
Démontrons maintenant la deuxieme identité. On commence par le cas a = e,
pour lequel x(e) = 1 pour tout x € G. Si g = e, l'identité est immédiate. Sinon

koA 2imw/m

on considere le caractere x, de (g) défini par y,(¢*) = w* ol w = ¢ avec

m = |(g)|. La question précédente assure I'existence de ¢ € G dont la restriction
a (g) est égale & x4, et on a ¥(g) = w # 1. Comme x +> 1 - X est une permutation

de G on a
> x(9) =Y (09 =v(9) > x(9)

XG@ XG@ XEé

donc }° & x(g9) = 0. Dans le cas général, on remarque que x(a) = x(a™1t) donc
si a = g c’est immédiat, sinon ¢~ 'g # e donc

> x(@x(9) = x@ Hxlg) = > xla'g)=0.

xe@ XECAJ Xe@
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5. Probléemes

PROBLEME 1 (SOMMES DE GAUSS). Soit p > 2 un nombre premier.
1/ On note F, = Z/pZ et (F;)? = {2* | 2 € F}}. Pour tout a € Z on note
a sa classe dans F),. On considere le symbole de Legendre

. 1 sia#0etac (F)?
(): —1 sia#0ectad(Fp)?
0 sia=0.

a) Montrer le critére d’Euler :

Va € Z,p 1 a, (Z) = qP~1D/2 (mod p).

b) Montrer : Ya,b € Z, (ab) = <a> <b>
p P/ \pP

2/ On considere la somme de Gauss définie par

p—1
G:E WV ool w = eiT/P,

n=0

p—1
a) Montrer G = Z (a> w®
a=0 p

p—1
b) Sic€Z, ptc, on note G, = Z <a> w. Montrer G, = (C> G.
a=0 p p
p—1
c) Montrer quesice€ Z et pfc, ona G, = chn
n=0
d) Montrer que GG = p (on remarquera que Zn Ow =yr w(ntm?),

e) En déduire que G2 =psip=1 (mod 4), G> = —psip=3 (mod 4).

Solution. 1/a) C’est classique. On sait déja que |[(F3)?| = (p —1)/2 (voir la
solution de l'exercice 1 page 16). Lorsque a € (F})* on écrit a = b* avec b € F3,
donc aP~1/2 = pp=1 = 1. Or le polynéme X P~1)/2 —1 a au plus (p—1)/2 racines
qui sont donc exactement les éléments de (F7)?. On en déduit que si a ¢ (F;)? e

a#0, alors = aP~1/2 £ 1. Comme 2> = a?~! = 1, on a forcément = = —1, i.e.

a?~1/2 = _i. Dans tous les cas, si p{a on a montré a?~1/2 = (a) (mod p).
p

b) Sip|aoup|b cest évident car le terme de gauche et le terme de droite sont
nuls. Si pta et p1b, le critere d’Euler donne

(C;b) = (ab)P-D/2 = qo-1/20-1)/2 = (Z) (Z) (mod p)

et comme p > 2 et que les termes impliqués valent +1, ils sont égaux.



