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1. Polynômes à une variable, fonction polynôme 55
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CHAPITRE 1

Arithmétique, Groupes et Anneaux

1. Arithmétique sur les entiers

Soient a, b deux entiers.
— On note a | b si a divise b, et a ∤ b si a ne divise pas b.
— Si n ∈ N∗ divise a− b, on dit que a est congru à b modulo n, on note

a ≡ b (mod n). La congruence est stable par somme et par produit.

1.1. pgcd, ppcm

Pgcd. Le pgcd de a, b ∈ Z∗ est l’unique entier d ∈ N∗ tel que aZ+bZ = dZ.
On le note pgcd (a, b) ou encore a ∧ b. C’est aussi le plus grand diviseur
commun à a et à b, et on a la propriété :

(d | a et d | b) ⇐⇒ d | pgcd (a, b).
On dit que a et b sont premiers entre eux si pgcd (a, b) = 1.

Une conséquence de la définition du pgcd donnée plus haut est la suivante :

Théorème de Bézout. a, b ∈ N∗ sont premiers entre
eux si et seulement s’il existe u, v ∈ Z tels que au+bv = 1.

On peut choisir u, v de sorte que au− bv = 1 avec 0 ≤ u < b et 0 ≤ v < a
et u, v se calculent avec l’algorithme d’Euclide (voir [Algèbre �1.1.3 Ex.2]).

On déduit le résultat suivant, utilisé dans presque tout exercice d’arithmétique :

Théorème de Gauss. Si a, b, c ∈ N∗ et si a | bc avec
pgcd (a, b) = 1, alors a | c.

Ppcm. Le ppcm de a, b ∈ Z∗ est l’unique entier m ∈ N∗ tel que aZ∩ bZ =
mZ. On le note ppcm (a, b) ou encore a∨b. C’est aussi le plus petit multiple
commun à a et à b, et on a la propriété :

(a | m et b | m) ⇐⇒ ppcm (a, b) | m.

On a la propriété

pgcd (a, b) · ppcm (a, b) = |ab|.

1.2. Nombres premiers, factorisation

Un entier p ∈ N∗ est dit premier si p ≥ 2 et si ses seuls diviseurs sont
1 et p. Le théorème fondamental de l’arithmétique affirme que tout entier
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