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Les probabilités conditionnelles sont omniprésentes dans la vie courante et leur utilisation in-
appropriée mene facilement a de fausses interprétations. Un événement a-t-il plus de chances de
se réaliser si sa probabilité vaut 0,0001 ou s’il se réalise 1 fois sur 5 000 lorsqu’un autre événe-
ment se réalise une fois sur deux ? La perception de probabilité varie pour chaque individu, d’ou
I'importance de bien en maitriser les notions de base.

Apres le traité de Huygens de 1657, cette branche des mathématiques connaitra un rapide
développement au XVIII®s. avec les travaux de Bayes, premier a utiliser la notion de conditionnalité,
et de Moivre, premier a utiliser la notion d’indépendance.

De par leur proximité avec le quotidien, les probabilités conditionnelles font ’objet de nombreux
paradoxes passionnants. Nous en étudierons certains en exercices.

Activité

Si vous étes sages et attentifs, il y a une forte probabilité que vous ayez une correction de cette
activité en page 18.



Voici la répartition selon le salaire et le sexe des employés d’une fabrique de machin-trucs.

| Salaire <20000€ | Salaire >20000€ |
Femme 0,35 0,1
Homme 0,3 0,25

On considere les événements F : « 'employé choisi est une femme »
et E : «lemployé choisi gagne moins de 20 000€ par an ».

1. Que signifient les valeurs 0,25 et 0,35 ¢
2. Parmi tous les employés, on en choisit un au hasard.
(a) Quelle est la probabilité que ce soit une femme qui gagne moins de 20 000€ par an ?
(b) Quelle est la probabilité qu’il gagne moins de 20 000€ par an ?
(¢) Quelle est la probabilité que ce soit une femme ¢
(d) Calculer TP(E)xP(F) et comparer ce produit ¢ P(ENF).
3. Parmi les femmes, on en choisit une au hasard.
(a) Quelle est la probabilité qu’elle gagne moins de 20 000€ par an ?

(b) Comparer la probabilité précédente au quotient ]PEPEE;{) .

4. Parmi les employés qui gagnent moins de 20 000€, on en choisit un au hasard.
(a) Quelle est la probabilité que l'employé choisi soit une femme ?

(b) Ezprimer la probabilité précédente au moyen des probabilités P(ENF) et P(E).

P(ENF)
P(F)

5. Calculer puis interpréter le quotient

6. Dresser deuz arbres pondérés avec des probabilités en lettres.

1 Probabilité conditionnelle

1.1 Définition

Nous rappelons la définition d’une loi de probabilité P sur un univers fini Q = {z1; ...;z,}.

Définition & Propriété 1.1  Une loi de probabilité P sur P(§)) est une application de P(Q)
dans [0;1] telle que P(Q) =1  et, pour tous événements A et B incompatibles, c.-a-d. tels que
ANB=w, PAUB)=P(A)+P(B).
Si Q2 ={x1;...;2,}, on pose p; = P({z;}) la probabilité de I’événement élémentaire {z;},
etl’ona 0<p; <1 et > pi=1.

i=1
La probabilité d’un événement est alors la somme des probabilités des issues qui le réalisent :

Si A={wmi,ziy ...,z } alors P(A)=py +pi, + ... +Di, -

On a toujours P(A)=1-P(A) e PAUB)=P(A)+P(B)-PANB).

Suite a notre activité d’introduction, il est bigrement tentant de se lancer dans la définition
suivante, non 7
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Définition 1.1 Probabilité conditionnelle
A et B étant deux événements d’une méme expérience aléatoire tels que P(A) # 0, on définit la
P(ANB
probabilité conditionnelle de B sachant A par le nombre P 4(B) = ﬁ
Cette probabilité conditionnelle est aussi notée P(B|A). Il est souvent plus facile de déterminer
une probabilité conditionnelle que celle d’une intersection d’ou I'utilité de la propriété suivante.

Propriété 1.2 Si P(A)xP(B)£0, alors P(ANB)=P(A) x P4(B) = P(B) x P5(A).

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la définition des probas conditionnelles. [J

Théoréme 1.3 Si P(A) #0, la probabilité P s définit bien une loi de probabilité sur P(L).

En particulier, Pa(2) =1, Pa(@) =0, Pu(B)+Ps(B)=1
et PA(BUC)=Ps(B)+Pa(C)—-Pa(BNC).

P(A) — P(A)

« Puisque ANB C A, 0 < P(ANB) <P(A) et comme P(A) >0, 0< ZA428) —p (B) < 1.

Démonstration : * P4 est bien définie sur P(Q2) et Pona P4(Q) = P(ANG) _ P(A) _ ¢
P(A) (

* Soient B et C' deux événements incompatibles.
Ona AN(BUC)=(ANB)U(ANC), deux événements incompatibles car BNC = &.
Ainsi, P étant une loi de probabilité, P(AN(BUC)) =P((ANB)U(ANC)) = P(ANB)+P(ANC)

A c A AnC .
et Pa(BUC)=X gﬁy D — ]PSP(%B) + ]PEP(Q)) =P4(B)+P4(C): P4 est une loi. O

1.2 Formule des probabilités composées
Cette formule généralise celle de la propriété 1.2 : pour P(A) # 0, P(ANB) =P(A) x P4(B).
Théoréme 1.4 Probabilités composées

n—1
Soient n > 2 et n événements Ay, As, ..., A, tels que P < N Ai> #0,
i=1

CLZOT’S IP <n A1> = ]P(Al)IPAl (AZ)IPAlﬁAg (Ag) .. ~]PA1ﬂAgﬁ . ..ﬁAnfl(An)-
i=1

Cette formule s’observe trés bien dans un arbre de probabilité d’ordre 3. Elle est utile lorsque
le contenu des urnes évolue au cours du jeu (sans remise ou avec remise partielle ou...). Elle est
donc adaptée aux situations de tirages successifs sans remise par exemple.

n—1

Démonstration : - Remarquons premierement que si P < M A; | #0, alors ceci est vrai si
i=1

l’on s’arréte « avant », en p < n, et les probabilités conditionnelles intermédiaires sont bien définies.

- La formule est trivialement vraie au rang 1 et vraie au rang 2 par définition (prop. 1.2).
- Supposons qu’elle le soit au rang n. On a alors, avec la propriété 1.2,

T~ fmm) = e (7).

Y (P(AD)P A, (A2)P a4, (A3) .. Pasrian. .. na - (An)) Payrasn. .., (Ans1)

et la propriété est vraie au rang n + 1. O

i

)(An+1)
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1.3 Formule des probabilités totales
Rappelons la définition mathématique du puzzle.

Définition 1.2 Systéme complet d’événements
On dit que la famille d’événements (A1, As, ..., Ay), pour n > 2, forme un systéme complet d’évé-
nements de l'univers Q) si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

« Ces événements sont deus d deuz incompatibles : ¥ (i,7) € [1;n]?, i#j=— ANA; =@.

n
« Leur réunion est égale ¢ Q :  |J A; = Q.
i=1
Si, de plus, chacun de ces événements est non vide, Vi =1,...n, A; # @, on dit que la

famille (A1, Aa, ..., Ay,) réalise une partition de l'univers Q.
En particulier, pour tout événement A non vide et différent de Q, {A, A} est une partition de Q.

Voici un rappel et une seconde version d’un fameux théoréme d’un chapitre précédent.

Théoréme 1.5 Probabilités totales
Soit (A1, Aa, ..., Ay) un systéme complet d’événements de ) et soit B un événement de Q.

On a P(B) =P(A;NB)+P(A4,NB) + ... + P(A,NDB) Z]PA N B).
Si de plus, Vi, P(4;) #0,
P(B) = P(Ay) x P4, (B) + P(A2) x Pa,(B) + ... + P(A,) x Pa,(B) = > P(A;)Pa,(B).

En particulier, si  P(A) x P(A) # 0,
P(B) =P(ANB)+P(ANB) =P(A) x P4(B) + P(A) x P4(B).

Ce sont souvent les deux derniéres lignes qui sont utiles. En effet, a la lecture des énoncés,
on peut souvent déterminer les probabilités conditionnelles P 4, (B). Par exemple, lors de tirages
successifs, il est courant d’utiliser le s.c.e. du premier tirage ainsi que celui du tirage précédent.

Démonstration : 11 suffit de remarquer que B est la réunion disjointe des événements A; N B. Sa
probabilité est alors la somme des probabilités de ces événements mais cela a déja été démontré. Les
lignes suivantes en sont des conséquences immédiates puisque P(A;NB) =P(A;) x P4,(B). O

Exemple : Dans lactivité de la page 5, P(E)=P(ENF)+P(ENF)=0,35+0,3=0,65

et P(F) x Pp(E) +P(F) x Pr(E) = (0,35 +0,1) x $32 4 (0,30 + 0, 25) x 03_065

1.4 Arbre de probabilité

Ce qui suit découle de la définition des probabilités conditionnelles et des théoremes précédents.

Regles Dans un arbre de probabilités,

» la probabilité inscrite sur une branche reliant un événement A & un événement B est la
probabilité conditionnelle de B sachant A;

* la somme des probabilités sur les branches issues d’un méme noeud vaut 1;

* la probabilité d’un événement représenté par un chemin est égale au produit des probabilités
inscrites sur les branches de ce chemin ;

* la probabilité d’un événement est la somme des probabilités des chemins qui y meénent.
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B - ANB: P(ANB) =P(A).P4(B)

ANB: P(ANB)=P(A).Pa(B)

P7(B) B -+ ANB: P(ANB)="P(A).P4(B)

/\
/

7\i

p@ ~ B ANB: P(ANE)=P(A)Py(B)
A
PA(B)+P4(B) =1, P(B) = P(ANB)+P(AN B) = P(A).P4(B) + P(A).P4(B) par exemple.

Dans un arbre de probabilités, on utilise la formule des probabilités composées pour déterminer
la probabilité d’un événement réalisé par un chemin et celle des probabilités totales pour déterminer
la probabilité d’un événement réalisé par plusieurs chemins.

1.5 Formule de Bayes

Cette formule nous permet de « retourner » un arbre de probabilités : de passer d’un arbre A
puis B a un arbre B puis A. Elle découle immédiatement de la propriété 1.2.

Théoréme 1.6 Formule de Bayes

P(A)P4(B
Si A et B sont deuzx événements de probabilité non nulle, alors TPpg(A) = %
Théoréme 1.7 Formule de Bayes généralisée

Soient (A1, Aa, ..., Ay,) un systéme complet d’événements de Q0 et B un événement de 2, tous de
P(Ax)P a4, (B)

probabilité non nulle. On a, pour tout k € [1;n], Pp(Ay)=

n

Y P(A)P4(B)

i=1

Dém. : En effet, la formule des probabilités totales donne Z]P(Ai)]PAi (B) =P(B). O
i=1

2 Indépendance

2.1 Indépendance de deux événements

A et B sont deux événements de probabilité non nulle d’une expérience aléatoire.
Dans certaines situations, il peut arriver que le fait de savoir que A est réalisé ne change pas la
probabilité que B le soit. On dit alors que B est indépendant de A ce qui signifie P4 (B) = P(B).
Ainsi, P(ANB) = P(A) x PA(B) = P(A) x P(B) et P(A) = P52 = Pp(A) : A est
alors indépendant de B.

Définition 1.3 Indépendance
Deuz événements A et B sont dits indépendants lorsque TP(AN B) =P(A) x P(B).
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Remarques : + Il n’est pas nécessaire que les événements indépendants soient de probabi-
lité non nulle mais si  P(B) = 0 par exemple, on a P(BNA) < P(B) =0 donc
P4(B) = nggg?) =0=P(B) et B est indépendant de A.

» Ne pas confondre indépendance (P(AN B) = P(A) x P(B)) et incompatibilité (AN B = @).
En effet, deux événements ne peuvent étre a la fois indépendants et incompatibles que si au moins
I’un des deux est de probabilité nulle, ce qui n’est généralement pas le cas des événements considérés.
Effectivement, si deux événements sont incompatibles, le fait d’avoir I’'un implique nécessairement
de ne pas avoir 'autre : ils sont donc « liés », en quelque sorte.

Ezemple : Onavuque P(E)xP(F)=0,2925#0,35=P(ENF) donc les événements E et
F de Pactivité de la page 5 ne sont pas indépendants.

La propriété suivante nous permet de retomber sur nos pieds (cf. introduction du paragraphe).

Propriété 1.8 SiP(A) #0, alors A et B sont indépendants <= P 4(B) = P(B).

Dém.: A, Bindép. & P(ANB) = P(AP(B) "EL PUNE) _ PUORE) o p () = P(B). O

2.2 Indépendance des événements contraires

Théoréme 1.9 Deuz événements A et B sont indépendants si, et seulement si, il en est de
méme pour les couples d’événements A et B, A et B, A et B.

Démonstration : » Ona P(ANB)=P(A) x P(B).
Par ailleurs, {4, A} forme un systéme complet d’événements de €.
La formule des probabilités totales affirme alors que P(B) = P(AN B) +P(AN B).
Do, P(ANB)=P(B)-P(ANB) =P(B)-P(A)xP(B) = P(B)x (1-P(A)) = P(B) xP(A).
A et B sont donc indépendants.
+ Il suffit de reprendre le raisonnement ci-dessus en échangeant A et B.
+ D’apres le premier point, A et B sont indépendants et d’aprés le second, A et B le sont aussi.
+ Réciproquement, si A et B ne sont pas indépendants, alors A et B ne peuvent I'étre car,
d’apres les points précédents, A et B = B devraient 1'étre. U

Ezemple : On a vu que les événements F et F' de Pactivité de la page 5 ne sont pas indépendants
donc F et F ne le sont pas non plus et en effet, P(E)xP(F) = (1-0,65)x0,45# 0,1 = P(ENF).

2.3 Indépendance de n événements

Définition 1.4 Indépendance deux d deux
Soit n > 2. On dit que les événements Ay, As, ..., A, de Q sont deux ¢ deux indépendants si, pour
tout (i,j) e [1;n]? dictincts, les événements A; et Aj sont indépendants.

Remarque : Trois événements A, B et C sont deux a deux indépendants si
P(ANB)=P(A)P(B), PBNC)=PB)PC) e P(CNA =PC)P(A).

Ezemple : Lors du lancer de deux dés, on définit les événements  X;: « le lancer du dé n°: est
pair » et Y: «la somme des résultats des deux dés est paire ».  Les événements X7, X5 et
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Y sont deux & deux indépendants. En effet, connaitre la parité de I'un des dés ne permet pas de
connaitre celle de I'autre ni celle de la somme, et connaitre la parité de la somme ne permet pas
de connaitre celle des dés.

Définition 1.5 Indépendance mutuelle
Soit n > 2. On dit que des événements Ay, As, ..., A, de Q0 sont mutuellement indépendants si,
pour tout k € [1;n] et pour toute famille (i1, iz, ...,ix) d’éléments distincts de [1;n],

P(A;, NAi, N ... NA;) =P(A;,)P(Ai,) ... P(A4;,).

Remarques : + A, B et C sont mutuellement indépendants si P(AN B)=P(A)P(B),
P(BNC)=P(B)P(C), P(CNA) =P(C)P(A) et P(ANBNC)=PAPB)PC).
o Il est clair que si les événements Aq, Ao, ..., A, de Q sont mutuellement indépendants, alors ils

sont deux a deux indépendants. En revanche, la réciproque est fausse. Regardez I'exemple suivant.

Ezemple : En reprenant 'exemple du lancer de deux dés précédent, les événements ne sont pas
mutuellement indépendants. En effet, si ’'on connait les parités des deux dés ou celle d’un dé et de
la somme, alors on connait la parité manquante :

X1NX2CY indép.
P(X;NX2NY) 1N22C P(X; N Xy) =P P(X1)P(Xs2) # P(X1)P(X2)P(Y).
Propriété 1.10  Siles événements A1, As, ..., A, de Q sont mutuellement indépendants, alors
il en est de méme pour les événements By, Bs, ..., B, ot By désigne Ay ou Ag.

Démonstration : Soit une famille (i1, ia, ..., i) d’éléments distincts de [1;n], C = A4;,N...NA;,

et remplagons A;, par son contraire.

Puisque A;, et C sont indépendants par indépendance mutuelle des A, A;, et O le sont aussi et
P(A;, NA,N...NA;,)=P(A4;, NC)=P(A4;,)P(C) = P(A;,)P(A;,) ... P(4;,). O

Théoréme 1.11 Lemme des coalitions
Si des événements sont mutuellement indépendants, alors tout événement formé par réunions et/ou
intersections de certains d’entre eux est indépendant de tout événement formé a partir des autres.

Ezxemple : Si A, B et C sont mutuellement indépendants, alors AU B et C sont indépendants.
Nous le démontrerons en exercice.

Remarque : Lors d’épreuves indépendantes, les résultats de chaque épreuve sont mutuellement (et

naturellement) indépendants. En revanche, ce n’est pas le cas de tous les événements que I'on peut

y associer. En voici un exemple éloquent.

On lance un certain nombre de fois une piece bien équilibrée.

Pour & > 1, on note  Fj: « obtenir face au k° lancer » et Dy = Fj, N Fy41, événement

construit & partir des événements mutuellement indépendants Fj.

On a, pour tout k > 1, P(Fy) =P(Fyy1) =

et IP(Dk) = IP(Fk N Fk+1) = ]P(Fk)]P(Fk+1)

Ainsi, IP(Dk)]P(Dk+1) = %% = 1L6 -

Par ailleurs, Pp, (Dg+1) =0 car on ne peut obtenir Fyy; si l'on sait que 'on a obtenu Fyy; :
DiNDygy1 =F NEFyy1 NEy1 N Fgpo =F, NG NEFgo =2 donc P(Dk ﬂDk_»,_l) =0:# %

Les événements Dy, ne sont donc pas deux & deux indépendants (et a fortiori, pas mutuellement

indépendants).

|| v

11 _1
2°2 7 4
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— Exercices

CONDITIONNEMENT & INDEPENDANCE

Exercice 1.1 (N1) On considere une loterie dont certains tickets sont gagnants mais pas tous. Dans
cette loterie, certains tickets sont carmin mais pas tous. On tire au hasard un ticket et I'on appelle C
['événement « le ticket tiré est carmin » et G I'événement « le ticket tiré est gagnant ». Traduire en
terme de probabilité les phrases suivantes.

1. Le quart des tickets carmin sont gagnants.
2. Le tiers des tickets gagnants sont carmin.
3. Un ticket sur cing est carmin et gagnant.

4. Un ticket perdant sur cinqg est carmin.

Exercice 1.2 (Nn1)
1. Ondonne P4(B)=0,6 et P(ANDB)=0,3. Calculer P(A).
2. Ondonne P(B)=0,7 e Pgp(A)=0,2. Calculer P(ANB).
3. Ondonne P(4) =0,3, P(B) =0,7et P(AUB) =0,9. Calculer P(ANB), Pp(A) et P4(B).
4. On donne P(B)=2P(A4), P(AUB)=0,5 et P4(B)=0,5. Calculer P(A) et P(B).
5. Ondonne P4(B) = 0,5, Pp(A) =0,3 et P(B) = P(A)+0,3. Calculer P(A), P(B), P(ANB).
6. Dans chacun des cas précédents et lorsque c'est possible, préciser si A et B sont indépendants.

Exercice 1.3 (n1) Les événements A, B et AN B sont de probabilité non nulle.

Déterminer Po(A), Pa(A), Panp(4) et Pp(AUB).
Exercice 1.4 (N1) Parmi les phrases suivantes, lesquelles sont compatibles avec I'hypothése « les
événements A et B sont indépendants » 7

1. A et B ne se réalisent jamais en méme temps.

2. La réalisation de A n'influence pas celle de B.

3. Si A est réalisé alors B n'est pas réalisé.

4. ACB.

5. A et B sont indépendants.

Exercice 1.5 (n1)

1. Ondonne P(A4)=0,4 et P(B)=0,3. Calculer P(ANB) et P(AUB) sachant
que: (a) A et B sont indépendants. (b) A et B sont incompatibles.

2. On donne P(A)=0,5, P(B)=0,3 et P(AUB)=0,65. A et B sont-ils indépendants?
3. A et B sont indépendants et tels que P(A) =0,5 et P(AUB) =0,75. Calculer P(B).

4. On donne P(A)=0,8, P(B)=0,3 et P(AUB)=0,86. Calculer Pp(A).
A et B sont-ils indépendants ?



Exercice 1.6 (N1) On lance simultanément deux dés bien équilibrés, un rubis et un vermillon, dont
les faces sont numérotées de 1 3 6.  On considére les événements suivants :

R : «le numéro sorti sur le dé rubis est pair » ;

V' @ «le numéro sorti sur le dé vermillon est pair » ;

S : «la somme des numéros sortis est paire ».

1. Démontrer que S et V sont indépendants.

2. Les événements S et R sont-ils indépendants?

3. Les événements S et V N R sont-ils indépendants?
4

Les événements R, S et V sont-ils mutuellement indépendants ?

Exercice 1.7 (N1) Vous étes directeur de cabinet du ministre de la Santé. Une maladie est présente
dans la population dans la proportion d'une personne malade sur 100 000. Un responsable d'un grand
laboratoire pharmaceutique vient vous vanter son nouveau test de dépistage : si une personne est
malade, le test est positif a3 99 %. Si une personne n'est pas malade, le test est positif 3 0,1 %.
Autorisez-vous la commercialisation de ce test?

Exercice 1.8 (N1) Au club Math Max du lycée Henri Matisse de La Fare-en-Dole, on compte sept
éleves de seconde, neuf de premiére et n de terminale. De plus, il n'y a qu'un seul garcon parmi les
éleves de seconde, contre trois parmi les éleves de premiére et six parmi les terminales. On tire au sort
un éleve du club afin de le torturer avec des exercices encore plus difficiles que ceux de |I'épreuve blanche
organisée au retour des vacances d’hiver.

1. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de n les événements « I'éléve est en terminale » et « I'éléve
est un garcon » sont indépendants.

2. Pour n = 24, que dire de I'indépendance éventuelle des événements suivants?
(a) «I'éleve est en terminale » et « I'éléve est une fille »,

(b) «I'éleve est en premiére » et « I'éléve est un garcon ».

Exercice 1.9 (n1) Gaspard, Melchior et Balthazar sont en vacances itinérantes et dorment au camping.
Apreés s'étre largement repus de leur huitieme galette quotidienne, ils décident de tirer a la courte-paille
la corvée de vaisselle. Gaspard et Melchior se disputent déja pour savoir qui tirera le premier, I'un désire
méme tirer a la courte-paille pour savoir qui tirera le premier ! Balthazar leur dit d'arréter de se disputer
puisqu'ils ont autant de chances de tirer la petite paille au premier et au deuxiéme tirage et d’ailleurs
autant au troisiéme tirage. A-t-il raison ? Et si comme le suggere Michel Tournier, leur ami Taor s'était
joint a eux? Et s'ils étaient encore plus nombreux ?

Exercice 1.10 (n2) Paradoxal ?

1. M. Dupond a deux enfants. L'ainé est une fille prénommée Bianca.
Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des filles ?
M. Dupont a lui aussi deux enfants. Au moins I'un des deux est un garcon prénommé Archibald.
Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garcons?

2. On lance trois pieces de monnaie. Quelle est la probabilité que toutes trois retombent du méme
c6té, que ce soit pile ou face? Une sur quatre. Soit. Pourtant, si je lance trois pieces, il y en
a forcément deux qui seront déja du méme coOté; la troisieme y sera avec une chance sur deux.
Candide affirme donc qu'il y a une chance sur deux que toutes trois tombent du méme coté.
Qu’en penser?
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3. On vous présente trois boites. Deux contiennent chacune une sucette et I'autre un séjour d'une
semaine a Zanzibar. Vous en choisissez une et immédiatement aprés, le présentateur de ce jeu
débile, Pierre-Jean Faucceult, en retire une des deux restantes en affirmant avec raison qu’elle
contient |'une des sucettes. Il vous propose alors d'échanger votre boite avec la derniere.

Que faites-vous ?

4. Clotaire sait qu'il va subir trois devoirs surveillés cette semaine mais il ne sait ni de quoi ni quand.
Etant mardi soir, il ne lui reste plus que trois jours. Pour enfin préparer celui de mathématiques
éventuel, il se demande s'il est plus probable qu'il en ait un par jour ou qu'il n'en ait pas vendredi.
Peux-tu I'aider?

Exercice 1.11 (n2) Dans une entreprise, on s'intéresse a la probabilité qu'un salarié soit absent durant
une période d’'épidémie de grippe.

* Un salarié malade est absent.

* La premiére semaine de travail, le salarié n'est pas malade.

* Si la semaine n le salarié n'est pas malade, il le devient la semaine n + 1 avec probabilité 0, 04.

* Si la semaine n le salarié est malade, il le reste la semaine n+ 1 avec une probabilité égale a 0, 24.

On désigne, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, par E, I'événement « le salarié est
absent pour cause de maladie la n-ieme semaine ». On note p,, la probabilité de I'événement E,,.

On aainsi  p; =0 et, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a1, 0<p, < 1.

1. (a) Déterminer la valeur de p3 a I'aide d'un arbre de probabilité.

(b) Sachant que le salarié a été absent pour cause de maladie la troisiéme semaine, déterminer
la probabilité qu'il ait été aussi absent pour cause de maladie la deuxiéme semaine.

2. (a) Recopier et compléter |'arbre de probabilité suivant.

o Eni1

En+1

\ L / En+1

En+1

Pn E,

(b) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal 31, p,11 =0,2p, +0,04.

(c) Montrer que la suite (u,,) définie pour tout entier n supérieur ou égal a 1 par  w,, = p,,—0,05
est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison r.
En déduire I'expression de u,, puis de p,, en fonction de n et r.

(d) En déduire la limite de la suite (py,).

(e) @ On admet dans cette question que la suite (p,,) est croissante. Ecrire une fonction Python,
d'argument un entier k, donnant le nombre de semaines nécessaires a ce que la probabilité
que le salarié soit absent cette semaine soit proche de 5% a 10* pres.

Pourquoi est-on certain qu'un tel algorithme s'arréte 7
Exercice 1.12 (n2) VouF?
1. Si  P(B) ¢ {0;1}, alors on a toujours Pz(A) =1—-Pg(A).
2. Si P(B)#0, alorson atoujours Pgp(A) <P(A).
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3. Si B et C sont incompatibles et A est indépendant de B et C, alors A est indépendant de BUC.
4. Si A, B et C sont deux a deux indépendants, alors P(ANBNC)=P(A).P(B).P(C).

5. Si A et B sont indépendants, alors P(AU B) = P(A).P(B) +P(B).
6. Si A, B et C sont mutuellement indépendants, alors AU B et C sont indépendants.

Exercice 1.13 (n2) Soient A, B et C trois événements.
1. Montrerquesi P(A)#0 et P(B)#0, alors Pp(A)>P(A) < P4(B) > P(B).
2. Comparer Ppnc(A) et Pe(ANDB) lorsque P(BNC)#D0.

3. Montrer que A et B sont indépendants <= P(AN B)P(ANB) =P(ANB)P(AN B).
On pourra utiliser les s.ce.  {A;A} et {B;B}.

Exercice 1.14 (N1) On considére 100 dés cubiques dont 25 sont pipés. Pour ces derniers, la probabilité
d’obtenir le numéro 6 est % On choisit un dé au hasard, on le lance et obtient 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?

Exercice 1.15 (N2) Une urne contient 5 boules rouges et 4 boules vertes.
On extrait au hasard et sans remise 3 boules de cette urne.

Quelle est la probabilité que I'on obtienne 2 boules vertes ?

Qu'en est-il si les boules sont tirées simultanément ?

Exercice 1.16 (n2) Soit n > 2. On dispose de n urnes numérotées Uy, ..., U, telles que, pour tout
k€ [1;n], 'urne Uy, contient k boules blanches et (n — k) boules noires.
On choisit une urne au hasard et on en extrait une boule.

1. Quelle est la probabilité que la boule extraite soit blanche?
2. Sachant que la boule extraite est blanche, quelle est la probabilité qu'elle provienne de U, ?

3. Que dire lorsque n tend vers I'infini ?

Exercice 1.17 (n2) On tire au hasard et sans remise n boules d'une urne en contenant n blanches et
n noires (n > 1). Quelle est la probabilité qu’elles soient toutes blanches?
Qu'en est-il si les boules sont tirées simultanément ?

Exercice 1.18 (n2) Soit n > 2. On dispose de n urnes numérotées de 1 a n telles que, pour tout
k € [1;n], 'urne n°k contient k boules numérotées de 1 a k. On enléve au hasard |'une des urnes
puis on tire une boule au hasard dans chacune des n — 1 urnes restantes.

Une épreuve, c.-a-d. un tirage, est considérée comme gagnée si |'on tire une boule n°1.

Déterminer la probabilité de I'événement  T': « On gagne les n — 1 épreuves ».

Exercice 1.19 (n1) On dispose de trois urnes Uy, Us et Us. L'urne U; contient deux boules noires,
Us contient deux boules blanches et U3 contient une boule noire et une boule blanche.

On choisit une urne au hasard et on tire une boule au hasard dans cette urne.

Calculer la probabilité que I'urne choisie soit U5 dans chacun des cas suivants.

1. L'urne choisie contient au moins une boule noire.
2. La boule tirée est noire.
Exercice 1.20 (N3) On cherche un livre dans une piéce dans laquelle se trouve une commode com-
portant k tiroirs (k > 1). La probabilité que le livre se trouve dans la commode est p (p € ]0;1]).
Si ce livre est dans la commode, il a la méme probabilité de se trouver dans chacun des k tiroirs.
On ouvre les r premiers tiroirs de la commode sans trouver le livre (1 < r < k).
Quelle est la probabilité que le livre se trouve dans la commode ?
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Exercice 1.21 (N3) Soit (a, b, n) € (IN*)3. On effectue dans une urne contenant initialement b
boules blanches et b boules noires une série de tirages de la facon suivante : si la boule tirée est
blanche, on la remet dans |'urne en méme temps que a autres boules blanches et I'on effectue un autre
tirage, sinon, on s'arréte de tirer. On note A, : « une boule blanche apparait a chacun des n tirages ».
n—1
_ ka+0b
o k+2b

Montrer que  P(A,)

Exercice 1.22 (n3) Urne de Pdlya

On considére une urne contenant initialement b boules blanches et r boules rouges ou b et r € IN*.
On tire une boule de I'urne, on note sa couleur puis on la remet dans I'urne avec une autre boule de la
méme couleur et I'on recommence un certain nombre de fois cette opération.
Pour tout n > 1, on note  p,(r,b) la probabilité d’obtenir une boule blanche au n® tirage, partant
d'une urne contenant initialement b boules blanches et r boules rouges.

1. Préciser pi(r,b).
2. Montrer en utilisant le premier tirage que, pour tous entiers naturels non nuls r, b et n,
b
Pnta(r,b) = b.,._rpn(rvb +1)+ b_%rpn(T +1,b).
3. Montrer alors que, pour tous entiers naturels non nuls v, b et n, p,(r,b) = b_%r

Exercice 1.23 (n2) Ruine du joueur

Soient un entier N > 2 et un réel p € ]0;1[. Un joueur effectue un certain nombre de manches
indépendantes. A chaque manche, il gagne 1 € avec probabilité p et perd 1 € avec probabilité ¢ = 1 —p.
Le jeu prend fin lorsqu'il a accumulé N euros (il est riche) ou lorsqu'il n'a plus d’argent (il est ruiné).
Pour tout entier n € [0; N ], on note u, la probabilité que le joueur devienne riche en partant d'un
capital initial de n euros. On convient que wuyg=0 et uy=1.

1. Montrer que, pour tout n € [1; N — 1], wn = punt1 + qun—1-
On pourra introduire I'événement  G: « le joueur gagne la premiére manche ».

1
2. On suppose que p # 3.
(a) Exprimer w,, en fonction de n € [0; N].

(b) Calculer la probabilité que le joueur devienne richissime, c.-a-d. en supposant que N est trés
grand devant le capital initial n. On pourra distinguer p > 1 et p < 1.

Exercice 1.24 (Nn3) Soit N € IN*. On considére N urnes numérotées de 1 a N telles que, pour tout
j€[1;NT], I'urne numéro j contient j boules blanches et N + 1 — j boules noires.

On tire simultanément n boules d'une urne choisie au hasard.

Déterminer la probabilité d'obtenir n boules blanches.

Exercice 1.25 (n3) On dispose de deux jetons A et B que |'on peut placer dans deux cases C; et
Cs. Initialement, les jetons se trouvent tous les deux dans la case C}.
On procéde alors a une succession de lancers d'un dé cubique bien équilibré.
A I'issue de chaque lancer, on effectue I'une des opérations suivantes.
o Sile dé tombe sur 1 ou 2, on change de case le jeton A (et le B ne bouge pas).
o Sile dé tombe sur 3 ou 4, on change de case le jeton B (et le A ne bouge pas).
o Si le dé tombe sur 5 ou 6, on ne change rien.

|_ Etude du mouvement du jeton A.

1. Déterminer la probabilité qu'aprés avoir lancé n fois le dé, le jeton A n'ai jamais changé de
case.
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2. Pour n € N, on désigne par
X, I'événement « Le jeton A se trouve dans la case C; aprés n lancers » et
Y,, I'événement « Le jeton A se trouve dans la case Cy aprés n lancers »,
de probabilités respectives x,, et y,.
Exprimer 2,11 et y,41 en fonction de z,, et y,.

3. Montrer que (x,,) est arithmético-géométrique, exprimer x,, en fonction de n puis en déduire
I'expression de y,.

4. Calculer les limites des suites (z,,) et (y,) puis interpréter le résultat obtenu.

Il_ Etude des mouvements du couple de jetons.

Pour n € IN, on désigne par
E,, I'événement « Les jetons sont tous les deux dans la case C aprés n lancers »,
F,, I'événement « Le jeton A est dans la case C et le jeton B dans Cy aprés n lancers »,
G, I'événement « Le jeton B est dans la case C] et le jeton A dans C5 aprés n lancers » et
H,, I'événement « Les jetons sont tous les deux dans la case Cy aprés n lancers »,

de probabilités respectives e, fn, gn €t hy,.

1. Calculer les probabilités de chacun de ces événements pour n € {0, 1,2, 3}.
€n

2. On note Z,, = g" . Déterminer une matrice carrée M d'ordre 4 telle que Z,41 = MZ,.
n

hn
3. Prouver que, pour tout n € N, Z, = M"Z, et préciser Z.
4. Calculer M? puis M*.
5. On note J = (1); 147 € Ma(R). Montrer que, pour tout p € IN, il existe deux réels

«, et B, tels que M2 = o, J +B,] et déterminer les relations de récurrence permettant
d'exprimer o, et 3,41 en fonction de o, et 3.

6. Déterminer les valeurs de «;, et 3,, et en déduire celles de e,,, fy,, gn et hy,, lorsque n est pair.
Ces expressions de ey, fn, gn et h, sont elles encore valables lorsque n est impair?

7. En prenant en compte uniquement les formules pour n pair, déterminer les limites de ces
probabilités et interpréter le résultat obtenu.

8. Ecrire un script Python permettant de déterminer le premier indice i tel que les quatre termes
n°i des suites (e,,), (fn), (gn) et (hy,) soient proches de leur limite 3 10~ prés en calculant les
termes de maniére récursive. On les comparera ensuite a ceux obtenus de maniére matricielle.
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— Corrigé des exercices

CONDITIONNEMENT & INDEPENDANCE

Activité de la page 5.
1. 25% des employés de cette fabrique de machines & machin-trucs sont des hommes gagnant plus
de 20000<€ annuels et 35 % sont des femmes gagnant moins de 20000 € annuels.

2. (a) P(ENF)=0,35.
(b) P(E)=P(ENF)+P(ENF)=0,35+0,3 =0, 65.
(c) P(F)=P(ENF)+P(ENF)=0,35+0,1=0,45.
(d) P(E) x P(F) =0,2925#0,35=P(ENF).

3. (a) gatiyt = & =0,78.

(b) Pg;f) = g’ig = %. On note ce quotient Pg(E).

_PENF) 035 _ T .

4. Pp(F) = P(E). — 035403 — 13 = 0,94
5. PR(E) = ]PEPLZ%V) = P(El)__g((g)mF) = 0716i69f535 ~ 0,55 : la probabilité que I'employé choisi au

hasard gagne moins de 20000< sachant que c’est un homme.
6. Voici les deux arbres.

ici ux ﬂ » ﬁ 5
P(E) E P(F) F

P(E) E P(F) F
T 5 3
E . P4 (F) P4(E)
xercice 1.1
1. Po(G) = 1. 2. Pg(0) =L | 3 PCNG) =1L | 4 PsO)=L

Exercice 1.2

A
1. P(4) = 5450 = 1.
2. P(ANB) =Py(A) x P(B) =0, 14.
3. P(ANB) = P(A)+P(B)-P(AUB) = 0,1, Pp(4) = "5 37 = 1 et Pao(B) = "gi7) = 1.
P(A) xP(B)=0,21#0,1=P(ANB) donc A et B ne sont pas indépendants.

4. P(ANB) =P(A) + P(B) - P(AU B) = 3P(4) — 0,5 et 0,5 =P4(B) = 05

d'oti 0,5P(A) =3P(4) — 0,5, P(A) =22 =1L PB)=2#0,5=Ps(B): Aet B non
indépendants.
5. P(ANB) =0,5P(A) = 0,3P(B) = 0,3(P(A) +0,3) dot P(A) = §% =5,

PB)=4+45 =23 et PANB)=0,5PA) =5 # & x3=P(A) xP(B) donc 4

et B ne sont pas indépendants.



Exercice 1.3 P4(A) = % = % =1, P4(A) = ]P(%Q)Z) = % =0,
P(AN(ANB P(ANB P(BN(AUB P(B
Panp(A4) = (]P(,éﬂB) D = P§AmB§ =1 et Pp(AUB) = ( ]PEB) D= JPgB; =1

Exercice 1.4
1. Compatible seulement lorsque A ou B est de probabilité nulle.
2. Compatible. Toutefois, il faut que P(A) #0 pour écrire  P4(B) = P(B).
3. Compatible seulement lorsque A ou B est de probabilité nulle.
4. Compatible seulement lorsque P(B)=1 ou P(A)=0.
5. Toujours compatible.
Exercice 1.5
1. (a) PANB)=PA)xP(B)=0,12 et P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)=0,58.
(b) PANB)=P©@)=0 e PAUB)=PA +PB)—-PANB)=0,T7.
2. P(ANB) )
3. P(B)-P(ANB) = P(AUB) - P(A) & P(B)(1-P(A)) =0,75-0,5 < P(B) = 22> =1
)

1-05 _ 2°
_ P(ANB) __ P(A)4+P(B)—P(AUB) __ 024 _ _ ,
4. Pp(A) = BB = P(B) —W—O»S—]P(A) :

A et B sont indépendants.

Exercice 1.6

1.Ona S=(RNV)U(RNV) et R etV sontindépendants bien siir.
Dot P(S)=P(R).P(V)+P[R).PV)=31i+il=1
et Py(S)=Py(R)=P(R)=1=P(S): S etV sontdonc indépendants.
2. Pgr(S)=Pr(V)=P(V)=1=P(S) doncS et R sont indépendants.
3. VNRcCS donc P(VNR)NS)=PVNR)#AP(VNR)xP(S) car PVNR)#0
et P(S)#1. VNRetS nesont donc pas indépendants.

4. Les trois événements ne sont pas mutuellement indépendants car s'il on connait le résultat de
deux d’entre eux, on connalt nécessairement le troisieme.

Exercice 1.7 0,99

P~

/Q*T
\

T

0,001

/ T
1-107° M
0,999 T
P (M) = P(TNM) _ P(TNM) _ P(M)Pu (T)
T TOP(T) T P(TNM)+P(TNM) — P(M)Py (T)+P(M)P(T)
- 107° x(1—-0,99) ~10-7
— 10-°x(1-0,99)+(1—10-9)x(1—0,001) — :
=7 _ P(MNT) _ P(MNT) B P(M)P-(T)
Pr(M) = P(T) — P(TNM)+P(TNM) ]P(M)]PM(T)—&-IIEV’I(H)]PV(T)
_ (1—107°)%0,001 ~0.99

= 10-5x0,99+(1—10-7)x0,001
Ainsi, seule une personne sur 10 millions serait déclarée saine alors qu'elle est malade.

En revanche, une personne positive a 99 % de chance de ne pas I'étre.
Si ce test est commercialisé, il ne peut étre mis en ceuvre qu’'avec un autre test afin de corroborer les
résultats.
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Exercice 1.8

1. D’aprés I'énoncé, il y a n + 16 éléves dont 10 garcons. On peut alors dresser I'arbre suivant.

6/n
n/n+16 Ter e

o aw
- (n— 6)/n

Gar

’/’4'/_1’6'/ Gar
16/n + 16 Ter —_
12/16

Ona P(ITNG)=PTPr(G)= ﬁ.% = ﬁ, P(T) = .7 etd'apres les probabilités

totales, P(G)=P(TNG)+P(TNG) =P(TNG)+P(T)PH(G) = 55 + a5 16 = mods-

Ainsi, les événements « |'éléve est en terminale » et « I'éléve est un garcon » sont indépendants

ssi. P(TNG)=P(G)P(T) < P = it migs < 6(n+16)=10n <= n=24.

Gar

. Pour n = 24, les événements T et G sont indépendants.

(a) Puisque F' = @G, les événements T et F sont indépendants.

(b) Ona P(G)=g745=1#35 =35 =P1e(G) donclre et G ne sont pas indépendants.

24+16
Exercice 1.9 Il suffit de construire |'arbre suivalnt :
) 2 c — o
3 c — 1
/ \
—_ 1 Co
1 1 ’
3
On a donc - P(Cy) = 3, IP(CQ):%X%:% elt ;P(Cg)T%X%flzé{ )
S'il'y an rois mages, on apouri # 1, P(C;)="=2=... 212:2 X =n e P(C)=r.
Exercice 1.10 Paradoxal ?
1. I} et F5 sont indépendants donc
P(F,N(FiNF. P(FiNF: P(Fy)P(F.
Pr, (F N F) =1 1%515 2;) ):(G(P(El)):) = (];()Flgzcj) Z])P(F2) =3 oy
U N N N 1/2x1/2 1
Pg,ue,(G1NG2) = BC0G) = PGTP(Ga)—P(GiAGs) = T/241/2-1/i = 3

20

. Le plus simple est de lister les possibilités : PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP et

FFF. Seules PPP et FFF répondent au probléme parmi les huit possibilités : il y a donc une
chance sur quatre que toutes trois tombent du méme cété. (les probas conditionnelles ménent 3
des calculs plus compliqués). Candide, quant a lui, présuppose que les deux « premiéres » sont
déja du méme cOté ce qui est une condition plus forte.

. Dans I'arbre suivant, le premier nceud correspond a votre premier choix, le deuxieme nceud a celui

de Pierre-Jean et le troisieme a votre choix définitif, selon que vous changez ou non de boite.
. A 1 1 2 . 1 1 1
Si vous changez de boite, P(Z) = 5+ 5 = 5. Sivous ne changez pas, P(Z) =+ 5= 3.
Il est en fait plus aisé de se convaincre de ce résultat apparemment paradoxal en pensant a éli-
miner les deux sucettes plutdt que de gagner le séjour.

Pour plus d'informations, tapoter  http://fr.wikipedia.org/wiki/Probléme_de_Monty_Hall
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1 ¢ 7 5
Sy — S
1 ! 2\51 ________ 1
3 C 3
1 /E/Z ——————— 5
/SQ—Sl\S 1
: o BT ;
1 ¢ S2 ——=---- %X%
2 Sl//
3 / \Z _______ L 1
’ Z > g e
\ /E’_/Sl _______ %X%
Sa
\
o Z ——————- 3 %3

4. Il y a 3 jours possibles pour le devoir A, 3 jours pour le B et 3 pour le C donc 27 possibilités au
total qui sont toutes équiprobables.
Pour qu'il y ait exactement un devoir par jour, il y a trois jours possibles pour le devoir A, reste
alors 2 jours possibles pour le B puis un seul pour le C donc 3 x 2 x 1 = 6 possibilités et la
probabilité qu'il y ait un devoir par jour est de 2—67.
Pour qu'il n'y ait pas de devoir le vendredi, il y a deux jours possibles pour le A, deux jours pour
le B et deux pour le C donc 23 = 8 possibilités et la probabilité qu'il n'y ait pas de devoir le

8

vendredi est donc de 27 -

Exercice 1.11
E.
0,04 B, =

\ [E—
E
1. (a) On a I'arbre suivant B / 852 3
\ - /’/ E3
096 B/

E;

0,96 3
Le théoréme des probabilités totales donne  p3 = P(E3) = P(E3 N E2) + P(E3 N E»)
donc  ps = P(E2)Pp,(Es) + P(F2) Py, (Fs) = 0,04 x 0,24 + 0,96 x 0,04 = 0,048,

(b) Ona Pp,(Es) = P(E2NE;) _ P(E2)Pr,y(F3) _ 0,04%x0,24 _ 1 _ 0,2.

P(Es) P(Es) 0,048 5

0,24
En+1

Pn E

076  En1

0,04
\ L / En+1

(1-pa) P — o
096  Ln+1

(b) Avec les probabilités totales, p,+1 = P(E, ﬁ£n+1) +P(E,NE,s1) donc
Pnt1 = P, (Eni1)P(EL) +Pg(Ent1)P(E,) = 0,24 p,+0,04(1-py,) = 0,2p,+0,04.
(¢)  wup+1=pn+1—0,05=0,2p, 40,04 —0,05=0,2p, — 0,01 =0,2(p, —0,05) =0, 2u,
donc (uy,) est géométrique de premier terme u; = p; — 0,05 = —0, 05 et de raison r =0, 2.
Ainsi, wu, = u; xr""t = —0,05%0,2""! etdonc p, = u,+0,05=0,05(1-0,2""1).
. n—1 __ : — — —
(d) Comme 0,2| <1, nglfoo (0,2)"7" =0 et donc nEI—lI—loopn =0,05(1 —-0) =0,05.

2. (a) On a I'arbre suivant
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(e) L'existence de la limite et la croissance de (p,,) assurent la convergence de |'algorithme.

1 k=int(input('Précision a 10—k : "))
2 def probalimite(k) :
3 p,j=0,0

4 while p<0.05—10%x(—k) :
5 p=0.2xp+0.04
6 j=j+1

7 return(j)

s print(probalimite(k))

Exercice 1.12 VouF?

1.

Si  P(B) ¢{0;1}, alorson a toujours Pxz(A)=1-Pg(A): Faux.
Avec un dé cubique, A = {2} et B = {2,4,6},ona Pz(4)=0 e 1-Pp(4)=1-

. Si P(B)#0, alorson atoujours Ppg(A) <P(A): Faux

SiA=B,ona Pg(A)=Pp(B)=1=>P(B) et exceptionnellement égal...

. Si B et C sont incompatibles et A est indépendant de B et C, alors A est indépendant de BUC' :

Vrai. p=P(AN(BUC)) = P((ANB)U(ANC)) = P(ANB)+P(ANC)—P((ANB)N(ANC))
P PA)P(B) + P(A)P(C) — P(AN (BN C)) "L P(AP(B) + P(A)P(C) - 0
p=PA)(PB)+P(C)—-0)=PAMPDB)+PC)-PBNC)) =PAPBUC).
Si A, B et C sont deux a deux indépendants, alors P(ANBNC) =P(A)P(B)P(C): Faux.
Reprendre I'exemple du cours et ne surtout pas confondre avec I'indépendance mutuelle.

. Si A et B sont indépendants, alors P(AU B) P(A)P(B)+P(B): Vrai.

ind ep

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) P(A) + P(B) — P(A)P(B)
— P(A)(1 — P(B)) + P(B) = P(A)P(B) + P(B).

. Si A, B et C sont mutuellement indépendants, alors AU B et C sont indépendants :  Vrai.

AUB)NC) =P((ANC)U(BNC)) =P(ANC)+P(BNC) -~ P(ANBNC)
AUB)NC) "EE pAYP(C) + P(B)P(C) — P(A)P(B)P(C)

AUB)NC) = (P(A)+P(B) —P(A)P(B))P(C) indép. (P(A) +P(B) —P(AN B))P(C)
AUB)NC)=P(AUB)P(C).

IP(
IP(
IP(

A~~~

IP(

Exercice 1.13

22

1.

2.

Puisque P(A)>0 et P(B)>0, ona

Pp(A) > P(A) < ZGEH > P(4) « FLOP > P(B) <= Pa(B) > P(B),
Ceci signifie que si B facilite A, alors A facilite B.
Ona P(BNC)#0 et BNC CC donc 0 <P(BNC)<P(C) et ]P(Bﬂc) > (;C)
D'od,  Ppnc(4) = “Fgney 2 T ey ) = Pe(AN B).

3. Onatoujours P(C)=P(CND)+P(CND) donc P(CND)=PC)-P(CND).

Ainsi, P(ANB)P(ANB)=P(ANB)P(AN B)
P(ANB) (P(A) —P(ANB)) = (P(A) —P(ANB))P(ANB)
P(ANB)P(A) —P(ANB)P(ANB) =P(A)P(ANB) —P(ANB)P(AN B)
P(AN B) (1 -P(A)) = P(A) (P(B) — P(AN B))
P(AN B) = P(A)P(B)
A et B sont indépendants.

IIMM
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Exercice 1.14 Soient S: «ledédonne6» et T': «ledéestpipén. On calcule alors la proba-

ilité éo - _PSnT) . Pr(OP(T) Pr(S)P(T) _ 125 _1
bilité recherchée : Pg(T) = FE)" = PEAT)2P(IT] — PrSIPT) 2P (ST — %X%;%ox% =3.

Exercice 1.15  Pour i € {1,2,3}, on définit  V;: «la ® boule tirée est verte »

et soit D: «on a tiré deux boules vertes ».

Ona D= WVinVnVa)u(WinVanVs)u(Vi1NVanVs), union de trois événements deux a deux
incompatibles. D’aprés la formule des probabilités composées,

P(ViNVanVz) = P(Vi)Py, (V2)Pra1, (V) = § x 3 x 2= 2 en comptant les boules restantes.
X

Demémi P(Vi NVaNV3) = P(V1)Py, (V2)Py, —2(V3)4:% ixd=2%
o PUANAT) =Ry 2Py (9) = 5 X 57 = 3

Dod, P(D)=g+ 5+ =11 o
Si les boules sont tirées simultanément, ona P(D) = %
3

de choisir deux vertes et une non-vertes a choisir par rapport aux trois a choisir dans |'ensemble.
Exercice 1.16

1. Soit I'événement, pour k € [1;n], Ug: «la boule est extraite de I'urne Uy, » et soit B: «la
boule extraite est blanche». Pourtoutk € [1;n],ona PUy)=2#0 et Py, (B)==%
Puisque (Uk)[[l ;n] €st un systeme complet d'événements, la formule des probabilités totales donne

P(B) = ZIP(Uk)PUk(B) nn—,ﬂzk Lokl _ n4l

en comptant le nombre de possibilités

On obtient Ie meme résultat que si I'on avait une unique urne avec tout autant de boules.

P(U1)Py, (B)  Lx1
2. Laformule de Bayes donne Pp(U;) = P(U(IE)B) = X }3(3”)1( ) — %;f‘ =Lx 712—-:-11 = ﬁ
3.0na P(B)=12%! —— 1: bplusn estgrand, plus le nombre de boules noires se rapproche
n—oo
du nombre de boules blanches.
Ona Pp(U)) = ﬁ ——— 0: plusn est grand, plus la probabilité qu'une boule blanche
n—oo

provienne de la premiére urne est faible, les autres urnes en contenant beaucoup plus.
Exercice 1.17 Pour k € [1;n], on définit I'événement  By: « la k® boule tirée est blanche» et
n

I'on cherche donc la probabilité de I'événement [\ Bj.
n—1

Puisque P ( N Bk> #% 0, on peut appliquer la formule des probabilités composées et
k=1

P (,f‘ Bk) = P(B)Ps, (B2)P sy (Bs) .- Pl o, ) (B).
=1

Or, pourtout k € [2;n], Pp,n...AB,_)(Br) = #kkl)) puisque k — 1 blanches ont été tirées.
"ol ~ _n n—1 n—(k—1) n—(n—1) _ n! _(n)?
D'od, P ( O Bk) Zon X2t X X 2m e X X 2n—(n=1) — Zn@e—1)...(n+1) _ (@)l

()
)
Exercice 1.18 Pour k € [1;n], on note Ug: « On a enlevé I'urne n°k » et Gj: « Le tirage de
l'urne n°k est gagnant». Ona P(Ug) = % et P(Gy) =1
Les réussites aux tirages étant mutuellement indépendantes, on a

Py (T)=P(GiNG2N ... NGr1 NG N ... NGY)

mut.indép

DA P (G)P(Ga) . .. P(Groe)P(Gros) . .. P(G)

Si les boules sont tirées simultanément, on obtient facilement en comptant les boules désirées.
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_ 1.1 1 1 1_ k _ k
Py (T)=1X5X ... X3 X 737 X -+ X 3 = Txon x0T hx x5 = nl*
(Uk)[1;n] étant un s.c.e. de probabilités toutes non nuIIes, la formule des probabilités totales donne
n
1k _ 1 nn+l) _ ntl
]P( ) Z IP(Uk)PUk (T) k:zl nnl n><n‘ = nxnl 2 - %

et I'on verlflera la cohérence de ce résultat par Ia calcul a la main dans le cas n = 2.

Exercice 1.19  Soient les événements incompatibles formant un systéeme complet d’événements
Uy : «I'urne choisie est Uy, », pour k € {1,2,3}.

1. On sait que I'urne choisie contient au moins une boule noire. On calcule alors la probabilité
P((U,UU3)NU,) incomp. — P(Uy) 3 1

reCherChée . ]P(UlLJUg)(Ul) W = W = %_’_% =3

2. On sait que la boule tirée est noire et notons IV: « la boule tirée est noire ». On calcule alors la
P(NNUy) Bayes Py, (N)P(U1)

probabilité recherchée : Py (U7) = T = T 260)
Pr(U prob.tot. Py, (N)P(U1) 1x3 2
N( 1) o Py, (N)P(U1)+Py, (N)P(U2)+Py, (N)P(Us) — 1><%+0><%+%><% - 3

Exercice 1.20 On définit C': « le livre se trouve dans la commode »  et, pouri € [1;k], les évé-

nements incompatibles T : «le livre se trouve dans le i® tiroir ». On calcule alors la probabilité recher-
chée: P —(C) = P(T1NT3N...NT.NC) prob.tot. Po(TiNTeN...0T)P(C)
: (ThnTeN...NTy) T P(TyinTeN...NT) T Po(MinTen..0T)P(C)+P(TiNT2N...0 1) P(C)

Or, P(C)=p, PC)=1-p et Pz(TinToNn..NT,) =1 carsilelivre n'est pas dans la
commode, il n'est pas dans un des tiroirs T1,..., T;-.
Deplus, p=Po(TiNToN..NT) D" Po(TiUThU..UT,) =1 - Pe(T1UT,U...UT,)
zncom équiprob. _r
p LT~ (Po(Ty) + Po(Ta) + ... + Po(Th) 21— (L g ly=1-1 =k

N N bt xp (k=r)p _ (k=r)p
DOU’ ]PTlﬁTzﬁ...ﬂTr(O) - %ka—i-lx(l—p) (k—r)p+(1—-p)k — k—rp *

Cette formule est cohérente pour r = k (P=(C) = 0), et méme pour r =0 (IP(C) = p).

Exercice 1.21  On désigne, pour i € IN*,  B;: « une boule blanche apparait au tirage n°i ».

Ona P(4,)=PB1NBxN...NB,) etpuisque P(B1NBxN...NB,_1)#0, laformule

des probabilités composées donne, pour n > 2,

]P(ATL) = P(Bl)IPBl (B2)P(B1032)(B3) cee IP(BlﬂBzﬂ A ﬁanl)(B”)
=P(B) kH PB,nBon...0By_1) (Bk)-

2

D'aprés I'énoncé, P(By) =2 et pourtout k € [2;n], P(pnpon... .5 ) (Br) = ((,f_ll)%
)

car on a ajouté (k — 1) fois a boules blanches apres les (k — 1) premiers tirages.

n n—1
inci _ b (k=Da+b _ 04b ka+b ka+b
Ainsi,  P(An) = 5 1:[ i—T)a+2b — 0+20 kljl kat2b — ]}:[0 ka+2b°

1-1
Pourn =1, P(A)=P(B1) =4 = [] £4%.
k=0

n—1
Ainsi, pour tout n € N*,  P(4,) = I ﬁ‘rgg

Exercice 1.22  Urne de Pélya

1. On a, d'apres I'énoncé, pi(r,b) = T+b.

2. Soient r, b et n € IN*. On définit les événements  B,,: « on tire une boule blanche au n® tirage »
et R, : «on tire une boule rouge au n® tirage ».
On applique la formule des probabilités totales pour le systéme complet d'événements ( By, Ry ).
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P(Bn+1) = P(B1)Pp, (But1) + P(R1)Pg, (Bnt1).
Ona P(By) = pi(r,b) = 25, P(R1) = 1-P(By) = 1—;25 = %5 et P(Bni1) = puia(r,b).
Déterminons Pp,(B,4+1): puisque By est réalisé, on a r boules rouges et b+1 boules blanches
a l'issue du premier tirage et il reste alors n tirages a réaliser. Ainsi, Ppg, (Bnt1) = pa(r,b+1).
Déterminons de méme  Pgr, (Bn4+1) :  puisque Ry est réalisé, on a 7 + 1 boules rouges et b
boules blanches a I'issue du premier tirage et il reste alors n tirages a réaliser.
Ainsi, Ppgr,(Bpy1) =pa(r+1,b).
Il vient alors  pp41(r,b) = T%T_bpn(r,b +1) + pa(r +1,b)

3. Soit, pour n € IN*, la propriété ~ 2,:V(r,b) e (N*)2, p,(r,b) = T_';b.
On verra que les quantificateurs dans |'énoncé de la proposition seront bien utiles.
- Init. : & est vraie d'apres la question 1.

- Héréd. : Supposons que &, est vraie pour un certain n € IN*.

H.R. b+1
On a pn+1(7‘,b) = ﬁpn(rab‘Fl)‘i‘ﬁpn(T"‘l;b) = T_l;')_b %4—%&-1) X (r—&-ili)—&-b
b(b+1)+rb  _ b(b+147) b

Pry1(r,b) = AT = iD= o5 et Pt est vraie.
- Concl. : &, est vraie pour tout n € IN*.

Exercice 1.23  Ruine du joueur

1. Pour tout entier n € [0; N], on définit les événements  R,,: « le joueur devient riche & partir
d'un capital initial den €» et G: «le joueur gagne la premiére manche ».
Les probabilités totales pour les.c.e. (G, G ) donnent  P(R,,) = P(G)Pq(R,)+P(G)Pg(R,).
Ona P(G)=p, PG)=q et P(R,) =up.
Soitn € [1;N —1].
Déterminons  Pg(R,) : puisque G est réalisé, le joueur a un capital de n+ 1 € a l'issue de
la premiére manche et il doit alors devenir riche avec un capital de n + 1 €.
On adonc Pg(R,) =P(Rpt1) = Unt1-
Déterminons P (R,): puisque G n'est pas réalisé, le joueur a un capital de n—1 € a l'issue
de la premiere manche et il doit alors devenir riche avec un capital den — 1 €.
Onadonc Pg(R,) =P(Ry-1) = tun_1.
Ainsi,  up = PUpt1 + qUp—1-
2. On suppose que p # 3.
(a) On a, pourtoutn € [O; N —2], upt1 = pupt2+qu, donc  upig = 1—1)u7,+1 — %un :
c'est une S.R.L.2 d’équation caractéristique  (E.): 72 — %r + % =0 qui admet r; =1
comme racine évidente (1 — % +1= Lzlfq = % =0).

Do, (Ec) <= (r1—1)(r2— 1) =0 et il existe un unique couple de réels (A, ) tel

n up =0 Atu=0
que Vn € [0:N], w,=A1"+u (%) . Ona {uN—1 T Au(r) =1

P

= A N & /\:_Ml t -(3)° tout n < N
= e = (o] (0] .
_“+H(%) =1 1% (%)N71 Up, 1_(%)N pour ut n &

. 1 — 1
(b) -Si z<p<l alors O0<g=1-p<g; et 0<I<L
N N "
Ainsi, lim (%) =0 et pour N tres grand, (%) ~0 donc wu,~1- (1) :

N—~+oc0
le joueur a une probabilité non nulle de devenir richissime.
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- Si O<p<%, alors %<q:1—p<1 et 1%>1.

N
Ainsi, lim <1> = 400 et pour N trés grand, wu, ~ 0 : le joueur a une
N—+oc0

probabilité quasi nulle de devenir richissime.

Il faut bien comprendre que n ne tend pas vers l'infini, c'est un capital de départ, fixé, et
ce résultat signifie que plus on veut étre riche a partir de ce capital, plus la probabilité de le
devenir est proche de 0 lorsque p < 3.

Exercice 1.24  Soit p la probabilité recherchée.

Remarquons que chaque urne contient N + 1 boules dont au moins une blanche et une noire.

- Pour n > N, on ne peut obtenir plus de boules blanches que ce qu’en contient chacune des urnes
donc p=0.

-Pourn € [1;N], onnote A,: «on obtient n boules blanches »

et pour j € [1;N], Uj: «on choisit I'urne n°j ».

Ona,pourtoutj € [1;N], PU;) =% et (U1, Us, .. UN) étant un s.c.e. de probabilités toutes

N
non nulles, les probabilités totales donnent p =1P(4,) = Z P(U;)Py,(An) = % 3 Py, (4n).
j=1
Or, pour j <n, Py, (A,) =0 puisque I'urne n°;j ne contlent que j boules blanches
g
etpourjc [n;N], Py, (A,) = % puisque |'on tire n boules dans I'urne j qui contient N 41

n

boules dont seulement j sont blanches.

_1 & _1N(i)_ 1 oL (jy Pascal 1 L J
Donc, p= WJE%]PUJ( ) N . NIy — N(N“) Z (n) = N(N:rl) j;n |:(n+1) - (n-i—l)}

j:TL( n ) n j=n
télésc. (V) _ (G)-o _ (N41)! n(N+1-n)! _ Nil-n
p N+1 n+l n 1) — N T DN FD (D) XN T Nt

Exercice 1.25
|_ Etude du mouvement du jeton A.

1. Pour que le jeton ne change jamais de case, il faut qu'a chaque lancer, le dé tombe sur 3, 4,

5 ou 6, ce qui se produit avec une probabilité de % Au bout de n lancers, la probabilité que

le jeton n'ait jamais bougé est donc de (%)n

2. La formule des probabilités totales pour le s.c.e. (X,,,Y;,) de probabilités non nulles donne
P(Xnt1) = P(Xn)Px, (Xnt1) + P(Yn)Py, (Xpnt1).
On a P(Xnt1) = Znt1, P(X,) = zn, P(Yot1) = Ynt1, P(Y,.) = yn,
Px,(Xnt1) = % (le jeton A ne doit pas changer de case au (n + 1)¢ lancer) et
Py, (Xn41) = § (le jeton A doit changer de case au (n + 1)° lancer).

D’ou la relation de récurrence  x,41 = %xn + %yn
De méme, on obtient  y,4+1 = %xn + %yn

3. Par ailleurs, les événements X, et Y,, sont complémentaires donc  y, =1 — z,.
Dot, xpy1 = %xn + %(1 —xy) = %xn + % : (x,)N est donc arithmético-géométrique,
de premier terme 1o =1 puisque le jeton A est initialement dans la case C;.
Déterminons le point fixe : A= IA+ 1 < A=1 etposons u, =T, — 3.
Ona Unf1=Tpt1—3=3Tn+3—3=35Tn—3)=3un: (un)y estgéométrique de
raison 3z etdepremierterme wg=wzo—3 =3 donc, pourtoutn € N, wu, =3 (%)n
et Ty =up+3=3(1+3) Ainsi, yp=1-mz,=3(1-3).

4. Puisque 1 e€]-1;1] nh_)ngo 3 =0 et lim z,= hm Yo =3(1£0) =3

n— o0
A long terme, le jeton A se trouve la moitié du temps dans Ia case (U1, |'autre moitié dans Cs.

26 CHAPITRE n°1 : CONDITIONNEMENT & INDEPENDANCE



Il_ Etude des mouvements du couple de jetons.

1. Pour n =0, on a initialement ey =1 et fo=g9=ho=0.
Pour n =1, on a aprés le premier lancer e = f1 = g1 = % et hy =0 puisque I'on
ne peut changer les deux jetons simultanément et les autres situations sont équiprobables.
Les situations suivantes se compliquent : déterminons une relation de récurrence.
Remarquons que, comme aprés le premier lancer, Pg (H,11)=0
et Pg,(Ent1) =Pg, (Fat1) =Pg, (Gni1) = %
La formule des probabilités totales pour le s.c.e. (E,, F,,, G, H,,) de probabilités non nulle
(dans le cas o elles le sont, la probabilité en facteur est nulle) donne alors
P(En+1) =Pg, (Ens1)P(En)+Pr, (En1)P(Fo) + P, (En1)P(Gr) + P, (Ent1)P(Hy)
= 1P(E,) + sP(F,) + sP(Gyn) + OP(H,,).

Dot epy1 = %(en + fo+ gn)-
De méme, ]PFn (En+1) = ]PFn (Fn+1) = ]PFn (Hn+1) = % et IPFH(Gn—&-l) =0
d’ou fn+1 :%(en'i_fn'f'hn)v

Pg, (En+1) = IPGn(Gn-&-l) =Pq, (Hn-‘rl) = % et Pg, (Fn+1) =0
d'oll gng1 = 3(en + gn + hn)
et enfin, Ppg (Foi1) =Py, (Gui1) =Py, (Huyp1) = 1
d'ou hn+1 = %(fn""gn""hn)
On obtient alors, pourn =2, ex=z=(e1+ fi+q)= %

g=31+g0+m)=3 hi=3(i+a+h)=3
et pour n = 3, €3 = %(62 —|—f2+g2) = 2l, f3 = %(62 —|—f2+h2) = %,
gs=3(ea+g2+ha) = 5=, hs=3(fatga+ha) =2

2. D'aprés les formules de récurrence déterminées a la question précédente, on pose

. fa=3ler+ fi+h) =3,

==

1 1 0
1
M:§ } (1) (1) % et I'on a, pourtoutn e N, Z,.1=MZ,.
0 1 1 1
3. Une récurrence , avec pour hérédité 7,1 = MZ,, = M(M"Zy) = (MM™)Zy = M" 12,
[N) 1
prouve que, Vn € N, Z, = M"Z, ou Zy= gg = 8
ho 0
] 3 2 2 2 1 21 20 20 20
2 3 2 2 20 21 20 20
4. Un calcul donne M2:§ 5 9 5 5| puis M4_(M2)2_8_1 20 20 21 20
2 2 2 3 20 20 20 21
5.0na, pourp=0, I=M"=M*>"=uxyJ+Bol pour oo=0 et Po=1.
1 3 2 2 2 9 1 1 1 1 1 1 0 0 O
3 , 12322} 21111 0100} o2, 1
Pourp=1 M"=g13 2 3 2)=gl1 1 1 1)+tglo o 1 o]=35/*s!
2 2 2 3 1 1 1 1 0 0 0 1

donc  M*'=oJ+B1I pour o1 =3 et Pi=3.
Supposons que M2 = o,J + B,I  pour un certain p € N. On a

M2 = M4 = M2M? = (2] 4 1) (0 +Bpl) = 2oy J? + 2By J + oty J + 5Bl
Un simple calcul donne J2 =4J et I'on obtient alors

MZPHY = (Sog + 3By + 50p)J + 5Bl = (0 + 3Bp)J + 5Byl
La propriété est donc vraie au rang p + 1 avec les relations de récurrence

Kpt1 = 0p + %ﬁp et Ppi1 = %ﬁp-
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. La suite (Bp)n est donc géométrique de ra2ison % et de premier terme 3o = 1 d'ou, pour tout
pe]N, Bp 9:0 et O(p+1:ap+w.
Ainsi, o1 — X = 9 2 et en sommant ces inégalités et par téléscopage,
pP— p—1 p—1 1
2 1 2 1-(35)° 1 1
O(p:O(p—Oéo—Z(O(k+1—ka) :§k W:@lgé — :1(1_917)
:0 —
Ainsi, pour tout p € ]N, M3 = 1 (1 —1%) J—|—19Lp[ =1(1-55)J+ 31
donc pour tout n pair, M" = ; (1 3—) J+ 51
1
Puisque f” =Ly =M"Zy=M" 8 , il suffit de conserver la premiére colonne de
0

M™ pour obtemr les probabilités e, fn, n €t
Ainsi, pour n pair, P(E,)=e, = 1 - L
et P(F,) = P(Gy) = P(H,) 1 _ iy

Pourn=1,0n a i (1 + 311,1) 3 75 epr et 3 (1 — 3%) =0, différent de f; et g;.
Ces expressions ne sont donc pas valables pour n impair.

Puisque 3 €]—1;1[ limgz: =0: lime, =lim f, =limg, =limh, = ;(1£0) = ;

A long terme, on aurait donc une situation quasi-équiprobable entre les quatre positions.

B
) x 14 o0 x1=1 (14 55)

Voici un script satisfaisant.

import numpy as np

import numpy.linalg as al

# Précision de la valeur approchée
N=3

# Initialisation globale

e, f ,g,h , i=1,0,0,0,0
while (

(abs(e—.25)>10x*%(—N))
or (abs(f—.25)>10x*(—N))
or (abs(g—.25)>10x*(—N))
or (abs(h—.25)>10%%(—N))
)
# Changement global des valeurs
e , f , g, h ,i=(etftg)/3 , (etf+h)/3 , (etgth)/3 , (f+g+h)/3 , i+l
print('i récursif =",i)
# Affichage des termes obtenus
print( ' Termes de rang i :' , [e,f,g,h])
# Matrice M :
M=np . array ([

[1/3,1/3,1/3,0],

[1/3,1/3,0,1/3],

[1/3,0,1/3,1/3],

[0,1/3,1/3,1/3]])
# Affichage de la premiére colone de Mxx|
print ('Premié&re colonne de Msxi=', al.matrix_power (M,i)[:,0])
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Chapitre n° 2

L’ESPACE VECTORIEL R"
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Introduction

L’algebre linéaire est initiée dans son principe par le mathématicien perse Al-Khwérizmi au
IX°s. qui s’est inspiré des textes de mathématiques indiens et qui a complété les travaux de ’école
grecque. Travaux repris au XVIi®s. par René Descartes qui pose des problemes de géométrie comme
la détermination de 'intersection de deux droites en termes d’équation linéaire, établissant des lors
un pont entre deux branches mathématiques jusqu’alors séparées : Palgebre et la géométrie. Au
XI1X®s., I’algebre linéaire devient une branche des mathématiques a part entiere avec Gauss, Jordan,
Hamilton, inventeur du terme vector, Grassmann, puis Giuseppe Peano qui axiomatise entierement
la théorie en 1888. Les espaces vectoriels deviennent alors une structure générale omniprésente dans
presque tous les domaines mathématiques, notamment en analyse pour les espaces de fonctions.
Sous leur forme la plus simple, les applications linéaires dans les espaces vectoriels représentent



intuitivement les déplacements dans les espaces géométriques élémentaires comme la droite, le
plan ou notre espace physique. Les bases de cette théorie remplacent maintenant la représentation
construite par Euclide au 111°s. av. J.-C. La construction moderne permet alors de généraliser la
notion d’espace a des dimensions quelconques.

L’algebre linéaire permet de résoudre tout un ensemble d’équations dites linéaires utilisées non
seulement dans une multitude de domaines mathématiques, mais aussi en mécanique, en physique
et dans de nombreuses autres branches comme les sciences naturelles ou les sciences sociales.

Ce chapitre est le premier opus d’une étude qui se poursuivra au moins jusqu’aux concours.
Commencgons donc par une activité récréative.

Activité Soient A, B, C trois points de l’espace usuel & dont O est lorigine.
On suppose que les points O, A, B et C' ne sont pas coplanaires.

- Puisque O et C' ne sont pas confondus, il existe une unique droite & passant par ces deuz
points. Ona De P =(0C) <= OD et OC sont colinéaires <= 3Ilv € R, OD = vOC.
Autrement dit, tout vecteur O? de la droite & est un multiple du vecteur &%, et réciproquement.

On peut dire que v est l’abscisse du point D sur la droite (@, O?), la coordonnée de D dans le

repére (O, C) de 2, la coordonnée de @ dans la base O? de 9, base qui contient un seul vecteur.
- Puisque les points O, A et B ne sont pas alignés, il existe un unique plan & passant par ces
trois points. On a alors P € 2 = (0OAB) <= 3 (A, p) € R?, OP = )\O‘/>1—|—u0 .
Autrement dit, tout vecteur O? du plan & se décompose en somme de multiples des vecteurs O—)A
et O?, et réciproquement.
On peut dire que (A, ) sont les coordonnées de P dans le repére (O, A, B) de &2, les coordonnées
de O? dans la base <0—1>4, O?) du plan 22, base qui contient deux vecteurs.
- Les points O, A, B et C ne sont pas coplanaires donc, pour tout point M de lespace &, il
existe un unique triplet (X, p, v) € R3 tel que  OM = NOA + uOB + vOC.
Autrement dit, tout vecteur OM de l’espace & se décompose en somme de multiples des vecteurs

ﬂ, O? et O?, et réciproquement.
On peut dire que (X, u, v) sont les coordonnées de M dans le repére (O, A, B,C) de &, les coor-

données de O—]W> dans la base (O—ﬁ, O?, O?) de l'espace &, base qui contient trois vecteurs.

Ainsi, pour chacun des objets géomé-
triques précédents, droite, plan ou es-
pace, un point appartient & lobjet si,
et seulement si, le vecteur d’origine O
associé a ce point peut s’écrire comme
combinaison linéaire des vecteurs d’une
base de cet objet. Le cours qui suit géné-
ralisera ces observations et l'on se sou-
viendra, pour une meilleure compréhen-
sion, que l'on identifie les points de [’es-
pace et les vecteurs issus de [origine
ayant pour extrémité ce point.

Dans tout le chapitre, n désigne un entier naturel non nul, d, p et ¢ sont des entiers naturels.
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1 L’espace vectoriel R"

1.1 Définitions

Définition 2.1 On désigne par R™ l’ensemble des n-uplets (21,2, ..., x,) de nombres réels.
Ces n-uplets sont appelés vecteurs de R™ (sur lesquels on ne mettra pas de fléches).
On rappelle que  (x1,22, ..., Zn) = (Y1,Y2, -+, Un) <= Vie[1;n], z;=uy;.

On définit deux opérations, l'une interne, l'addition de deux vecteurs, et l'autre externe, le produit
d’un vecteur par un scalaire, de la maniére suivante.

- L’addition de deux n-uplets (x1, 22, ..., xpn) et (y1,Y2, - .., Yn) de R™, notée +, est définie par
(1,2, . xn) + (W1, 02, -5 Yn) = (@1 + Y1, 22+ Y2, - Tn + Yn)-

- Le produit d’un n-uplet (x1, 2, ..., Tn) € R™ par un scalaire (un réel) X € R, notée . , est définie

par  A(x1,Ta, ..., xn) = (A1, Axe, ..., ATy,).

Sil'on note x = (x1,22,...,2n) € y=(y1,Y2,..--,Yn), alors ces opérations seront notées

x+y et Az (ouldx) respectivement.

A
Ty Yof - mm o - =3
Y2b---- :
T +y '
: :
) ' '
Tof-f-- S oL EE LR LTy !
| h !
' '
—37%1 : T = (21, 2)] '
: Y1 z1 T1+ Y1
—%z ---------- 7%m2

Théoréme 2.1
On note x = (x1,x2, ..., Tn), Y= (Y1,Y2, ---,Yn) €t 2 = (21, 22, ..., 2n) les vecteurs de R".
* L’addition des vecteurs est commutative : ¥V (z,y) € (R")?, z+y=y+z.
* L’addition des vecteurs est associative :
V(z,y,2) € (RMS, (o+y)+zmat(y+ta)=aty+e
o 1l existe un unique élément de R™, noté Ogn, tel que VYr € R", x4 0Ogn =x.

Orn est dit neutre pour laddition, vaut Og» = (0, ...,0) et est appelé vecteur nul.
e Pour tout x € R™, il existe y € R™ tel que x+y=y+x=0gn. Un tel y est unique, il est
appelé  opposé de x, est noté —x et vaut (—x1,—Ta, ...,—Tp).

o La multiplication d’un vecteur par un scalaire est associative, distributive par rapport a l'addition
des vecteurs et celle des réels, et posséde un élément neutre :

V(A p)eR: Ve e R", (\p).x=\(pz)=\ux

SVAER,V(z,y) € (R)?, Az+y) =lz+A\y

V(XA p)eR?, VzeR”, (A+p)x=\z+px

YreR" lz=zx

Démonstration : Tout ceci découle immédiatement des propriétés similaires de ’addition et du
produit des nombres réels que ’on applique coordonnées par coordonnées. ]

Remarque : On dit que R™ est ainsi muni d’une structure d’espace vectoriel. De maniére similaire,
I’espace des fonctions de R dans R, ’espace des fonctions continues de I dans R, I’espace des suites,
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I’espace des suites convergentes, ’espace des matrices carrées d’ordre n,... peuvent aussi étre munis

d’une structure d’espace vectoriel, en définissant Af +g par (Af +g)(z) = Af(z) + g(2)

pour le premier espace par exemple. Les vecteurs ne sont alors plus des n-uplets de réels mais des

fonctions, des suites, des matrices,... Les structures vectorielles sont d’une grande importance dans
b) b b)

I’étude de ces ensembles. Cette année, nous nous contenterons, dans I'immense majorité des cas,

d’études dans R"™.

Propriété 2.2  Pseudo-intégrité de la multiplication d’un vecteur par un scalaire
VAeER,Vx eR", Ax=0r: <= A=0 oux =0gn.

Démonstration : Ona Az = (21,22, ...,2,) = (Ax1, A\22, ..., Azy).

-Testclairquesi A=0 ou x=0gs, alors Az=(0,...,0)=0gn.

- Supposons que Az = (0, ...,0) = Ogn.

Onaalors Vie[l;n], Ax;=0 c-a-d. Vie[l;n], A=0 ou z;=0.

Si A#0, alors Vie[l;n], ;=0 e x=(0,...,0)=0gn. O

1.2 Combinaisons linéaires

Définition 2.2 Une famille de vecteurs de R™ est un p-uplet (e1, ez, ...,ep) € (R™)? de p
vecteurs de R™, ou p € IN. Si p est nul, on dit que la famille est vide.

Définition 2.3  Soient p € N* et F = (e1, €2, ..., ep) € (R™)P une famille de p vecteurs de R™.
On dit qu’un vecteur x € R™ est combinaison linéaire des p vecteurs de F s’il existe p scalaires
P
M,y Ap tels que =Y Nie; = Arer + Agea + ... + Apep.
i=1
Les scalaires \; sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.
Par convention, on dit que la famille vide admet pour seule combinaison linéaire, le vecteur nul Ogn .

Exemples : o Dans R®, = = (1,1,4) est combinaison linéaire des vecteurs
e1=(3,1,-1), ex=(-1,3,1) et e3=(0,2,—-1). Eneffet, z=1e1+2e2—3es.
o Le vecteur nul est combinaison hnéairg de toute famille de vecteurs :

Vp € N*, V(e1,...,ep) € (R™)P, Orn = > Oe,.
i=1

1.3 Base canonique de R”

Définition & Propriété 2.3
Soient les vecteurs ¢; = (1,0,...,0), ¢2=1(0,1,0,...,0),..., ¢, =(0,...,0,1) de R".
La famille de vecteurs Cp = (c1,...,cn)  est appelée base canonique de R™.
Tout vecteur de R™ s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de C,, :
n
x=(x1,...,%,) Si, et seulement si, = x;¢;.
i=1
Les réels x; sont appelés coordonnées du vecteur x dans la base C,,.
T
La matrice colonne € M 1(R) est la matrice des coordonnées de x dans cette base.
In
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Démonstration : Par construction des vecteurs ¢; de la base canonique, on a I’écriture suivante.

x=(21,...,2n) = 21(1,0,...,0) + 22(0,1,0,...,0) + ... + £,(0,...,0,1) = > z; ¢;.
i=1

n
Démontrons I'unicité de la décomposition en supposant que le vecteur x s’écrit aussi = = > y; ¢;.
i=1

n n n
Alors, (0,..,0) =0gpn =z—2= > x;ci—Y yici = y_ (x; —y;) ¢ = (T1—Y1, L2—Y2, e, T —Yn)-
i=1 i=1 i=1
Ainsi Vie[1l;n], z;,—yi=0 et vy, =u;. O
Exemple : La base canonique Cz de R? est la famille constituée des vecteurs
c1=(1,0,0), c2=(0,1,0) et e¢3=(0,0,1).
Tout vecteur x = (a,b,c) de R? s’écrit alors de maniére unique x =ac; +bcy + ccs.

2 Sous-espaces vectoriels de R”

2.1 Définition

Définition 2.4 On appelle sous-espace vectoriel (s.e.v.) de R™, toute partie non vide de R"
stable pour l'addition et pour la multiplication par un scalaire.
Asev. deR" < AePR")\{2} e V(N z,y)eRxA%, z+ycA e IxeA.

Théoréme 2.4 A est un s.e.v. de R" si, et seulement si,
» A est une partie non vide de R"™,
c V(z,y)€ A%, V(A pu)eR? Ax+uye A

Démonstration : Soient (z,y) € A% et (X, u) € R2

Si A est stable par multiplication par un scalaire, alors Ax € A et puye A.

Et si de plus, A est stable par addition, alors Az + uy € A.

Réciproquement, si A est stable par combinaisons linéaires, alors x4+ y = la+1y € A et
Az = Az + 0y € A. O

Remarques : + Autrement dit, une partie non vide est un s.e.v. si, et seulement si, elle est stable
par combinaisons linéaires.

+ Ce théoréme est encore vrai sous la condition V(\, z,y) € R x A2, Xz +ye A

* Si Aest uns.e.v. de R", alors Og» € A. En effet, pourz € A # &, 0z = lz+(—1)x = Og~ € A.
Pour démontrer qu’une partie est un s.e.v., on n’oubliera pas de justifier qu’elle est non vide,
généralement en montrant qu’elle contient Ogn.
Pour montrer qu’une partie n’est pas un s.e.v., on commencera par se demander si elle contient
Or» ou non.

Ezemples : o R™ et {Ogn} sont dess.e.v. de R™.

o Soit A={(a,b,c)eR?|2a+3b—c=0}

-Ona ACR3.

-Ona 2x043x0—-0=0 donc Ogrz€A et A#Q.

- Soient x = (a,b,c),y=(ad', b, )eAet A\, p€R.

Posons (a”,b",c")=z=X x4+ py = (Aa+pa’ , \o+pb', e+ pc).
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Puisque  2a”+3b"—c” = 2(Aa+pa’) +3(Ao+ub’ ) — (Ae+puc’) = AM2a + 3b — ¢)+p(2a’ + 30 — )
0,

20" + 3" — ¢ (w,ngAQ 0N+ Op =
- A est donc un s.e.v. de R3.

o Soit B ={(,B,y,8) ER*| x — 2B + 3y —45+5=0} C R%
Puisque 0—-2x04+3x0—4x0+5=5+#0, Ops&€B et B n'est pas un s.e.v. de R%.

o Soit C={(x1,z2,73) € R>| 2120 — 25 =0} C R
Onabien 0x0—-02=0 donc Orsc€C et C#@ maisil ne semble pas que la relation
définissant C' soit linéaire. Vérifions que C' n’est pas stable par combinaison linéaire.
Puisque 1x1-12=1x1—(=1)2=0 et 2x2-02#0, ona z=(1,1,1)€eC,
y=(1,1,-1)eC mais xz+4+y=(2,2,0)¢C. C n’est pas stable par addition : C n’est
pas un s.e.v. de R3.

o Soient (a,b)€ R*\{(0,0)} etladroite Z,p={(z,y)€R?|ax+by=0}
- Ona .@a’bCRQ.
+Ona ax0+bx0=0 donc Or2€%,p et Dup#D.
- Solent u=(z1,y1), v="_(22,Y2) € Zup et A, p € R.

Posons (z3,y3)=w=Xu+pv=A(x1,y1)+p(x2,y2) = (Ax1 + paa, Ay1 + py2 ).

U,V €D,
Ona axz+bys = a(Axy+pxa) +b(Ay1 + py2) = AMazy +byr) + p(azs + bya) 7 0 +0u=0

et W=+ pv€ Pyy.
- La droite %, est donc un s.e.v. de R?.

° On a vu au premier semestre que I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene a
n inconnues est un s.e.v. de R™. Par exemple,

(S);{Hy“ =9 <:>{y = F, = (z,y,2)eS={(-2,t t)|teR}

ona z=JAr+puy¢c€ A

y—z x
Cet ensemble solution S est non vide et stable par combinaisons linéaires.
Eneffet, Ors=(0,0,0)=(-2x0,0,0)€S etpourtous A peRett,t R,

A(=2t, b, )b (=2t ) = (—20\t+ pt'), e+ pt!, M+ pt' ) T ST (o ) € S.
2.2 Sous-espace vectoriel engendré

Définition & Propriété 2.5  Soit (e1,e2,...,ep) une famille de vecteurs de R™.

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vecteurs de cette famille est un sous-espace
vectoriel de R™, appelé sous-espace vectoriel engendré par (e1,eq, ..., ep).

On le note  Vect(ey,ea,...,ep) et Uon dit que (e1,ea,...,ep) en est une famille génératrice et
que les vecteurs eyq,..,e, en sont des vecteurs générateurs.

p
Vect(el,eg,...,ep) = {Z i€ | ()\1, ...,)\p) S ]Rp} = {)\1€1+)\2€2+...+)\p€p | ()\1, ...,)\p) S Rp}
=1

Démonstration : - Si la famille est vide, c.-a-d. si p = 0, alors 'ensemble de ses combinaisons
linéaires est I’ensemble {Og~ }, qui est un s.e.v. de R™.

- Si la famille n’est pas vide, alors par définition, ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
de vecteurs de cette famille n’est pas vide et il est stable par combinaison linéaire. Le théoréme
2.4 permet alors de conclure que c’est un s.e.v. de R™. ]
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Ezemples : °  Vect ((Ogn)) = {Orn }.

e R™ = Vect (Cn) = Vect (cl, - cn) ouC, = (c1,...,¢n) est la base canonique de R™.

o A={(a,b,c)eER3|2a+3b—c=0}={(a,b,2a+3b)|(a,b) € R?} est s.e.v. de R3.
Ona (a,b,2a+3b)=a(1,0,2)+0b(0,1,3)
donc A:Vect(a1:(1,0,2),a2:(0,1,3)).

o Soit F3 = (f1, f2, f3) la famille des vecteurs f; = (0,1,1), fo = (1,0,1) et
f3=(1,1,0) de R3 Montrons que Vect(F3) = R3.
Soit x=(a,b,c)€R? etcherchons (a,fB,v)€R? telque z=oafi+Bf2+7fs
Ona (a,b,¢c)=a(0,1,1)+8(1,0,1)+~(1,1,0)

B+y=a y=a-p p
<:>{a+'y= = a=b—y=b—(a—-p) <= a
~y

(b—a —0—75) +B8=c
et z=3(—a+b+c)fi+ila—b+c)fotz(a+b—0c)fs.
La famille F3 est donc génératrice de R>.

o L’ensemble .# des solutions du systéme (S) précédent est le s.e.v. de R? suivant :

S ={(-2t,t,t)|teR}={t(-2,1,1) |t € R} = Vect ((—-2,1,1)).

o Sous-espaces vectoriels de R?
Nous savons que Vect(&) = {Og2} et Vect (c1(1,0),c2(0,1)) =R?* sont des s.e.v. de R?.
Montrons que les droites de R? passant par ’origine sont exactement les s.e.v. de R? engendrés par
un unique vecteur non nul (qui portera exceptionnellement une fleche par habitude ou nostalgie) :

V(a,b) € RE\{(0,0)}, Dup=1{(z,y)€R?|ax+by=0}= Vect (7(—1), a)).
En effet, pour (a, b) € R?\ {(0,0)},

M (z,y) € Vect (W (~b,a)) < INER, (z,y)= T =A(-b,a)=(-\b, \a)
< dNeR, z=-X et y=la = azx+by=a(-Xb)+bXa)=0 <= M (z,y)€E Dap.

St b=0, alors a#0 et

M(z,y) € Zap <= ar=0 < 2=0 = M=(0,y)¢€ Vect (¥ (0,a)).

Si b#0, alors M(z,y)€ %ap <= ar+by=0 <= y=—7x

= M(z,—%)=—tz.(-b,a)= —%x.ﬁ € Vect (7(—b, a)).
La suite de ce cours nous permettra d’affirmer que tout s.e.v. de R? peut étre engendré par zéro,
un ou deux vecteurs et qu’il est donc de I'une des trois formes  {Ogn}, Zap = Vect ((=b, a))
ou 2. Une illustration s’impose.

CLQk ...... @2 R2

73

1
} = Vect (Og2), % = Vect(u]) = Vect(171) = Vect(171>,171), Dy = Vect(u3),
) et Vect(ut,us) = Vect(ub, us) = Vect(ud, u, uj) = R2.

On a {Og2
D3 = Vect(tT)g
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Propriété 2.6  Soit Vect(eq, ..., ep) un sous-espace vectoriel engendré par p vecteurs de R™.
+ Vect(e1, ...,ep) ne dépend pas de Uordre des vecteurs e1,..,ep :
V(i,j)e[l ;p]]Q, Vect(eq, .., €1y .oy €5, ooy €p) = Vect(e1, .., €5, .., €4, ey ).
P
« Pour tous réels oa,...,0t,, Vect | e1 + Y oe;, e, ...,ep> = Vect(eq, eg, ..., €p).

i=2
* Siepy1 est combinaison linéaire des vecteurs eq,...,e;, alors

Vect(ex, ..., ep, epy1) = Vect(eq, ..., €p).
En particulier,  Vect(e1, ..., ep, 0rn) = Vect(er, ..., ep).
o SiB1,...,Rp sont des réels tous non nuls, alors  Vect(fiex, ..., Bpep) = Vect(eq, ..., ep).

Autrement dit, on ne change pas le sous-espace vectoriel engendré lorsque 'on échange deux
vecteurs, lorsque l'on ajoute & 'un des vecteurs une combinaison linéaire des autres, lorsque 'on
ajoute un vecteur qui est combinaison linéaire des autres et lorsque ’on multiplie les vecteurs par
des scalaires non nuls. Ces opérations sont les analogues des opérations élémentaires que 'on a
décrites pour les systemes linéaires et pour les matrices.

Démonstration : - Puisque 'addition de R™ est commutative,
Aer + .o+ e + .+ )\jej + ...+ )\pep =MNer+ ...+ )\jej + o+ Ne; + .+ )\pep.

2
- Soit  une combinaison linéaire de (el + > e, e2,..,€p
i=2
2 2 P
Ona z=X\ (61 + Z 0(1‘61‘) + Xoeo + ... + )\pep = \e1 + Z Ao e; + Z i€
i=2 i=2 i=2
P
et  x=MXe1+ > (Ao + Ai)e; € Vect(er, ..., ep).
i=2

Réciproquement, soit © € Vect(e, ..., €p).

p p p p p
Ona x= E Niei = Mej + E i€ = Aer + A\ E xje; — E Ao e; + E i€
: : : : =

i=1 =2 1=2 1=2

p p p
et =X\ (61 + Z 0%61‘) + Z()‘l - )\10(1‘)(:’1‘ € Vect (61 + Z oGe;, €9, ...,ep) .

1=2 1=2 1=2
P
Soit ept1 = . e une combinaison linéaire des vecteurs ei,..., e, et soit
i=1
p+1 P P P
x € Vect(er,...,ep,epr1).  Ona = > pe; = > pi€i + fpr1€pt1 = D i€ + fpt1 D Ni€;
i=1 i=1 i=1 i=1
P
et == (fi+ppr1Ai)e; est combinaison linéaire des vecteurs es,..., e, : 2 € Vect(eq, ..., ep).
i=1
Réciproquement, si z € Vect(eq, ...,e,), alors x € Vect(eq, ..., ep, epr1) en posant p,41 = 0.
P P
- Soit = € Vect(Pier,...,Bpep). Ona =73 N(Bie;) = > (Nifi)e; € Vect(en, ..., ep).
i=1 i=1
Réciproquement, soit = € Vect(eq, ..., ep).
L Bi#0 &N ), P
Ona z=> Ne; = > B_Zﬁiei = > wi(Pie;) € Vect(Pier, ..., Bpep). O
i=1 i=1 i=1

Ezemples : ° Soient (a,b) € R
Ona  Y,p = Vect (7 (=b,a)) = Vect ((—27) (2b, —2a)) = Vect (Ogz, (—27), 7)

o Soient w3 =(2,1,0), wu2=1(0,2,1) et wuz=(2,3,1) trois vecteurs de R3.
Puisque w3 =u; +ua, ona Vect(uy, us, ug)= Vect (uy, ug).
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2.3 Méthode

En général, pour montrer qu’un sous-ensemble d’un espace vectoriel est un sous-espace vectoriel :
* soit on utilise la caractérisation abstraite : il est non vide et stable par combinaisons linéaires,

* soit on montre qu’il est égal & un sous-espace vectoriel engendré par un certaine famille :
Vect(eq, ..., ep).

3 Bases et familles libres
3.1 Bases d’un sous-espace vectoriel

Définition 2.5  Soit E un sous-espace vectoriel de R™.
Une famille B = (e1,...,eq) de vecteurs de E est une base de E si pour tout vecteur x de E, il

d
existe un unique d-uplet (r1,...,xq) de réels tels que x = z;e;.
i=1

On dit que les réels x1,..., x4 sont les coordonnées du vecteur x dans la base B.

Autrement dit, une base d’un s.e.v. est une famille génératrice de ce s.e.v. dans laquelle la
décomposition de tout vecteur est unique.

Ezemples : ° La base canonique de R™ définie en page 32 est une base de R".

> On a vu en page 35 que la famille F3 = (f1, fo, f3) est génératrice de R3. De plus, lors du
calcul, les coefficients «, 5 et v sont apparus nécessairement uniques, entierement déterminés par
les coordonnées de = dans la base canonique. La décomposition de x dans F3 est donc unique et
F3 est une base de R3.

Nous admettrons les résultats suivants.

Théoréme 2.7  Si un sous-espace vectoriel E de R™ admet une base constituée de d vecteurs,
alors toute autre base de cet espace E est également constituée de d vecteurs.
L’entier naturel d est alors appelé dimension du sous-espace E et l'on note d = dim(FE).

Autrement dit, toutes les bases d’un méme s.e.v. de R™ ont le méme cardinal, le méme nombre
d’éléments.

Ezemples : © Puisque R"™ = Vect(cy,...,¢n), dim(R™) =n.

o Puisque {Ogn} est engendré par la famille vide, dim({Og~}) = 0.

° On a vu que la famille F3 définie en page 35 est une base de R?® et I'on a bien
Card(F3) = 3 = dim(R?).

o Soient u; = (2,1,0), ug=(0,2,1) et ug=(2,3,1) les vecteurs de R?® précédents.
Pour v = (2,-1,-1), on peut écrire v = 1(2,1,0)—1(0,2,1) = lu; — luy et
v=1(2,3,1)—2(0,2,1) =1uz—2us donc la décomposition de v dans la famille (uy, us, us)
n’est pas unique et (w1, ug, ug) n’est pas une base de R3, ni méme de Vect (u1, ug, ug).

On le savait déja car  ug = u1 + uo = lug + lus + Ouz = Ouq + Oug + lus.

o Dans la figure de R? suivante, on a les décompositions T = x1c1 + 2202  dans la base

canonique (c1,¢3) et z=a1 W +as ¥  dans la base (7, 7).
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Théoréeme 2.8  Si un sous-espace vectoriel de R™ est de dimension d, alors toute famille géné-
ratrice de ce sous-espace contient au moins d vecteurs.
Autrement dit, tout s.e.v. engendré par p vecteurs est de dimension inférieure ou égale d p.

Remarques : + Ainsi, toute base d’'un s.e.v. de R" est une famille génératrice minimale, au sens
du plus petit cardinal possible.

» Toute famille contenant strictement moins de vecteurs que la dimension de ’espace auquel
elle appartient n’est donc pas génératrice.

Ezemple : La famille constituée des deux vecteurs e; = (3,1, —-1) et exa=(—-1,3,1) de
R? n’est pas génératrice de R3.

3.2 Familles libres

Définition 2.6 On dit qu’'une famille F = (e1,...,eq) de g vecteurs de R" est libre si toute

combinaison linéaire nulle de e1,...,eq ne peut s’écrire qu’avec des scalaires nuls :
q

Aie; = Opn = Vi € ﬂl;qﬂ, A = 0.
=1

F = (e1,...,eq) est libre si, et seulement s,

1
Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

q

On remarquera que si les \; sont tous nuls, alors la combinaison linéaire triviale > Oe; lest
i=1

aussi mais ce n’est pas le sens de cette définition : la décomposition du vecteur nul doit étre unique.

Ainsi, une famille est libre si toute combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire triviale.

Par ailleurs et par convention, la famille vide est libre.

n
Ezxemples : ° La base canonique de R"™ est une famille libre : supposons que Aic; = Ogn.
=1

On aalors (A1, A2, ..., An) = (0,0,...,0) et Vie[l;n], \;=0.
o Soit F5 = (f1, fo, f3) la famille des vecteurs f; = (0,1, 1), fa=(1,0,1)et f3=(1,1,0)
de R? introduits en page 35 et soit une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs :
afi +Bfz+vfs =0gs. Onaalors «a(0,1,1)+8(1,0,1)+~v(1,1,0)=(0,0,0)
{ B+ 0 B
= o+
a+p 0
et la famille F5 est libre dans R3.
Sinon, avec I’étude p.37, on sait que F3 est une base, donc la décomposition dans F3 est unique. Il
vient alors  afi +B8fo+7f3 =0rs <= afi+B8fo+vf3=0f1i+0f2+0fs =a=F=v=0.

I
o

—a <= f=-vy=—a=a <<= a=p=v=0

-
1] —a
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Remarque : Par définition, la décomposition dans une base de tout vecteur est unique donc en
particulier, celle du vecteur nul : toute base est une famille libre.

Propriété 2.9

Toute combinaison linéaire de vecteurs d’une famille libre s ‘écrit de maniére unique.
q

Si F = (e1,...,eq) est une famille libre, alors > Mie; = Z wie; =Vi € [1;q], N = p.
i=1

= i=
Si F = (e1,...,eq) est une famille libre, alors (e1,...,eq) est une base de Vect(eq, ..., eq).

q q
Démonstration : On a Z Ai€; — Z ie; = Z()\ wi)e; = Ogn et la famille étant libre,

Ai—p; =0.  Toute decompos1t10n dans la famllle F est donc unique. Puisqu’elle est trivialement
génératrice de Vect(eq, ..., eq), c’'en est par définition une base. O

Ezemple : Soit  A={(a,b,c)eR?|2a+3b—c=0}=Vect (a1 =(1,0,2),a2=(0,1,3)).
Supposons que  Ajaj + Agag =0grz.  Alors, (A1, A2, 2X\1 +3X2)=(0,0,0): A\ =X2=0.
La famille (a1, az) est donc libre. C’est ainsi une base de Aet  dim(A) = 2 (un plan de lespace).

Ainsi, l'unicité de la décomposition du vecteur nul dans une famille impose 'unicité de la
décomposition de tout vecteur dans cette famille, la réciproque étant triviale.

Théoreme 2.10  Soit B une famille d’un sous-espace vectoriel E de R™.
B est une base de E si, et seulement si, B est une famille libre et génératrice de E.

Démonstration : Par définition, une base est une famille génératrice. On a vu que si une famille
est une base, alors elle est libre. La propriété précédente implique que si elle est libre, alors la
décomposition de tout vecteur dans cette famille est unique et c’est donc une base. ]

Voici des cas particuliers de familles libres bien utiles.

Propriété 2.11  Soit (z, y) € (R")%.

» Toute famille contenant Ogn est lice.

 La famille () est libre si, et seulement si, x#0grn. Vect(x) est alors appelé droite vectorielle.
* La famille (x,y) est libre si, et seulement si, x ety ne sont pas colinéaires, c.-a-d. proportionnels.

En revanche, lorsque la famille comporte au moins trois vecteurs, il faudra souvent revenir a la
définition pour démontrer qu’elle est libre.

Démonstration : - Ona 0Oe; +0ez+...40ey+1.0r» = Ogr» : combinaison linéaire non triviale
et nulle. La famille (eq, ..., e, Ogn) est liée.

- La propriété 2.2 en page 32 donne directement le résultat : Az =0rn <= A =0ouz = Ogn.
- Si 'un des vecteurs = ou y est nul, alors la famille (x, y) est liée.

Supposons que = et y non nuls sont proportionnels : I\ € R*, y = Ax.

Ona (—ANz+1ly=- x+Ax=0g»: combinaison linéaire non triviale et nulle, (x,y) est liée.
Réciproquement, supposons que la famille (x,y) est liée.

Il existe donc A, i € R non tous nuls tels que Az 4+ py = Ogn.

Si A#0, onaalors x=—fy: lesvecteurs x et y sont colinéaires.

Sinon, p#0 et y= —ﬁx : les vecteurs z et y sont colinéaires. O

Ezemple : Pour tout (a, b) € R2\{(0, 0)}, le vecteur @ (—b, a) constitue une famille libre
et génératrice et donc une base de la droite %, ; d’équation cartésienne az + by = 0.
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Propriété 2.12  Soit F = (e1, e, ..., ¢q) une famille libre de R™.
* La famille F' = (e1, ez, ...,eq—1) est libre.
o St f & Vect(F), la famille (e1, ez, ..., eq, f) est libre.
o Sio,...,aq sont des réels tous non nuls, alors la famille (oieq, ..., xqeq) est libre.

Autrement dit, si 'on retire un vecteur a une famille libre ou si ’on ajoute un vecteur qui n’est
pas combinaison linéaire de vecteurs de la famille ou si 'on multiplie ses vecteurs par des scalaires
non nuls, alors on obtient une famille qui est encore libre.

Démonstration : -+ Si ¢ =1, alors la famille 7’ est vide et donc libre, par convention.
qg—1 q—1
Soit ¢ > 2. Supposons que Y A\;je; =0r». Onaalors > A\e;+0.eq=0gr» et puisque F

i=1 i=1

est libre, Vie[l;q—1], A =0: F = (e1,e2,...,eq—1) est libre.

q

- Soit f & Vect(F). Supposons que Aiei + pf = Ogn.
i=1

(—%)ei est combinaison linéaire des vecteurs de F

M

Si pu#0, alors f=-—

==

q
)\iei =
i=1

i=1

ce qui contredit ’hypothese.

Aie; = Ogn et puisque F est libre, Vi € [1;¢9], X =0:
1

Ainsi, p = 0. Alors,

q

3
(e1, €2, ..., eq, f) est libre.

d d Flib. . o A0 .
Z:l)\l((xlel) = Opn = ;()\10(1)61 = Opn = Vl, o =0 == VZ, A =0 (06161,...,O(q6q)
est libre. B ]

Voici un critere de non liberté.

Propriété 2.13  Une famille de cardinal q > 2 est liée si, et seulement si, au moins l'un de ses
vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Démonstration : Soit F = (e1, ..., ¢q) une famille de vecteurs.

q
Supposons que e; soit combinaison linéaire de es,....eq. On a er = Y. Ae donc
i=2

a
l.eg — > Aje; =0gn  est une combinaison linéaire non triviale et nulle : la famille F est liée.
i=2
Réciproquement, supposons que la famille F est liée. Il existe donc une combinaison linéaire non
q

triviale et nulle des vecteurs de F : Y Aje; = Og» ot au moins I'un des \; est non nul, disons
i=1
q q q
A #0. Onaalors Mei+> e, =0grn et e = _711 Shie = —i—;‘ei, combinaison
i=2 i=2 i=2
linéaire des autres. U
Ezemple : Soient les vecteurs wv; = (1,0, —1), w2 =(-1,2,1) et w3=(3,—-4,-3)
de R? et soit une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs :  aw; + Bvs + Yv3 = Ops.
Onaalors «(1,0,-1)+8(-1,2,1)4+~(3,—-4,-3)=(0,0,0)
a—B+3y = a = —v )
<= 28—4y = 0 <= ... { 3 = 2 qui n’est pas de Cramer.
—a+pf-3y = 0 v

Pour v =1, on obtient —w; +2vy +v3 =0 <= v1 = 2vy +v3 : la famille (v1, va, v3) est liée.

Le résultat suivant est admis.
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Théoréme 2.14  Si un sous-espace vectoriel de R™ est de dimension d, alors toute famille libre
de ce sous-espace contient au plus d vecteurs.

Remarques : * Ainsi, toute base d’un s.e.v. de R™ est une famille libre maximale, au sens du plus
grand cardinal possible.

» Toute famille contenant strictement plus de vecteurs que la dimension de I'espace auquel elle
appartient est donc liée.

Ezemple : La famille constituée des trois vecteurs e=1(1,2), f=(1,3) e g¢g=(2,5)
de R? n’est pas libre. En effet, le+1f+ (—1)g = Oge.

Nous avons déja démontré la premier point du théoreme suivant. Les autres sont admis.

Théoréme 2.15  Soit E un s.e.v. de R™ de dimension d.
* Une famille de E est une base de E si, et seulement si, elle est libre et génératrice de E.
 Toute famille libre de E contenant d vecteurs est une base de E (libre mazimale).
 Toute famille génératrice de E contenant d vecteurs est une base de E (génératrice minimale).
o Si Fq est une famille de E de cardinal d, on a  Fg libre <= F4 génératrice <= Fq base.

Remarques : » Onse souviendrade Card(libre)< Card(base)< Card(génératrice) avec égalité
si, et seulement si, c’est une base.

» Attention, si ¢ < d < p, toute famille de Ensembles des familles d’un s.e.v. de dimension d de R*n

cardinal p d'un s.e.v. de dimension d n’en est T T

pas nécessairement génératrice et toute famille de | “ieferiied) T decniel = 4] Rl decordil > d
cardinal ¢ d’'un s.e.v. de dimension d n’est pas I‘ _
nécessairement libre. L e
Par exemple, si e € R? non nul, (e, 2e,3e,4e) V Libres inis
est de cardinal 4 > 3 et n’est pas génératrice de R3,
et (e,2e) est de cardinal 2 < 3 et n’est pas libre

dans Rg. ><Génc’. min.
PANVAN
/ Familles génératrices
MXIN N NN

Ci-contre, un diagramme de Venn résumant bien la
situation.

Ezemple : Soit F3 = (f1, f2, f3) la famille des vecteurs f; = (0,1,1), fo = (1,0,1) et
fs=1(1,1,0) de R? introduits en page 35. Avec ce que 1’on a vu précédemment, on a
- Card(F3) = 3 et F3 libre donc F3 libre maximale dans R : c’est une base de R3.
- Card(F3) = 3 et F3 génératrice donc F3 génératrice minimale dans R? : c’est une base de R3.
- F3 est libre et génératrice de R? donc F3 est une base de R3.
. F3 est une base de R3 donc Card(F3) = 3 et F3 libre et génératrice de R3.

Bases

Le théoreme suivant est constitué de divers résultats tres utiles, intuitifs et rassurants mais loin
d’étre évidents. Nous I'admettrons.

Théoréme 2.16

e Tout s.e.v. de R™ admet une base.

e Si E est un s.e.v. de R™ de dimension d, alors d<n.

e Soient E et F des s.e.v. de R™.
- Si F est une base de F' de cardinal p, alors F CFE < F CEP, e VfeF, fekE.
-8 FCE e dim(F)=dim(E), alors F=EF.

3. BASES ET FAMILLES LIBRES 41



Ezemple : Soient F = Vect (w1 =(3,1,0),wy=(-2,0, 1))
et E={(z,y,2)€R?|2—3y+22=0} dess.ev.de R Montrons que F =E.

- La famille F = (w1, ws) est libre car w; et we ne sont pas proportionnels. Génératrice de F,
F est donc une base de F' et dim(F) = 2.

-Ona 1x3-3x142x0=0 donc wi€E et 1x(-2)—3x0+2x1=0 donc
we € E.  Puisque F C E?, les s.e.v. le sont aussi :  Vect(F) = FCE.

‘Puisque 1x1-3x04+2x0=1#0, (1,0,0)¢E et E#R.

- On a alors 2 = dim(F) < dim(E) < 3 = dim(R3). Donc dim(E)=dim(F)=2 et F=E.

4 Rang d’une famille de vecteurs

Cette notion sera essentielle dans le prochain chapitre d’algebre linéaire.

Définition 2.7  On appelle rang (rg) d’une famille (e1, ..., ep) de p vecteurs de R™, la dimension

du sous-espace engendré par cette famille :  rg(es,...,ep) = dim (Vect(el, vy ep)).
C’est donc le cardinal des plus grandes familles libres contenues dans (e, ...,ep) et celui des plus
petites familles génératrices de Vect(ex, ...,ep) contenues dans (e, ..., ep).

Propriété 2.17  Toute famille libre de p vecteurs est de rang p.

Démonstration : En effet, si (e1, ..., €p) est une famille libre, alors on sait qu’elle forme une base
de Vect(eq, ..., ep), Pespace vectoriel qu’elle engendre. ]

es résultats sur les dimensions précédents meénent a 'inégalité suivante.
L Itat les d p dent tal lit t

Propriété 2.18  Si (eq,...,ep) € (R™)P, alors  rg(e1,...,ep) <min(n, p).

Démonstration : En effet, Card(eq,...,ep) =p donc dim (Vect(el, ...,ep)) <p
et e1,...,ep € R™ donc Vect(er,...,ep) CR™ et dim (Vect(el,...,ep)) < n. O

Exemple : Une figure bilan
Les plans sécants P et Q contiennent les vecteurs u, v, w et a, b, ¢ respectivement, ces vecteurs
n’étant pas deux & deux colinéaires. Les axes de R? sont également représentés.

Ona Vect(a,b,c) =Q, Vect(a,b) = Q,
Vect(3a) = Vect(a),

Vect(—b,2¢ + 4b,3a) = Q, Vect(v,w) =P,
Vect(u, 2v,3w —u) = P,

Vect(a, c,u) = R3, 2
Vect (b, —4c,2v,3w) = R3, rg(a) =1, 9 g
rg(—4w) = 1 rg(Ogs, u, 3u) =1, o

rg(, ) rg(”? 2v) =2, o
rg(a b, c) rg(u, v, w, 3u) = 2, D
rg(b, w) = 2 rg(b c,v) =3
et rg(u,v,—4b,c+ 2a) = 3.
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— Exercices

L’ESPACE VECTORIEL R"

Sauf mention contraire, n est un entier naturel non nul.
Exercice 2.1 (N1)a(N2) Soient les vecteurs a= (2, -2, —1), b:(1,1,2), c
d=(-4,4,2), e=(-2,0,-1), f=(3,-1,1), g=(5,-1,2), =
i=(3,1), j=(5,-2) et k=(-3,10) deR3ou R

1. Déterminer p=5i—3j+2k, q=4—j+k—2p, r=2a—4b—3c et s=2b—>5k.

2. Les vecteurs suivants sont-ils combinaison linéaire des familles stipulées?

=(-1,1,1),
(3,-7,-6),

(1) Vecteur k, famille (i, j). (12) Vecteur e, famille (a,b,c).
(2) Vecteur j, famille (i, k). (13) Vecteur a, famille (b, ¢, e).
(3) Vecteur i, famille (i, ;). (14) Vecteur f, famille (a,b,c).
(4) Vecteur g, famillle (a,b,c). (15) Vecteur a, famille (b, f).
(5) Vecteur h, famille (a, b, c). (16) Vecteur ¢, famille (a, b, f).
(6) Vecteur a, famille (i, j). )
(7) Vecteur k, famille (a, b, j). (17) Vecteur g, famille (i, j).
(8) Vecteur ¢, famille (a, b (18) Vecteur b, famille (c,d, h).
(9) Vecteur d, famille (b, c) (19) Vecteur ¢, famille (b, f, h).
(10) Vecteur d, famille (a,b). (20) Vecteur r, famille (f,g,h).
(11) Vecteur e, famille (a,b). (21) Vecteur e + b — ¢, famille (a).

3. On désigne par & et & le plan et I'espace géométriques associés 3 R? et R? et I'on appelle
A,...H Retl, J, K, P, Q les points de |'espace & ou du plan & correspondants aux vecteurs
précédents. Interpréter les résultats précédents en termes de géométrie classique.

4. Ecrire chacun des vecteurs 4, p et ¢ comme deux combinaisons linéaires différentes de (i,7,k).

5. (a) Montrer que tout vecteur u = (z,y) € R? est combinaison linéaire de la famille (i, j)
puis interpréter ce résultat. Cette décomposition est-elle unique ?

(b) Montrer que tout vecteur v = (x,y,z) € R® est combinaison linéaire de la famille
(a, b, ¢) puis interpréter ce résultat. Cette décomposition est-elle unique ?

Exercice 2.2 (N1) a (N2) On définit les ensemble suivants.
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(z,y,z)€R|z(2? +y?) = 0}.

(z,y) €R?|z+y >0}

(21, 22, 23) € R® | 11 = 23 = 23}
(a,b,c)eR?|2a—5b+c=0etb=—c}.
(a,b,c)€R3 |a=2b}

(r,y,2,t) ER* |z +y+2+t=0etz—2y—2+3t=0}
(z,y,2)eER?|z+y+a=0etx+3az=0} olacR.
(a,b,b,a) € R*| (a, b) € R?}.

(M, A+p)eR3| (A, ) e R?}
(z,y,z)eR3 |z +2y=0et2r=-3zetdy—2z=0}
(a+c,b—3c,2b—a)€eR?|(a,b,c)e R}
(ryry...,r7) € R"}.

(1,22, s xpn) ER™ |21 —22 =0}, n =2

(1,22, ..., xpn) E R™ |21 + 220 =0 et z9 + 323 =0}, n=>
(1,29, ...,x,) ER™ |21 — 329 =00u 223 +23 =0}, n>
( ) € R™ | 21 = 0}.

( ) € R™ | 21 # 0}.
( )
( )

T1, X2, .05 T

L1y T2y eney

8

n
T1,L2,...,Tn) € R™ | 1 = 1}
T1,22,...,Tn) € R™ | T 2 0}
(xl,xg, ,l‘n) e R" | 1 +2To+ ...+ Ty = 0}

1. Pour chacun de ces ensembles, déterminer si possible un vecteur lui appartenant et un vecteur ne
lui appartenant pas, vecteurs non nuls de préférence.

2. Parmi ces ensembles, lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

3. Le cas échéant, en déterminer une famille génératrice puis la dimension.

Exercice 2.3 (N2) Soient F et GG deux sous-espaces vectoriels de £ = R".

1. Montrer que F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que  F UG est un sous-espace vectoriel de ¥ <— F C G ou G C F.
Exercice 2.4 (N1) VouF?  On se place dans R*.

1. Si w € Vect(u,v), alors Vect(u,v,w) = Vect(u,v).

2. Vect(u,v) = Vect(u,u + v).

3. Si u et v sont non nuls, alors 3u + 4v est non nul.

4. R3 est un s.e.v. de R?.
Exercice 2.5 (N1) Dans R® onpose e;=(1,-1,2) et ey=(1,1,-1).

1. Montrer que les vecteurs = = (3,1,0), y = (1,5,-7), 2z =(-1,-3,4) et
t=(10, —2,8) sont combinaisons linéaires des vecteurs e; et es.

2. Déterminer un vecteur ez € R3 tel que la famille 7 = (e, ez, e3) soit libre. Que dire alors de F ?
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Exercice 2.6 (N1) Soient u=(1,1,1), v=(2,1,1), w=(1,2,1) et t=(1,1,2) des
vecteurs de R3. Montrer que la famille (u,v,w,t) est génératrice de R3. Est-elle libre?

Exercice 2.7 (N1) Soient e; = (—-1,2,0), e = (3,-5,-1), e3=(0,1,-2) et
es=(1,—1,1) des vecteurs de R>.

1. Justifier que I'un des vecteurs est combinaison linéaire des trois autres puis décomposer e4.

2. La famille F = (e1, ea, e3) est-elle libre ? Qu'en déduire pour F?
Exercice 2.8 (nN1) Soient les vecteurs e = (1,0,2,3), f=(0,1,2,3), ¢ = (1,2,0,3) et
h =(0,1,0,0) de R* Déterminer Vect(e, f,g,h).

Exercice 2.9 (n2) On considére V = {(z,y,2,t) € R4 |22 =0ety—2:=0)
et W={(v,y,2,t) ER*|x+2=y+t}

1. Montrer que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R*.

2. Donner une base de V, une base et W et une base de VN W.

Exercice 2.10 (nv1) Décrire tous les sous-espaces vectoriels de R3.

Exercice 2.11 (n1) Soient a=(1,1,1), b=(1,2,0) et ¢=(1,1,0) des vecteurs de R3.
Montrer que la famille (a, b, c) est libre dans R3. Est-elle génératrice de R??

Exercice 2.12 (n2) Soient uy = (1,0, —-1), uwe = (-1,2,1) et uz = (3, -4, —3) trois
vecteurs dans R3.

1. Déterminer le rang de la famille F = (uy , ua, us).
2. Qu'en déduire pour F7?
3. Déterminer un vecteur uy € R? tel que la famille G = (u1 , uz, ug ) soit génératrice de R3.
4. Que dire alors de G?
Exercice 2.13 (n1) Soient vy = (1, —1,1), v2—(2,-2,2) et vg=(2,—1,2) dans R3.
1. Peut-on trouver un vecteur w tel que (v1,va, w) soit libre ? Si oui, en construire un.
2. Méme consigne pour la famille (v1, vs, w).
Exercice 2.14 (n2) Soient w = (1,1, m), v =(0,1,2) e w = (1,0,3) trois

vecteurs de R3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que la famille
F = (u, v, w) soit une base de R3.

Exercice 2.15 (N1) On considére les vecteurs v =(1,2,1), v=(2,0,3) et w=(0,1,1)
formant une base de R3. Déterminer les coordonnées de ¢ = (—1, 10, 1) dans la base (u, v, w).

Exercice 2.16 (N2) On consideére les vecteurs de R®*  u = (1,—-1,1), v =(0,-1,2) et
w=(1,-2,3) etsoient F=Vect(u,v,w) et G={(z,y,2z)eR|z+2y+2=0}
des sous-espaces vectoriels de R?.

Montrer que F =G.

Exercice 2.17 (N2) Soit B= (e, f, g) une base de R3.
La famille F=(e,e+f,e+ f+g) estelle une base de R??
Et la famille G=(e+f,f+g,9+e)?
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Exercice 2.18 (n3) Hyperplans de R™

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On note (ey, ..., e,) la base canonique de R™ et I'on considére
la partie F' de R™ définie par F = {(x1,...,2) € R" | 21 + 22 + ... + 2, = 0}.
Pour touti € [1;n— 1], on pose  u; = ¢e; — ey,.

1. Montrer que F = Vect(u1, ..., un—1).

2. Montrer que la famille U = (uq,...,up—1) est une base de F. En déduire la dimension de F.

3. Soit w = (wy, ..., wy,) un vecteur de R™ tel que w; + ... + w, # 0.
Montrer que la famille W = (uq,...,up—1,w) est une base de R™.

4. On nomme hyperplan de R", tout s.e.v. de dimension n — 1.
En donner des exemples dans R? puis dans R2.

Exercice 2.19 (N2) On note (ey,...,e4) la base canonique de R? et, pour tout i € [1;4], on pose
E; = Vect(e;,e1 +ea +e3 +eq — €;).

1. Déterminer la dimension de F; pour tout i € [1;4].

4
2. Onpose FE = () E;. Montrerque FE # {Oga}.
i=1

1=

w

. Justifier que E est un s.e.v. de R* puis que sa dimension vaut 1 ou 2.
4. Déterminer la dimension de E et en donner une base.
Exercice 2.20 (N3) Soient m > n > 2 et (v1, ..., ,) une famille libre de I'espace vectoriel R™.

Pour k=1,...,n—1,onpose wi=vp+vpr1 et w,=0v,+v;.
La famille (wy, ..., wy,) est-elle libre?

Exercice 2.21 (n2) Bijou, bijou

Ambroise achete 620 € une bague pour sa dulcinée contenant 2g d’or, 5g de cuivre et 4 g d'argent.
Barnabé acheéte 530€ une bague pour sa promise contenant 3g d'or, 5g de cuivre et 1 g d'argent.
Childéric achéte pour sa douce et tendre une bague contenant 5g d'or, 12 g de cuivre et 9g d'argent.
Combien Childéric va-t-il la payer?

Exercice 2.22 (N3) On désigne par C = (c1,c2) la base canonique de R? et soient les vec-
teurs e; = (1,1), e = (-1,1), f1 =(3,1), fo = (3,—-2) associés aux familles
E=(e1,e) et F=(f1,[f2).

1. Montrer que & et % sont libres. Qu'en déduire?

2. (a) i. Exprimer les vecteurs de C en fonction des vecteurs de &.

ii. Soit un vecteur de R? exprimé dans la base canonique u = (z, Y)e-
Déterminer ses coordonnées u = (', 3y’ ), dans la base &.

(b) i. Exprimer les vecteurs de & en fonction des vecteurs de C.

ii. Soit un vecteur de R*> u = (p, q), exprimé dans la base &.
Déterminer ses coordonnées w = (p’, ¢' ), dans la base canonique C.

3. (a) i. Exprimer les vecteurs de C en fonction des vecteurs de .%.

ii. Soit un vecteur de R? exprimé dans la base canonique u = (z, Y)e-
Déterminer ses coordonnées u = (2", 3" ), dans la base 7.

(b) i. Exprimer les vecteurs de .# en fonction des vecteurs de C.
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ii. Soit un vecteurde R2 w=(a,b exprimé dans la base .%.
I ZF p

Déterminer ses coordonnées u = (a’, b’), dans la base canonique C.

4. (a) i. Exprimer les vecteurs de & en fonction des vecteurs de .%.

ii. Soit un vecteur de R*> u = (p, q), exprimé dans la base &.
Déterminer ses coordonnées u = (p”, ¢" ), dans la base 7.

(b) i. Exprimer les vecteurs de .# en fonction des vecteurs de &.

ii. Soit un vecteur de R*> u = (a,b), exprimé dans la base .Z.
Déterminer ses coordonnées u = (a”, V"), dansla base &.

5. Récapituler les formules de changement de bases obtenues puis illustrer tout ceci.

(1 -1 (3 3 14 1
6. On donne E_(l 1), F_(l _2) et G—Q(_2 _5).

Calculer E~!, F~1, G ! e E~'F puis observer et interpréter les résultats obtenus.

EXERCICES

47

|

Exercices

[



— Corrigé des exercices

L’ESPACE VECTORIEL R"

Sauf mention contraire, n est un entier naturel non nul.
Exercice 2.1 Soient les vecteurs a = (2,-2,-1), b = (1,1,2), ¢ = (-1,1,1),
d=(-4,4,2), e=(-2,0,-1), f=(3,-1,1), g=1(5,-1,2), h=(3,-7,-6),
i=(3,1), j=(5,-2) et k=(-3,10) deR3ou R
1.Ona p=5—-3j+2k=(-6,31), g=4i—j+k—2p= (16, —46),
r=2a—4b—3c=(3,—-11,-13) et s=2b— 5k n’aaucun sens.
2. et 3. On tente d'exprimer le vecteur en fonction de ceux de la famille a partir des équations

obtenues précédemment et si I'on ne peut pas, on traduit les combinaisons linéaires en termes de
coordonnées et |'on résout le systeme obtenu.

(1)k:4i 3j, Ke(OlJ)=§&. (12) e=c—b, Ec(OBC).

S _
2 i=3 LIS (OIK) = 2. (13) a n'est pas combili de b, c et e,

®3) 2—12+OJ, € (0I)c(olJ)=2. A ¢ (OBCE) = (OBC).

4) g= 2b — Geé&.

25; i_g;_ bec Heeg (14) f=a+b+0c, F e (OAB).

(6) a € R3, 4, j € R?: n'a aucun sens, (15) a=f—b, A€ (OBF).
Aeé 1, Je2. (16) ¢ n'est pas combili de a, b et f,

(7) j, k € R% a, b€ R3 : n'a aucun sens, C ¢ (OABF) = (OAB).

J KeZ? A Beé&.

17 = —18i + 147, € (01J)= 2.

(8) ¢ n'est pas combili de a et b, ¢ ity Qel )
C ¢ (OAB). 18) b=3c—3d—3h, Be€(OCDH)=§&.

(17)
(18)
(9) d n'est pas combili de b et ¢ (19) c=5b—3f+h, C e (OBFH)=&.
(20)
(21)

D ¢ (OBC).
(10) d=—2a+0b, D e (0A)c (0AB). (20

(11) e n'est pas combili de a et b |(21) t=e+b—c=0gs =0aq,
E ¢ (OAB). T=0¢€ (0OA)N(OBC).

r=—10f+2g+2h, R € (OFGH) = &.

4 Ona k=4i—3j donc i= i(k‘-i—?)j) =0+ %j + ik. Par ailleurs, i =1i+0j+ 0k.
Ona p=>5i—3j+2k. Parailleurs,ona p=>5i—3j+ 2(4i—3j) =13i — 95 + Ok.
Ona q=4i—j+k—2p=4i—j+k—2(5i—3j+2k) = —6i + 5j — 3k.

Par ailleurs,ona gq=4i—j+k—2p=4i—j+k—2(13i —9j) = —22i + 175 + k.

5. (a) On traduit en termes de coordonnées |'équation u = i+ 35 et I'on résout ce systéme
d'inconnues « et 3. On obtient alors  u= (2, y) = 5 (2z +5y)i+ & (x —3y)j : tout
vecteur de R? est combinaison linéaire de i et j.

De plus, le systeme résolu est de Cramer et cette décomposition est unique.
On dira que la famille (i, j) est une famille génératrice minimale de R? donc une base de
2,(0,1,J) est un repére du plan 2.



(b) Par la méme méthode, on obtient
v="(z,y,2) = (~z— 2y +2)a+ Lo+ Lyb+ (-2 - 3y +2:)e:
tout vecteur de R? est combinaison I|nea|re de a, b etc. De plus, le systeme résolu est de
Cramer et cette décomposition est unique. On dira que la famille (a, b, ¢) est une famille
génératrice minimale de R? donc une base de R?, (O, A, B, C) est un repére de I'espace &.

Exercice 2.2

1. Pour la plupart d'entre eux, il suffit de trouver un vecteur dont les coordonnées vérifient (ou
ne vérifient pas) I'équation (ou les équations) définissant I'ensemble. Lorsque I'ensemble n’est
pas défini par équation mais par la forme, le type, I'expression des vecteurs, il faudra trouver un
vecteur pouvant ou ne pouvant pas s'écrire sous la forme demandée.

A= {(z1,22) €ER? |32y —429 =0}. Puisque 3x8—-4x6=0, a3 =(8,6)€ A
Puisque 3x5—-4XxT7#0, ax=(5,7)¢A.

B={(z,y,z)€R?|3z—Ty=12}. Puisque 3x5-7x2=1, b =(5,2,1)€B.
Puisque 3x1—-Tx2#5 by=(1,2,5)¢B.

C={(u,v,w) € R®| u+2v—4w+5 =0} Puisque. 1+2x3-4x345 =0,
c1=1(1,3,3)eC. Puisque 3+2x1—-4x24+5#0, c2=(3,1,2)¢C.

D= {(z,y,z)€R®|2yz=0}. Puisque 3x0x2=0, d;=(3,0,2)€D.
Puisque 1x2x3#0, dy=(1,2,3)¢D.

E={(z,y,z)eR3|2?2—22=0}. Puisque 3*°—-(-3)2=0, e1=(3,4,-3)€E.
Puisque 42— 2240, ey=(4,4,2)¢ E.

F={(z,y,z)eR®|z+y—2z=ax+y+2=0}) Puisque 2+ (-2)+0=0 et
24(=2)—0=0, fi=(2,-2,0)€F. Puisque 2+4+1#0, fo=(2,4,1)¢&F.

G={(z,y,z)€eR®|2(2®>+4y?) =0}. Puisque 2(0°+0%)=0, ¢1=(0,0,3)€qG.
Puisque  5(12+02) #£0, go=(1,0,5)¢G.

H={(z,y)€R?*|z+y>0}. Puisque 3+4>0, h; =(3,4)eH.
Puisque 24 (-3) <0, ho=(2,-3)¢H.

I={(z1,29,23) €R3| 21 =23 =23}. Puisque 3=3=3, i1=(3,3,3)€el
Puisque 1#2, i2=(1,2,2)¢1.

J:{(a b,c)€R?|2a—5b+c=0etb=—c}. Puisque 2x3-5x1+(-1)=0 et

( 1), js71=(3,1,-1)€eJ. Puisque 2# -3, jo=1(1,2,3)¢&J.

K:{(a,b,c)EIRi’_|a:2b}. Puisquer. 6 >0, 3>0, 7>0 et 6 =23x3,
k1=(3,6,7)€ K. Puisque —-2<0, ke=(-2,-1,4)¢K.

L= {(z,y,2,t) € R* | z+y+2+t =0et 2—2y—2+3t =0}. Puisque 1+2+(-3)+0=0
et 1-2x2—(=3)+3x0=0, 0 =(1,2,-3,0)¢ L.
Puisque 14+3+4+2#0, /¢2=1(1,3,4,2)¢ L.

M= {(z,y,2) € R®|z+y+a=0et 2+30z =0} ol € R. Puisque 0+(—a)+x =0 et
0+3ax0=0, m; = (0, —x,0) € M. Puisque 14+3ax0#0, my=(1,2,0)¢ M.

N = {(a,b,b,a) e R*| (a,b) € R?}. Puisque 1=1 et 3=3, n;=(1,3,3,1)eN
Puisque 2#3, ny=(1,2,3,1) ¢ N.

O={( A, u, \+p)eR3| (A, u)€R?}. Puisque 2+3=5 o0 =(2,3,5)€0.
Puisque 14+2#4, o02=(1,2,4)¢O0.
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P={(z,y,2z)eR® |z +2y=0et2x=-3zetdy—z=0}

Puisque 0+2x0=0, 2x0=-3x0 et 4x0-0=0, p; =(0,0,0)€P.

Puisque. 14+2x3#0, pa=(1,3,5)¢ P.
Q= {(a+c,b—3c,2b—a)€eR?®|(a,b,c)€eR?®}. Pour a=1 b=2 et

c=3,

ona a+c=4, b—3c=-7 e 20—a=3, donc ¢ =(4,-7,3)€qQ.
Par ailleurs, on montrera plus loin que @ = R?® donc tout vecteur de R? est vecteur de Q.

R= {(r,r,..,7) € R"}. Puisque 2=2=..=2, r;=(22,..,2)€R.
Puisque 1#3, r2=(1,3,3,....,3) ¢ R.

S = {(z1,22,...,xn) ER™ |21 —22 =0}, n>2. Puisque 2-2=0,
s1=1(2,2,3,4,...,n)€S. Puisque 2—-1#0, s2=1(2,1,3,4,....,n)¢&S.

T = {(xl,xg,...,xn) e R" | I +21’2 =0et I2+3I3 :0}, n 2 3.
Puisque 6+2x(-3)=0 et —3+3x1=0 t; =(6,-3,1)eT.
Puisque 34+2x2#0, t2=(3,2,1)¢T.

U= {(z1,22,...,2n) € R" | x1—3x2 = 0 ou 2zo+23 =0}, n >3. Puisque 2x1-2=0,
w =(4,1,2)€U. Puisque 1+3x2£0et2x2+3%£0, wus=(1,2,3)¢U.

V= {(z1,22,....,2n) € R" |21 =0}. Puisque 0=0, v =(0,2,3,...,n)€eV.
Puisque 1#0, wv2=(1,2,3,...,n) ¢ V.

W = {(x1,22,...,xn) ER™ |21 #0}. Puisque 1#0, w; =(1,2,3,...,n)eW.
Puisque. 0=0, w2 =(0,2,3,...,n) ¢ W.

X = {(x1,22,...;x,) €ER™ |y =1}.  Puisque 1=1, =z =(1,2,3,...,n) € X.
Puisque 0#0, x2=1(0,2,3,....,n) ¢ X.

Y = {(z1,22,...,2,) € R™ | 21 2 0}. Puisque 1>0, y1=(1,2,3,...,n)€Y.
Puisque. —1<0, y2=(-1,2,3,....,n) &Y.

Z = {(z1,%2,....xn) E R" |21 + 22+ ... + 2, =0}. Puisque 1+ (-1)+0+..4+0=0,

z1=(1,-1,0...,0) € Z.  Puisque 2+0+4+..4+0#0, 22=(2,0,..,0)¢ Z.

. Pour démontrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, on démontrera que c'est un sous-espace

vectoriel : il est inclus dans un espace vectoriel, il est non vide (il doit nécessairement contenir

I'élément nul) et il est stable par combinaisons linéaires.

Pour démontrer que ce n'est pas un s.e.v., il suffit de montrer qu'une seule de ces conditions n'est

pas satisfaite et I'on procédera dans |'ordre précédent.
On ne détaillera pas ici tous les exemples et I'on se reportera aux premiers.

A ={(z1,22) €ER?|3x1 —422 =0} : s.ev. de R

-Ona AcCR2

. Puisque 3x0—4x0=0, Ope=(0,0)€A et A#D.
-Soientz = (z1,22), y=(y1,y2) € Aet A€ R.

Posons (z1,22)=z=Xx+y=(Az1+y1, A\za+y2).

Ona 321—422 = 3()\I1 —|—y1)—4()\I2—|—y2) = )\(3I1—4I2)+(3y1—4y2) r,yZGA )\XO‘FO =0

donc z€ A et A est stable par combinaisons linéaires.
- A est donc un s.e.v. de R2.

B={(x,y,2)€eR3 |3z —Ty=2}: sev. deR3.
Idem A avecu=(z,y,z)etv=(a’,y , 2") par exemple.
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