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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables
réelles

1.1 Calcul différentiel

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude des fonctions de R™ dans RP. Les
résultats que ’on obtiendra s’appliquent aux espaces vectoriels normés F et F'
de dimension finie n et p respectivement. D’ailleurs, on se raméne dans ce cas

par choix de base & des applications de R™ dans RP. En outre certains de ces
résultats s’appliquent aux espaces de dimension infinie, notamment les espaces
de Banach.

1.1.1 Généralités

Soit €2 un sous-ensemble non-vide de R™ et soit f une fonction de €2 dans
RP qui & z = (21, ...,2,) € Q, on associe 'élément de RP,

f(.’II) = f(.’IJl, 73771) = (fl(':r;l? "'7'7;”)7 "'7fp(x17 ...,CL‘n)),

ou fi, ..., fpsont des fonctions de R dans R. On parle de fonctions de n > 2
variables & valeurs réelles (R) ou vectorielles (RP,p > 2).

Définition 1.1 On appelle ensemble de définition de la fonction f, noté Dy,
l’ensemble défini par

Dy ={xeQ: f(x) existe},

et graphe de la fonction f l'ensemble {(z, f(x)),z € Q} C Q x RP x R"P,



8 CHAPITRE 1 : Fonctions de plusieurs variables réelles

Exemple 1.2 Le domaine de définition de la fonction
f:[R2—>|Ra (:c,y)»—>ln(1—x2—y2),

est le disque de centre (0,0) et de rayon 1, car pour que cette fonction soit
définie il faut et il suffit que 1 — 2% —y?> >0, c.-a-d., 2> + 9% < 1.

1.1.2 Limite-continuité-différentiabilité

Soient une application f d’un ouvert 2 de R™ dans R?, a = (ay,...,ay) un
point de €2 ou sur sa frontiére et | = (Iy, ...,,) € RP.

Définition 1.3 On dit que f admet pour limite | lorsque x tend vers a dans
Q si,
Ve>0,30>0:Vz e Q, |z —al| <d=|f(z) —I|| <e.

On écrit [ = li_r>n f(x), et on note que si la limite existe, elle est unique.
r—a

Dans cette définition, ||z — a|| désigne la norme de x — a pour une norme
quelconque sur R™ et || f(x) — [|| désigne la norme de f(z) — [ pour une norme
quelconque sur RP (rappelons que comme les espaces R™ et RP sont de dimen-
sions finies, alors toutes les normes sont équivalentes sur ces espaces et sur
tout espace vectoriel normé de dimension finie. Dans certains problémes, on
précisera en cas de besoin de calcul explicite telle ou telle norme & utiliser, par
exemnple |11, 12 ou |-oc)-

Une fonction & valeurs dans RP, c’est aussi p fonctions & valeurs réelles.
Comme on peut toujours calculer les limites composante par composante, la
définition ci-dessus revient & dire que f admet pour limite [ lorsque = tend vers
a dans §2 si chaque fonction coordonnée fi : 2 — R, admet [ pour limite.

Exemple 1.4 Montrons en utilisant la définition que :

lim 2%sin——— = 0.
(.9)—(0,0) x? + y?

1
En effet, posons u = 2% + y?. Comme lim usin — = 0, c.-a-d.,
u—0 u

Ve >0,3p>0:Vu e R, |ju| <n=

: 1'
usin —| < €.
U

Il suffit de choisir 6 < \/n. D’ou,

[z, 9)ll2 <6 = |2 +y*| <n=>

1
2 2\ o
x° + sin ———
(2" +y7)sin 5
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et le résultat découle du fait que l'on a

2 sin <

1
2 2\ o

x° + Sl ———5

@+ y)sin 5 s

x2 + y?

Exemple 1.5 Montrons que :  lim  f(x,y) n’existe pas o
AN
z,y 5

sin(x + y)

En effet, sur l’ensemble {(z,0) : x > 0}, on a

sin x

li =1 =1
W CTR St
et sur l’ensemble {(x,0) : x < 0}, on a
sinz
I y) = — i — 1
oo 00 =~ Iy

z>0

Définition 1.6 On dit que la fonction f est continue en a € Q si elle définie
en a et si lim f(z) = f(a), autrement dit, si
Tr—a

Ve>0,30 >0:Vz € Q, ||z —a| <6 = |f(x) — fla)]| <e.

On dit que f est continue sur un sous-ensemble ) de Dy si elle est continue
en tout point de Q.

Remarque 1.7 Souvent lors de la résolution des exercices, pour prouver la
continuité d’une fonction de plusieurs variables en un point a de son domaine,
on magore | f(x) — f(a)| par une expression mieuzr connue, tendant vers 0 avec
|z —al|l. En revanche, pour prouver la discontinuité d’une fonction de plusieurs
variables en un point a de son domaine, on prouve que pour x tendant vers a le
long d’un chemin particulier, f(x) ne tend pas vers f(a). Quelques majorations
utiles lors de la résolution des exercices :

2| < Va2 492, lyl < Va2 +y2,

1
eyl < 5@ 9%, eyl < (2l + D] + [y)).
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Soit a = (a1, ...,an) € Q C R™, f: Q — RP. Considérons l'application

FroQ — Rz f(a1, oy Gim1, T, Qi1 oo Q)

la 7M€ fonction partielle de f au point a ou

Q; ={z; € R: (a1, ..o, @1, Tj, Aig1,yay) €Q}, 1<i<n.
Proposition 1.8 Si f est continue en a, alors chaque f* est continue en a;.

Démonstration : Comme f est continue, alors par définition, on a
Ve>0,30>0: VeeQ,|lz—a|| <d=|f(z) — fla)]] <e.

Déslors, x = (aq, ..., @j—1, Ti, Qit1, -y Q) €t |z;—a;| < §impliquent ||[x—al] < 6
et par conséquent,
1f*(z:) — f'(@:)|| =
Hf(a’17 coey i—15 Ly Ajt-1y +-ey an) - f(ala coey Qi—1, Ay Q415 -+ an)” < g,

et le résultat en découle. B

Exemple 1.9 Montrons que la réciproque de la proposition précédente est fausse
en général. Soit f lapplication de R? dans R définie par

f(:c,y):{ —5— 3 si(z,y) # (0,0)

x2 +y2’
0, si(z,y) = (0,0)

(Ici, on a x1 = x, x2 = y, a1 = ay = 0). La 1"® fonction partielle de f

au point a = (0,0) est x —> f(z,0) = 0 et il en est de méme de la 26M€
fonction partielle y — f(0,y) = 0. Ces fonctions sont évidemment continues,
et pourtant la fonction f n’est pas continue en a = (0,0). En effet, posons

y=kx, k#0, d’ou

k .
flaka)={ T3 270
0, ssx=0

ce qui montre que la fonction f n’est pas continue en 0, donc elle n’est pas
continue en a = (0,0). (Par exemple pour k = 1, on a pour tout x € R*,

f(z,x) = %, et par hypothése f(0,0) = 0). Plus précisément, la fonction f
n'a pas de limite quand (z,y) — (0,0). Comme nous l'avons déja signalé,
pour que la limite de f existe, elle ne doit pas dépendre de la maniére dont
(z,y) — (0,0), ce qui n’est pas le cas ici ou autrement dit cela dépend de la

limite sl existe de =.
T
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Définition 1.10 Soit u € R™ avec u # 0. La dérivée directionnelle de f en a
dans la direction u est la dérivée en 0 de la fonction d’une seule variable réelle
t— fla+tu), c.-a-d., la limite si elle existe,

fla+tu) — f(a)

I

0
et on la note 8—f(a) ou Oy f(a) ou encore D f(a,u).
u
Soit
ai,....an €R, a=aje; +---+ane, € Q2 CR",

ou (e, ...,en) est la base canonique de R™. La dérivée partielle de f au point

me

a par rapport a la i*™€ variable, si elle existe, s’obtient en prenant pour u le
.eme

i vecteur e¢; = (0,...,0,1,0,...,0) de la base canonique (eq,...,ep). On la

note (a) ou fl(a). D’apres la définition des dérivées directionnelles, on a

a:IZZ'

Définition 1.11 La i¢M€ dérivée partielle premiére de f en a, si elle existe,
est définie par

3f(a) — ]imf(ala...7ai+t,...,an)_f((ll,...,ai,...,an)’
Ox; t—0 ‘
t£0
i Sl te) = fl@)
t—0 t
t#£0

Au fond, on calcule la dérivée au point a; de la i*™€ fonction partielle de
f au point a : x; — f(aq,...,a;-1, %4, it1, ..., an). En d’autres termes, pour

calculer la dérivée partielle 8—(@), on fixe toutes les variables, sauf la iéme’
2

(A
et on dérive la fonction d’une variable ainsi obtenue.

Remarque 1.12 L’existence des dérivées partielles en un point n’assure pas la
continuité de la fonction en ce point, ni lexistence des dérivées directionnelles
en ce point. De méme, [’existence de toutes les dérivées directionnelles en un
point n’implique pas la continuité de la fonction en ce point.

Exemple 1.13 On reprend l’exemple 1.9. On a

of _ . J(6,0) — f(0,0)
9200 = }t%l) t =0
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et on a également g;}f(0,0) = 0. Pour (xz,y) # 0, on a

of .~ _y-a*) of o w(@®—y?)
L A R

17‘6

On constate que les dérivées partielles existent au point (0,0) mais la

fonction f (voir exemple 1.9) n’est pas continue en ce point.

Définition 1.14 On dit que f est différentiable en a s’il existe une application
linéaire L : R™ — RP, telle que :

WheR",  fla+h) = f(a)+ L(h) +(h), e(7)

lim —= =

hoo R

h£0

(on écrit parfois, e(h) = o(||h|])). De fagon équivalente (0w x = a + h), s’il
existe une application linéaire L : R — RP, telle que :

f@) = f@+ Lo — ) +e(w—a),  lim LY

z—a ||
zeQ\{a}

= 0.
x —al|
L’application L si elle existe, est unique et s’appelle la différentielle de f au
point a. On la note df (a) ou df,.

Remarques 1.15 a) Dans la littérature, on utilise aussi l’écriture suivante :
fla+h) = f(a)+ L(h) + [[Rlle(l|R]),

(ou L(h) = df(a)(h)) pour tout h de norme assez petite, ou encore
fla+h) = f(a) + df(a)(h) + o(||hl])),

pour tout h de norme assez petite. Cette expression n’est autre que le dévelop-
pement limité de f a l'ordre 1 au voisinage de a.

b) Notons que f(a+h) a un sens pour |h|| suffisamment petit car Q est un
ouvert. L’application L est définie sur un ensemble contenant la boule B(0,r)
ot r > 0 de sorte que B(a,r) C 2, on la prolonge ensuite & R™ par linéarité.

c) Si les applications f et g de Q0 dans RP sont différentiables en a, alors
pour tout o, B € R, af + Bg est différentiable en a et on a

d(af + Bg)(a) = adf (a) + Bdg(a).

d) La fonction f a valeurs dans RP est différentiable en a si et seulement si
ses composantes f; sont différentiables en a et on a df (a) = (dfi(a), ..., dfy(a)).

e) L’espace vectoriel RP étant de dimension finie, alors l'application L est
continue et par conséquent, on peut appliquer la définition ci-dessus aux cas
des applications définies sur des espaces vectoriels normés et o valeurs dans
des espaces vectoriels normés; il suffit dimposer dans la définition ci-dessus
que L soit une application linéaire continue.
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1.1.3 Propriétés diverses des fonctions différentiables
Proposition 1.16 Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Démonstration : Par hypothése f est différentiable en a, c.-a-d.,

lim (h) =

Vh e R", f(a+h)= f(a)+ L(h) + e(h), h—>0||h||

On a L(h) = df(a)(h). Comme L est linéaire, elle est continue (car R™ est de
dimension finie) et donc }llin% L(h) = }llir% df (a)(h) = 0. D’autre part,
— —

| e(h) £(h)
lim (1) = lim [} m ] lim 20 = 0,
h—0 h¢ HhH h h—>0 [|h]]

donc

lim f(a+ h) = lim(f(a) + L(h) +e(h)) = f(a).
h—0 h—0
Par conséquent, la fonction f est continue en a. B

Remarque 1.17 Si f est différentiable en a, alors f est dérivable suivant

tout vecteur u de R™ et %(a) = df (a)u, pour chaque u de R™. Cette formule
u

implique que si L est Uapplication linéaire intervenant dans la définition de la
0
différentiabilité de f en a, alors L(u) = a—f(a) pour tout u € R™, d’ou l'unicité
u
de L.
Proposition 1.18 Si [ est différentiable au point a, alors les dérivées par-

tielles

(a) existent et on a

8.%‘

f d 1+ -+ aifdxn
oxy,

Démonstration : Soient h € R et (ey,...,e,) une base canonique de R". Par
hypothése, la fonction f est différentiable au point a, d’ou

af = 5

f(a+hes) = f(@) + df(a) (he) +e(hes),  Jim Ty(f?r? -
h#£0 ¢

0
(a) existent et on a /
T T
h = hie1 + -+ hpe,, alors

(a) = df(a)(e;). Comme

Donc les dérivées partielles

df (a)(h) =

(@ (h) &+ 2 (@) ()
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Autrement dit, on a
V(hi,...,hn) € R",  df(a)(hi,....;h hidf ( h
(h1,.shn) € f (a)(h1 Z if (a Z 8332

En général, on utilise (par abus de notations) dz; en tant qu’application linéaire
de R™ dans R telle que : pour tout h € R", dz;(h) = h;. Dés lors, avec cette
notation, on écrit

Z (‘33:Z Z 83:Z a)dzi(h

d’oul

(Notons que (dzq, ...,dz,) n’est autre que la base duale de (eq,...,ey)). B

Définition 1.19 On dit que f est contindiment différentiable ou de classe C*

sur Q lorsque les dérivées partielles de f existent et sont continues sur €.

i
Exemple 1.20 Montrons que la fonction définie par
4 y4
Flz,y) = l”ym, (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)
est de classe C'. La fonction f est continue et différentiable sur R%. En effet,

f est continue et différentiable sur R*\{(0,0)}. Au point (0,0), la fonction f
est continue car

z, )| < |zy|, lim z,y) = 0.
[f(z,y)| < |yl (w)ﬁ(omf( y)

En outre, elle est différentiable en ce point car

o .’ES .8 564 4
o) = MR £ 0.0
o x(x® — _ Q4,4
o) = TS () £ 00
et of of
7,00 =5,(0.0)=0.
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Les deuzx dérivées partielles g(a y) et ?(x,y) sont continues en (0,0) car
x y
O (ol = y(@® —y® + 8y | _ |yA((@t +y")?] Ayl
oz Y (z* +y*)? @ gz |~
8f( )| = z(2® — 8 — 8aty?) zA((z* +y*)?| Alal
oy " (at + )2 (@2 |
d’ot
: of of . of of
1 —(x,y) = 0= —==(0,0), | —(xz,y) = 0= —==(0,0).
o0 3z 7Y e I L A C 9y 00
Deés lors, la fonction f est de classe C*.
fo o
Proposition 1.21 Si (i) l'une des dérivées partielles —— B D de la fonc-
1 n

tion f existe au point a = (ay, ...,an) et si (i) lesn—1 autres dérivées partielles
existent dans un voisinage de a et sont continues en a, alors la fonction f est
différentiable en a.

. o - inéralité rive )
Démonstration : Sans perte de généralité, on suppose que c’est la dérivée par

0

tielle a5 qui existe au point a = (a1, ...,a,) et soit B(a,r), r > 0, une boule
L,

ouverte centrée en a, contenue dans ) (voisinage de a) et telle que les n — 1

autres dérivées partielles existent sur B(a, r) et sont continues en a. Nous allons
montrer que sous les hypothéses de 1’énoncé,

fatn - - Mg (@) =~ b2 (a)

h—0 Al

On écrit f(a+ h) — f(a) sous la forme,

fla+h) = f(a) = f(ar + hi,a2 + ha, ...,an + hy) — f(a1,a2,...,an),
= f(a1 + h1,a2 + ha, ...,an + hy) — f(ar, a2 + ha, ...,an + hy,)
+ f(a1,a2 + ha, ...,an + hy) — f(a1,a2,a3 + hs, ...;an + hy)
+ -+ flar, ey an—9,an-1 + hn_1,an + hy) — f(a1, ..., an_1,an + hy)
+ flai, ...yan—1,an + hy) — f(ay, ..., an).
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D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe 0 €]0,1[, (1 <k <n—1)
tels que :

f(a1 4+ hi,as + ho, ...,a, + hn) — f(al, as + ho,...,an, + hn)
0
= h17f(a1 +01hy,az + ha, ..., an + hy),
61'1
f(al, as + hQ, vy Oy + hn) — f(al, az,as + h3, veey A + hn)

of
:hga (al,a2+02h2,a3+h3,...,an+hn),
Z2
et ainsi de suite, jusqu’a 'ordre n — 1,

f(ah ey Ap—2,0p—1 + hn—h an + hn) - f(ala vy A1, ap + hn)

0
= hnfl f (ala---aanf2aan71 +0n71hnflaan +hn)
O0xn—1

On obtient alors pour A, # 0,

flath) = (@) =S o (@) =
i=1 '

0 0
hi (3!1 (a1 + 01h1,a9 + ha, ..., a, + hn) — (%Jcl(al, ...,an)>

of

of
ho | =—— Ok hs,...,an, + hy) —
+ 2<8x2(a1’a2+ oha, a3 + hs, ..., an + hy) O

(ai, ..., an))

+ hnfl (8113851 (al, vy A2, Ap—1 + enflhnfla an + hn) - affl (a].a ceey an))

+ hn <f(a1, ooy =1, On + hn) = f(ay, o an) - Of (a1, ...,an)> :

hy, Oxy,

Les n — 1 termes entre parenthéses tendent vers zéro du fait de la continuité

ge 9f of

823‘1 R 8;1:n,1

. Le dernier terme entre parenthése tend aussi vers zéro en

0

vertu de la définition de a—f(al, ..y Qp), ce qui montre que la fonction f est
L,

différentiable en a. B

Remarque 1.22 On remarque évidemment au niveau de la preuve ci-dessus
(ainsi que celle proposée dans [21]) que dans le cas d’une fonction f(x,y) a deux
variables la condition suffisante de différentiabilité de cette fonction consiste a



1.1 Calcul différentiel 17

utiliser la continuité d’une des dérivées partielles mais pas les deux! La conti-
nuité de toutes les dérivées partielles intervient seulement pour montrer que f
est de classe C1. Par ailleurs (bien que cela n’a pas beaucoup d’importance étant
donné que la plus part des exercices que l’on rencontre a ce niveau concernent
des fonctions a deuz variables!), on voit aussi au niveau de la solution que
cet énoncé se généralise facilement pour le cas d’une fonction a plusieurs va-
riables mais en affaiblissant la condition de continuité des dérivées partielles
en demandant seulement la continuité par rapport a certaines variables.

Nous allons reprendre explicitement la preuve ci-dessus dans le cas parti-
culier d’une fonction f(z,y) & deux variables, en dimension deux le résultat
devient :

of  of

Proposition 1.23 si l'une des dérivées partielles —— et = de la fonction

Ox oy

[ existe au point a = (a1,a2) et si lautre dérivée partielle existe dans un
voisinage de a et que de plus cette derniére est continue en a, alors la fonction
f est différentiable en a.

Démonstration : Sans perte de généralité, on suppose que c’est la dérivée par-
0
tielle Gif qui existe au point a = (aj,az) et soit B(a,r), r > 0, une boule
Y
ouverte centrée en a, contenue dans 2 (voisinage de a) et telle que 'autre dé-

0
rivée partielle of existe sur B(a,r) et est continue en a. Nous allons montrer
que sous les hypothéses de ’énoncé,

flat )= (@)~ gk (@) = ha g (o)

li = 0.
i & ’

fla+h) — f(a) = f(a1 + h1,a2 + ha) — f(a1, a2)
= f(a1 + h1,a2 + ha) — f(a1,a2 + ho) + f(ai, a2 + ha) — f(a1,a2).
En utilisant le théoréme des accroissements finis, alors on peut trouver 61, 6

appartenant a |0, 1], tels que :

0
f(a1 + hi,a0 + hz) — f(al,CLQ + hg) = hl(%fl(al + 61h1, a0 + hg),

0
flai,a2 + h2) — f(ai,a2) = h28;2(6117a2+92h2)-
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Dés lors, on obtient pour he # 0 I’expression suivante :

flat )= @) ~ g @) ~ gl )

0 0
=h (a‘i(m + 61h1, a2 + ha) — 5£(a1’a2)>

0 0
+ho <8£(a1, as + 92h2) — &jyf(al, a2)> .

Le premier terme entre parenthéses tend vers zéro du fait de la continuité de

of
——. Le dernier terme entre parenthéses tend aussi vers zéro en vertu de la
x

0
définition de 8—f(a1, az), ce qui montre que la fonction f est différentiable au
Y
point a. W

Proposition 1.24 Si les dérivées partielles 8f’ (1 < i < n) dela fonction
T

f existent dans un voisinage du point a et sont continues en a, alors f est
différentiable en a. Autrement dit, si f est de classe C* sur €, alors f est
différentiable sur 2.

Démonstration : C’est essentiellement la méme preuve que pour la proposition
1.21. Plus précisément, on obtient I’expression :

fla+h) — fla) = zhigji@ +o(l|A]).

=1

Le second terme tend vers 0 quand h — 0 et donc le résultat. B

La proposition 1.21 donne une condition suffisante sur les dérivées partielles
de la fonction f pour que celle-ci soit différentiable en a, ce qui montre (voir
aussi remarque 1.22) que la proposition 1.24 n’est pas optimal, au sens que ses
hypothéses sont un peu trop fortes.

Lors de la résolution des exercices sur ’étude de la différentiabilité d’une
fonction f en un point a, plusieurs méthodes peuvent étre utilisées. Si f n’est
pas continue en a, alors f n’est pas différentiable en a. Rappelons aussi (pro-
position 1.23) que dans le cas d’une fonction & deux variables la condition
suffisante de différentiabilité de cette fonction consiste a utiliser la continuité
d’une des dérivées partielles mais pas nécessairement les deux. L’organigramme
suivant résume la démarche a suivre lors de I’étude de la différentiabilité d’une
fonction f en un point a.
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4 a point problématique
NON |

oul
A 4

, |Les dérivées partielles
oui |de f existent au point a

Les dérivées
partielles de £ sont i
continues au point a] NON

différentiable

au point a

f est différentiable

au point a

i f@+ B —f(@) L) _
1m =

e Tl 0 non

Figure 1 — Organigramme (différentiabilité)

Proposition 1.25 Soient f,g : Q C R® — RP, des fonctions différentiables
au point a € Q. Alors, f + g est différentiable en a et on a

d(f +g)(a) = df (a) + dg(a).

Démonstration : Par hypothése, les fonctions f et g sont différentiables, donc
on a par définition

VheER, fla+h) = f(@)+ Lk +eah),  lim

hso |[l] =0
h#£0
n _ . 52(h) .
Vh e R", gla+h)= f(a)+ M(h)+ ea(h), li 0,

hs0 ||B|]
h#0

ou L et M désignent des applications linéaires de 2 C R™ dans RP. Dés lors,

o (F+9)a+h) = (f +9)(a) = (L+ M) (h)
=0 Ial

_ i F@ 1)~ J(@) — L(h) + g(a + ) — g(a) ~ M(h)
h—0 HhH

i 5100 20(1)
h—0 Il

:0’
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ce qui montre que f + g est différentiable en a. Plus précisément, en posant
€3 =¢e1 +e9, N =L+ M et les théorémes sur les limites, on obtient

Eg(h)

h—0 ||h||
h#£0

(f +9)(a+h)=(f+g)(a)+ N(h)+es(h), = 0.

Comme la fonction f + g est linéaire, on en déduit que f + g est différentiable
en a avec d(f + g)(a) = df (a) + dg(a). R

Proposition 1.26 Soient f,g : O C R® — R, des fonctions différentiables
au point a € Q. Alors, fh est différentiable en a et on a

d(fh)(a) = h(a)df (a) + f(a)dh(a).

Démonstration : Par hypothése, les fonctions f et g sont différentiables, donc
on a par définition

vheR",  fla+h)=fla)+ L(h) +eu(h),  lim gllli(j\ll) =0
h#0
Vh € R" — . e2(h)
€R", g(a+h)= f(a)+ M(h)+ ea(h), }SL%W_O’
h#£0

ou L et M désignent des applications linéaires de {2 C R™ dans R. On écrit,
fla+h)gla+h)—fla)g(a) = fla+h)g(a+h) —g(a)]+g(a)[fa+h) - fla)].
D’ou,

fla+h)gla+h)— fla)g(a) = f(a+ h)[M(h) + e2(h)] + g(a)[L(h) + e1(R)].
Dés lors,

flath)gla+h) - fla)g(a) = fla)M(h) — g(a)L(h)
5]

[f(a+h) — fla)]M(h) + f(a+ h)ez(h) + g(a)ei(h)
il ’

et cette expression tend vers 0 quand h — 0 car f est continue en a (d’aprés
la proposition 1.16) et par hypothése

ei(h) _ eah)

d’otu le résultat. B
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Proposition 1.27 Soient f : Q C R — RP et g : Q C R — R, des
fonctions différentiables au point a € Q. Si g(a) # 0, alors S est différentiable
g

I\ . (df(@)gla) — Fla)dg(a)
! <g) (a)= 2(0) |

en a et

1 1
Démonstration : Comme i = f.—, il suffit de prouver que — est différentiable

9
()=

Le reste découle de la proposition précédente relative au produit. On vérifie
sans peine qu’il existe § > 0 tel que : pour tout x appartenant au domaine
de définition de g, on a g(x) # 0. En effet, par hypothése la fonction g est
différentiable en a, donc elle est continue en a, c.-a-d.,

en a, avec

Ve>0,36>0: ||z —al]| <6 = |g(z) — g(a)| < e.

Comme g(a) # 0 (par hypothése), on choisit € = ]g(2a)|, donc on a
|g(a)| |9(a)] |9(a)]
(@) — (@) < L — W 21500 () < 19
Par conséquent,
|9(a)]

> == .
g(z) > 5 >0

Par hypothése, la fonction g est différentiable, donc on a par définition

Vh € R", gla+h)=g(a)+ L(h)+e1(h), lim =(h)

— 2 =
o (IRl
h#0

ou L =dg(a)(h). On a
1 1 1 _ 1 1 dg(a)
gath) gl d<g<a>>(’” dath) g g
_ g(a)lg(a) — gla+ h)] + gla+ h)dg(a)(h)

gla+ h)g*(a) |
_ gla)[~dg(a)(h) — (1)) + [g(a) + dg(a)() + e(m)]dg(a)()
gla+ h)g*(a) |
_ —g(@)=(h) + dg(a)(R)dg(a)(h) + £(h)dg(a)(R)
g(a+ h)g*(a) |

dg(a)(h)dg(a)(h) + |dg(a)(h) — g(a)]e(h)
gla+h)g*(a) '
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Comme dans la preuve de la proposition précédente, on divise cette expression
e(h)
0 [|h]

par ||h|| tout en tenant compte du fait que hm = 0, on montre qu’elle

tend vers 0 quand h — 0. La preuve s’achéve I
Nous allons maintenant démontrer la formule de dérivation des fonctions
composeées (appelée parfois régle de la chaine ou de dérivation en chaine).

Théoréme 1.28 Soient a € R™, ) un voisinage de a et f : Q@ — RP. Posons
b= f(a) et soit A un voisinage de b et g : A — R%. On suppose que f est
différentiable en a et g est différentiable en b. Alors g o f est différentiable en
a et on a,

d(g o f)(a) = dg(b)odf(a).

Démonstration : Par hypothése la fonction f est différentiable en a, donc elle
est continue en a (proposition 1.16). On en déduit que f~!(A) est un voisinage
en a et gof est définie sur ce voisinage. Par définition, on a

81(h)

Vh e R", f(a+h)= f(a)+df(a)(h)+e1(h), lim =0,
h—0 ||h||
h#£0
avec df (a) : R® — RP une application linéaire continue, et
P _ . ea(k) N
Vk € RP, gla+k)=g(a)+dg(b)(k) + e2(k), lim =0,
k=0 ||kl

k#0

avec dg(b) : RP — R? une application linéaire continue. Posons b = f(a) et
choisissons k = f(a+h) — f(a) = df(a)(h) +c1(h), alors k est une fonction de
h qui tend vers 0 quand A — 0. On compose g avec f et on développe comme
suit,

gofla+h) = g(fla+h))=g(b+k)=g(b)+dg(b)(k) + ea(k),
= 9(b) +dg(b)(df (a)(h) + e1(h)) + e2(k),
= 9(f(a)) + dg(b)(df (a)(h)) + dg(b)(e1(h)) + e2(k),
= gof(a)) +dg(f(a))odg(f(a))(h) + dg(b)(e1(h)) + e2(k).

Notons que 'application dg(f(a))odg(f(a)) est linéaire de R™ dans R? comme
composée de deux applications linéaires. Pour démontrer la proposition, il suffit

de prouver que :
i dg(b)(e1(h)) + e2(k)

h—0 Al
h#£0

=0.
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El(h)
Comme lim
) A TIA]

I’application hnealre dg(b)),
L dg)(E ()

= 0 (par hypotheése), alors on a (par continuité de

81(h) 81(}1)

= lim dg(b). = dg(b) lim = dg(b)(0) = 0.
] 20 4] a0 ]
. . ea(k) . ' .
(%) Reste & montrer que ’lzm%) e 0. Soit ¢ : Q@ — RY, la fonction
—
h#£0
définie par
52(1@') .
,sik=#£0
pi) =4 Twl 7
0,sik=0
On a évidemment pour h # 0,
ea(k) [1&]
= @(k)'iv
1Al il

car cela résulte immeédiatement de la définition de (k) pour k # 0, tandis que

pour k = 0 les deux membres de cette expression sont nuls. Montrons que

||h||
est borné sur un voisinage suffisamment petit de a, tandis que (k) tend vers
0 quand k — 0.
-Ona

el @) + el _ ldr@®I | llea(h)]
1Al A R T R 7

Par hypothése f est différentiable en a et donc de la définition de €1, on a

h
}llir% TV(LH) = 0 (il existe donc 1 > 0 tel que par exemple h # 0 et ||h]| < 1 im-
_>
h#£0
h h
plique Hgﬁi(zﬂ)” <1, et donc ||€|1|f(L||)H est borné). Concernant l'autre terme, en

tenant compte de la remarque 1.29 ci-dessous appliquée a ’application linéaire
df (a), il existe C' > 0 tel que : pour tout h € R, h # 0, ||df(a)(h)] < C||h||
lldf (a)(R)|l

et donc
S

est borné. (Sinon, on peut le montrer d’une autre fagon en

notant que I’ensemble { th# 0} est inclus dans une sphére de rayon unité

IRl
et comme celle-ci est un compact (fermé borné), alors I'image de cet ensemble
L]

est borné
2]l

par la fonction continue df (a) (elle est linéaire) est borné). Donc

dans un voisinage assez petit.
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k
- Montrons que lim ¢(k) = 0. Comme lim e2(k) =0, c.-a-d.,
k—0 k=0 || k||
k#0
k
Ve > 0,30 >0,Vysik #0et ||k <J= 8‘2“5:”) <e.

Pour ¢ > 0 arbitrairement fixé, choisissons un tel § > 0. Par hypotheése, la
fonction f est différentiable en a, donc continue en a (proposition 1.16) et dés
lors, pour ce § > 0, on a In > 0, VA(||h|| < n = ||k|| < ). Pour le € > 0
fixé, on a donc un n > 0 tel que : ||h|| < n = ||¢(h)|| < e car si k = 0, alors
o(k) =0, et si k # 0, on déduit du fait (ci-dessus) qu’on a

=2

k]| <0 = |l¢(k) W <€,

et on en déduit que : %ir% (k) = 0. Finalement,
—

dg(b)(e1(h)) + ea(k)
h—0 Il

=0,

et on obtient,

gof(a+h) = gof () + dg(f(a))odf (a)(h) + £(h), mfffﬁ -
h#£0

Par conséquent, gof est différentiable en a et on a d(gof)(a) = dg(f(a))odf (a).
Ceci achéve la démonstration. H

Remarque 1.29 Soit ¢ : R® — RP, une application linéaire. Alors, il existe
C > 0 tel que : pour tout v € R", x # 0, ||[¢(z)|| < C||z||. En effet, soit
(e1,...,en) la base canonique de R™. Pour tout x = (x1,...,xz,) € R", on a

n
T = g z;e;. D’ou,
i=1

@)l = 1e D ziea)ll = D lzl-Ip(en)ll = |zl (e < Cll]),
=1 i=1

ot C = sup |[v(e)]-

1<i<n
Considérons 'application f: Q C R" — R, 2 — y = f(z). On a

Y1 = fl(mlv "'7xn)a Y2 = f2($l) ~-'7$TL)7 "'ayp = fp(ajlv ,ﬂfn)
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oFf
Définition 1.30 Soit a € Q et supposons que les dérivées partielles a—fl(a),
Lj

1 <i<p, 1< 75 <n, existent. On appelle matrice jacobienne de f en a, la
matrice d’ordre p X n suivante :

%Tj;(a) %(a)

2 2

Jf(a) _ aTl(a) Oz, (a)
af, af,
Tg};@) %(a)

Sip=1, J¢(a) se réduit a un vecteur de R",

of of

V=g f= (L@ gL @) r=n).

appelé gradient de f. Sin = p, le déterminant de la matrice J¢(a) s’appelle
jacobien de f en a et on écrit

A(fi, . fn)

det Jj(a) = 0(z1,...,zpn)

(a).

Corollaire 1.31 On a Jyof(a) = Jy4(f(a)).Js(a).

Démonstration : En effet, exprimée (matriciellement) en terme de matrice jaco-
bienne, la proposition précédente donne le résultat. Plus précisément, d’aprés
la proposition précédente, on a

d(gof)(a) = dg(b)odf(a), b= f(a).

Cette regle de composition correspond au produit des matrices jacobiennes :

dgiof) .. Ogiof)
ox1 0xn
: : (a)
O(gqof) ... O(gqof)
awl 3$n
.. 991 ofr ... O
Oy1 OYn Ox1 Oxn
=1 | (fl@). | S
99¢ ... 99q¢ o ... 9
oy1 OYn Ox1 Oxn

et la preuve s’achéve. B
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Corollaire 1.32 Soient a € R™, Q un voisinage de a et f : Q — RP. Posons
b= f(a) et soit A un voisinage de b et g : A — R. On suppose que f est
différentiable en a et g est différentiable en b. Alors, on a (régle de dérivation
en chaine), pour tout i € {1,...,n},

9gof) - 99 t(ay). 20
Ox; Z:: (97 8%2 (@)-

Démonstration : En effet, c’est un cas particulier de la proposition précédente
avec ¢ = 1. D’aprés cette proposition, on a

d(gof)(a) = dg(b)odf (a), b= f(a).

et cette régle de composition correspond au niveau des dérivées partielle &

¢ 9 8f-
E —(a), i€{l,..,n},
(%UZ = 0y 8xj

d’otu le résultat. W
Supposons de plus que f est bijective avec g = f~1. Dot det Jgof(a) =1,

et par conséquent,

Ofr, - fu) 1

Nz, .y xy)  O@1mn)

( ! n) a(fly:fn)

Cette formule est trés utile (notamment lors du calcul des intégrales multiples)
car elle permet souvent d’éviter I'inversion explicite d’une fonction.

Proposition 1.33 (théoréme des accroissements finis). Soient Q0 un ouvert
de R™ et f : Q — R une application, a € Q, h € R” tels que le segment
[a,a +h] = {a+th : 0 <t < 1} soit inclus dans Q. On suppose que f est
différentiable sur Q2. Alors, il existe un réel 6 €]0, 1] tel que :

fla+h)— f(a) = Zhigg‘j(a—i-eh), h=(hi,....hn) € R"
i=1 !

Démonstration : On considére 'application F' définie par

F:10,1] % [a,a+h c QLR

t— a+th=(a; +thy,...,an + thy) — f(a +th).



1.1 Calcul différentiel 27

Cette fonction est différentiable sur [0,1] en vertu de la dérivée de fonction
composée et

vt € [0,1],

ou (hq, ..., hy) sont des coordonnées de h dans la base canonique de R™. D’aprés
la formule des accroissements finis,

36 €)0,1[ F(1) — F(0) = F'(0).
Or F(1) = f(a+h) et F(0) = f(a), donc

fla+h) = f(@) = 3 hig (o + 00,
i=1 !

n
ouf €]0,1[ et h = Zhiei. [

i=1
Remarque 1.34 Le théoréme des accroissements finis n’est plus vrai pour les
fonctions a valeurs vectorielles (en particulier a valeurs complexes). Pour s’en
convaincre, on considére deux exemples simples. La fonction f : R — R?,
r — f(z) = (22,23) est dérivable avec f'(x) = (2z,32?), mais Pc €]0,1]
tel que : f(1) — £(0) = f'(¢)(1 —0), c.-a-d., (1,1) — (0,0) = (2¢,3¢?) car
explicitement 2c = 1 = ¢ = 1/2 et 3¢> = 1 = 3.(1/4) # 1. De méme, la
fonction g : R — C, 2 +— g(x) = € = cosz + isinz, est dérivable avec
g (z) = ie'®, mais fc €]0,27[ tel que : g(2m) — g(0) = ¢'(c)(2m — 0), c.-a-d.,
1—1=1ie2nm car 0 # €.

Proposition 1.35 (Inégalité des accroissements finis). Soient Q un ouvert de
R™ et f : Q — RP une application, a € Q, h € R™ tels que le segment [a,a+ h]
soit inclus dans Q. On suppose que f est continue sur [a,a + h], différentiable
surla,a+ h[ et que : AM > 0, Vx €|a,a+ h], ||df (z)|| < M. Alors,

1f(a+h) — f(@)| < MJAl.
(En posant b= a + h, cette inégalité s’écrit || f(b) — f(q) < M||b— al|).
Démonstration : Considérons la fonction

g:10,1] — R, t+—g(t) = f(a+th).

Elle est continue sur [0, 1], différentiable sur |0, 1] et on a ¢'(t) = df (a+th)(h),
d’aprés la formule de dérivation de fonctions composées. Dés lors,

lg" @)1l = lldf (a + th)(R)|| < M]|A],
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par hypothése. Par ailleurs, il existe ¢ €]0, 1] tel que :

lg(®) = g(O) < llg"®)II (1 - 0),

et par conséquent,

lg(1) = g(O)[l = l[f(a + h) = fla)] < M][R],

ce qui achéve la démonstration. B
Soient a € R™, © un voisinage de a et f : 2 — RP. Rappelons que f est

de classe C' au voisinage de a, si les dérivées partielles —— existent au point

i
a € £ et sont continues en a. Si ces dérivées partielles possédent elles-mémes
des dérivées partielles, on les appellent dérivées partielles secondes et on note

#f 9 (0
8.7}]'8.1‘1' (a) N 871'3 <(9£UZ> ((l)

Si ces dérivées partielles secondes existent au voisinage de a et sont continues
en a, on dit que f est de classe (;'2 au voisinage de a. On définit ainsi par
récurrence les dérivées partielles k™S et la notion de fonction de classe C*.
On dit enfin qu’une fonction est de classe C* au voisinage de a si toutes
ses dérivées partielles, de tous les ordres, existent au voisinage de a et sont
continues en a.

.. .02 9? :

Proposition 1.36 (lemme de Schwarz). Si / et / existent dans
8:1:,-8@3 8a:j8xi

un voisinage  d’un point a = (a1, ...,an) et sont continues en ce point, alors

0% f _Of

a{L‘iafL’j “= al’jaxz @

Démonstration : Notons d’abord que 'on peut travailler composante par com-
posante. Ce n’est donc pas une restriction réelle de supposer f a valeurs réelles.
D’autre part on peut se limiter & la considération de deux variables a la fois.
Nous supposerons donc n = 2 et nous écrirons (z,y) au lieu de (z1, z2) et (a,b)

: - . , 0%f o*f
au lieu de (a1, a2). L'existence des dérivées partielles et dans 2

0xdy oyox
of af

implique celle de u et e Soit (h, k) assez petit pour que le rectangle de

sommets opposés (a,b) et (a + h,b+ k) soit dans §2. Posons

F(h,k) = f(a+h,b+k)— f(a+h,b) — f(a,b+ k) + f(a,b),
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et montrons que F'(h, k) a une limite lorsque (h, k) — (0,0). Nous allons calcu-
ler cette limite de deux maniéres différentes ; cela conduira au résultat. Posons
e1(t) = f(t,b+ k) — f(t,b), dou F(h,k) = p1(a+ h) — p1(a). Les fonctions
t— f(t,b+ k) et t — f(t,b) sont dérivables, donc la fonction ¢ — ¢1(t) est
aussi dérivable et on a

0 0
0=t v k) - L),

D’aprés le théoréme des accroissements finis appliqué a ¢, il existe un réel
01 €]0, 1] tel que :

Fh k) = hoi(a+0h) = h (2L avombrk)— s omp)).
Ox Ox
. of L. . .
Comme la fonction ¢t — a—(a + 61h,t) est dérivable au voisinage de b, de dé-
x

2
rivée
Oyox

(a + 601h,t), le théoréme des accroissements finis permet de trouver
un réel 7 €]0, 1] tel que :

0% f
0yox
Or lim (a+61h,b+ k) = (a,b), donc en tenant compte de la continuité

(h,k)—(0,0)
2

F(h, k) = hk

(a+ 01h,b+ 1k).

de , on obtient

oyox

im F(h,k) 0% f
1 =
(h,k)—(0,0) hk 0yox

(a,b).

La suite de la preuve consiste a reprendre le raisonnement précédent en posant
au départ po(s) = f(a+ h,s) — f(a,s), doa F(h,k) = @a(b+ k) — p2(b). On

obtiendrait )

o f
F(h,k) = hk
(h, k) 0xdy
ou 0y et 19 sont deux réels strictement compris entre 0 et 1. La continuité de
82

(a + Tgh, b+ 92,143),

920y entraine :
F(h,k 2
im (h, k) _ 9 (a,b).
(h,k)—(0,0) hk 0xdy
N o e R | O f
L’unicité de la limite implique alors 1’égalité entre les dérivées et
oydx — O0x0y

au point (a,b), ce qui achéve la démonstration. B
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Remarque 1.37 La contraposée du lemme de Schwarz permet de montrer que
certaines fonctions ne sont pas de classe C*. A titre d’exemple, on reprend la
fonction définie par (voir exemple 1.20),

xt — gt
flay) = Wag,a @) 70,0
0, (z,y) = (0,0)

et on montre qu’elle n’est pas de classe C2. On a montré dans lexemple 1.20,
que cette fonction est continue, différentiable sur R? et de classe C'. Pour
prouver qu’elle n'est pas de classe C? , il suffit d’utiliser la contraposée du
lemme de Schwarz car

af af
2 o (of . gy (h0) = 5;(0,0)  p
8x8y(070) T oz (83/) (0,0) = flzlg%) h B ilzlg%ﬁ =1
et
0 f 0 (0 g0, - F0,0) -
ayor 0 = 3y <ax> (0,0) = limy h = fm =
d’o,
0% f 0% f
0,0)=1#-1= 0,0).
8wy( ,0)=1# 8y8x< ,0)
‘ . . L . 0 f 0% f
On constate d’ailleurs que méme si les dérivées partielles et en
0yox 0xdy

un point existent, elles ne sont pas nécessairement égales.

Proposition 1.38 Soit f une fonction de deuxr variables a wvaleurs réelles,
définie dans un voisinage Q du point (a,b) € R?. On suppose que les conditions

sutvantes sont satisfaites :
2

(1) les dérivées partielles of et existent dans €.

Or  Oyox

2
est continue sur €.

0% f 0% f
((I, b) =
0yox 0xdy
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Démonstration : Comme dans la preuve de la proposition précédente, on pose
F(h’k) :f(a+hvb+k) _f(a+hvb) —f(a,b+k)—|—f(a,b)

Dés lors

F(h, k)

v k
k#0 k+#£0
o J@:b ) = f(ab).
k—0 k
k#0
of of
= — h,b) — —(a,b 1.1
Soathb) = 3 (a.b), (11
et cette limite existe par hypothése. D’apreés la proposition précédente, on sait
que :
of of
F(h,k)=nh <E)x(a +601h,b+ k) — %(a + thvb)> ;01 €]0,1]
. . . Of . .
En appliquant la formule des accroissements finis a Iz en la deuxiéme variable,
on obtient
82
F(h,k) = hk 01h,b k 0,1
( ) ) ayax(a"i' th,b+m7 )7 7_16]7 [

2

Par hypothése ;y éfx

existe et est continue sur €2, donc

1. F(hk) 9
ilzlg%)ﬁ l%:l—rf(l) ko 8y8:r(a’ ),
h#£0  k£0

et d’aprés (1.1), on en déduit que la limite

1. F(hk) 5@+ h,b)— G (a,b)
lim — lim = lim ,
h—0 h k=0 k h—0 h
h#0  k#0 h#0

0% f
= b
a':vay (a’ )7

2

existe et est égale a (a,b), en vertu de 'unicité de la limite. B

yox
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Proposition 1.39 (Formule de Taylor). Soient a € R™, Q un voisinage de a,
f:Q— R et heR" tel que a+ th € Q pour tout t € [0,1] (c.-a-d., tel que
le segment [a,a + h], soit contenu dans ). On suppose que f € C™T1 sur Q.
Alors, il existe 6 €]0, 1] tel que :

fla+h) = fl@)+ Z 5, Zl T @it
= 11712
! Z 0x;, .. 83321 0wy, (Wi,
11 4eeeylp=1
1 n ar—i—lf
D) > . (a + Oh)hiy ..l .

ilyeytry1=1

Démonstration : L’idée de la preuve consiste a utiliser un raisonnement par
récurrence. Considérons la fonction ¢ : [0,1] — R, ¢t — f(a + th). Alors, il
existe 6 €]0, 1] tel que l'on ait :

1

p(1) = 9(0) + ¢/(0) + 516" (0) + -+ gD (0) + ().

1
19

ﬁg(r) (O)W

Notons que : ¢(0) = f(a) et ¢(1) = f(a + h). (Notons que pour une fonction
g : Q — R de classe C', on a d’aprés la régle de différentiation de fonc-
tions composées appliquée a [0,1] — Q — R, t — a + th — g(a + th),
I’expression :

d " of
S9(a+th) :ga— a+th).h;).

On calcul les dérivées successives de la fonction . On a

Zn:af a+th).h

0
Pour j fixé, on peut dériver ¢t — a—f(a + th), d’ou
Lj

th).hih;.
85626:3] a+ th)-hih;

J=11i=1

Montrons par récurrence sur k, 1 < k <7, que 'on a

th).hi,...h;,.
Z axzk ax“(“* ) By B

0150t =1
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Acceptant par hypothése de récurrence cette expression, on donc

d
ED@) = — th).hi, ...h;
()0 ( ) dt Z 8.Tzk 837“ CL + ) 1 (23 Y

U150l =1

" d ok f
= Z d (81'% 8.%'21 (a —+ th)) hil'--hika

114yl =1
n 8k+1f
i1 yeeeytp=1 ( =1 wzaxlk (9:1311
ak:—H . .
_ Z L (at th)hiy i iy s (insr = 1),

0xp110%;, ...0x;
Uyl lpp1=1 k185, "

d’ott le résultat annoncé. B
Remarques 1.40 a) En pratique on utilise parfois d’autres notations. Le terme

d’indice r dans la proposition précédente, se note souvent (en utilisant une puis-
sance symbolique d’ordre r),

1 d o \"
Z . 8% (a)hi,...hi :< ax1+---+hnaxn) f(a).

Zl’ Sir=1

Par exemple, pour n =2 et r = 3,

1 0 o \?
(h o7 1+h28x2> f(a),

est une notation commode pour
3f
8:13%81’2

B f

0 ik
<h3 O @)+ 3020 (a a) + 35—y 1022 7@ +hag ];( )>

63

b) Pour le cas d’une fonction de deux variables, on écrit parfois la formule
de Taylor (d’ordre 2) en utilisant les notations de Monge :

T R
- Oz’ q_ay’ 022’ T oxdy’ T Oy’

Par exemple, on a

fla+h,b+ k)= fla,b) + (hp + kq)(a,b) + %(h% + 2hks + k*t)(a, b)

1
+§(hp + kq)®(a + 0h, b+ 0k).
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Exemple 1.41 La formule ci-dessus peut aussi étre utile lors de la détermina-
tion des valeurs appochées de certains nombres. Par exemple pour déterminer la
valeur approchée de (0.95)%0, on pose f(x,y = y* = e*™Y. Avec les notations
de Monge, on a

_ % I 8f rz—1 7]0
P=5-=Y Iny, 4=5, =W r= o y*(Iny)?,
O*f . 1 O*f 9

D’ou,
(0.95)290 = £(240.01,1 —0.05) = f(a+ h,b+ k),
1
~ f(a,b) + (hp+ kq)(a,b) + g(h% + 2hks + k*t)(a, b),

ota=2b=1h=001k=—005 f(a,b) = 1, (hp + kq)(a,b) = —0.01 et
(h2r + 2hks + k%t)(a,b) = 0.004. Par conséquent,

1
(0.95)2% ~ 1 0.1+ 5(0.004) = 0.902.

Définition 1.42 On dit qu’une fonction f : R® — RP, est homogeéne de degré
a si, pour A € R et tout x € R, on ait fx) = X f(x).

Si f et g sont deux fonctions homogénes de degré a;, alors f+4g¢ est homogéne
de degré a. Si f est homogéne de degré « et g est homogéne de degré 3, alors
fg est homogéne de degré o + 3 et S est homogéne de degré o — 5. Si f est

g

homogeéne de degré a et s € R*, alors la fonction f® est homogéne de degré o®.
Si f est différentiable et homogéne de degré «, alors les dérivées partielles de
f sont homogénes de degré o — 1.

Proposition 1.43 Si f est différentiable en x et homogéne de degré «, alors
on a la formule d’Euler :

S u (@) = af(@).

X
k=1 * oy

Démonstration : En effet, on a f(Az) = A*f(z). En dérivant cette égalité par
rapport a A, on obtient

Z@xk (Az).zp = aX“Lf (2).
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Prenons A =1, d’out

ce qui achéve la démonstration. B

Soient 2 C R™, un ouvert, f : @ — RP et a € 2. On dit qu'un polynéme
P :R" — RP, de degré < n est un développement limié de f a l'ordre n au
point a, si

1f(a+z) — P(x)|| = o(|[=[|").

(Cela revient a dire que la fonction z — f(a + x) est "n-tangente" a P a
lorigine). Si P existe, alors il est unique. Dans le cas ot f est n-fois différen-
tiable au point a, la formule de Taylor exprime précisément que f admet un
développement limité P & l'ordre n au point a.

1.1.4 Inversion locale et fonctions implicites

Considérons le systéme linéaire suivant de n équations & n inconnues,

a111 + apxe + - - +aT, = by,
2171 + agxs + - -+ aTy, = bo,
Ap1T1 + Ap2x2 + - + AppTy = brw

n
ou sous forme condensée, Zaijxj =b;,, 1 < i < n, ou encore sous forme
j=1
matricielle, Az = b, avec A = (a;;) une matrice n x n, b = (b;) une matrice
n x 1 et x = (z;) une matrice n x 1. La matrice A définit une transformation
linéaire de R™ dans R™ pour laquelle on utilise aussi la notation A :

n
A:R" — [Rn, (1,‘1,...,1}”) — (yl,...,yn), Y; :Zaijxj, 1<1<n.
j=1
On sait que le systéme précédent a une solution unique si et seulement si la
matrice A est inversible, donc si det A # 0. Cela revient a dire que ’application
A est bijective. La question que I'on se pose est qu’en est-il si on considére un
systéme de n équations non-linéaires & n inconnues :

fl(xlv'” 71‘71) - b17

fQ(xlv'” 7:1;71) - b27

fn(xlv'” axn) = bna
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ou sous forme condensée f(z) = b? A la place de A interviendra le jacobien
de f, c.-a-d.,

_ a(f177fn) _ 8fz
det Jf(ﬁ[)) = m = det <8x] (:CO)> \<ij<n .

Supposons que f soit de classe C! au voisinage d’un point g et que f(xq) = by.
L’équation f(x) = b peut alors s’écrire f(z) — f(z9) = b — by, ou encore sous
la forme df (zg).(x — z9) + e(x — x9) = b — by. Une approximation linéaire de
I'équation proposée est donc fournie par df (xg).(x — z¢) = b — by. Comme la
fonction linéaire df (xg) : R® — R™, est représentée par la matrice jacobienne

_ (9
Tr(wo) = <8xji>1<ij<n

forme J¢(x0).(x —x0) = b—0bp. L’équation approchée posséde donc pour chaque
b une solution unique en x si et seulement si la matrice jacobienne Jy(xg) est
inversible et donc si et seulement si le jacobien de f en zq (c.-a-d. det J¢(zo))
n’est pas nul. Pourrait-on espérer que 1’équation f(z) = b, elle-méme posséde
une solution unique si c’est le cas de I’équation linéaire approchée (autrement
dit si 'application linéaire approchant f est inversible) ? Posée globalement, la
question appelle une réponse négative. Mais localement, la réponse est positive.

Précisons cela en examinant un exemple simple dans le cas n = 1. Soit
f: I C R — R, une fonction de classe C! sur ouvert I (suggérée par le
graphe de la figure suivante) tout en supposant que f’ # 0 en un point g € I.

, on peut écrire ’équation linéaire approchée sous la

Figure 2 — Courbe

Pour fixer les idées, on suppose que f'(xg) > 0, donc f’ reste > 0 dans un
voisinage U(xzg) de xp, d’ott f est strictement croissante et par conséquent
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injective sur ce voisinage. L'image de ce voisinage est un ouvert V' (by) contenant
f(zo0). On a donc trouvé un voisinage ouvert U(xp) de xo et un voisinage
ouvert V(bg) de f(xzg) tels que : f: U(xg) — V (bo) soit bijective. La matrice

jacobienne de f en xg se réduit ici au seul nombre réel —(xg) qui n’est pas

nul (noter que la tangente a la courbe en (zg,by) n’est pas horizontale). On
peut donc en résumé, faire les observations suivantes :

(1) négativement : I’équation f(z) = b n’a pas nécessairement de solution
pour aucun réel; c’est le cas par exemple de I’équation f(x) = by. De plus si
I’équation f(z) = b a une solution, celle-ci n’est pas nécessairement unique.
Par exemple, I'équation f(x) = by admet les deux solutions zg et xj.

(7i) positivement : si on considére les voisinages U(xzg) de xg et V(by) de
bo, la fonction f : U(xzg) — V (bo) est bijective : pour tout b € V(by), il existe
un et un seul z € U(xzg) tel que f(x) = b. En outre, la fonction réciproque
f~t:V(bg) — U(xg) est encore différentiable et de classe C!.

C’est 1a un fait général comme le montre le théoréme suivant (avec un léger
changement de notations) :

Théoréme 1.44 (d’inversion locale). Soit Q un ouvert de R™ et f : Q@ — R,
une fonction de classe C*. Soit a € Q, b = f(a). Supposons que df(a) soit
inversible, autrement dit que

Oh(a) .. 2(a)
9% (4 ofs

det J¢(a) = det axl.( ) &E".( ) #0,
%(a) %(a)

(c.-a-d., la matrice jacobienne (gg{;) (a) est réguliere). Alors, il existe un voisi-

nage U(a) de a et un voisinage V (b) de b tels que la restriction de f a U(a) soit
une bijection de U(a) sur V(b). En outre, la réciproque f=' : V(b) — Ul(a),
est de classe C1. (Si f est de classe C*, k € N*, alors f~' est de classe C¥).

" / £()

Figure 8 — Inversion locale
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Démonstration : La preuve se fera en plusieurs étapes.
a) Posons

g(z) = (df (@) (fla+2) = f(a)), zeQ\{a}={y—a:yecQ}.

Alors par ce changement de f, on se rameéne a inverser g : Q\{a} — R™ au
voisinage de 0 avec g(0) = 0 et

dg(0) = (df (a))~"(df (a)) = L(= idgn).

Si g est un difféomorphisme local, il en de méme de

f(@) = df(a)(9(x) — a) + f(a)).

En fait, par une telle transformation et composition, on se raméne au cas
ot a=0,b= f(a) =0 et le théoréme en question s’appliquera a la fonction
h(z) = f(a+z)— f(a), car h(0) = 0 et dh(0) = d(f(a). Dés lors, h admettra en
0 un inverse local g et donc admettra en a un inverse local y — g(y— f(a))+a.
on a

dg(0) = d(df (a))"*(0)odf (a) = (df (a))~"odf (a) = 1.
Supposons que df(0) = 1 car si le théoréme est vrai dans ce cas, alors il
s'appliquera a la fonction (df(0))~'of (ot on compose f : @ — R" avec
(df(0))~! — R™), puisque évidemment,

d ((df (a)~"of) (0) = d(df (0)) " (£(0))odf (0) = (df (0)) " odf (0) = 1.

L’isomorphisme linéaire (df (0))~! étant une bijection C>, prouver le théoréme
pour f est équivalent & le prouver pour (df(0))~'of. Sans restreindre la gé-
néralité, on est donc ramené & traiter le cas f :  — R™ avec a = 0 € Q,
f(a) =0 et df(0) = 1, ce qu'on supposera désormais dans la suite. On posera
donc h(z) = f(x) —x, d’ot h(0) = 0, dh(0) = df(0) — 1 = 0. Comme dh est
continue en 0, alors il existe r > 0 tel que la boule fermée B(0,r) de centre 0 et
de rayon 7 est contenue dans © et pour tout € B(0,7), ||[dh(x)| < 1/2. En ap-
pliquant I'inégalité des accroissements finis, on obtient pour tout = € B(0,r),
|h(z)|| < %||lz||. Par conséquent, 'image de B(0,r) par l'application h est
contenue dans B(0,7/2).

b) 1l s’agit maintenant de construire deux voisinages ouverts U(0) et V(0)
de 0 tels que g : U(0) — V/(0) soit bijective. Nous allons montrer que pour
y € B(0,7/2), il existe un point fixe unique = € B(0,7) tel que : g(z) = y.
(L’image de B(0,7) par g est égale & B(0,7/2)). Pour cela, on se propose de
déterminer un point fixe de la fonction définie sur B(0,r) par

hy(z) =24y —g(x) =y — h(x),



1.1 Calcul différentiel 39

ott y € B(0,r/2) (fixé). Si z est un point fixe de hy, on a z = y + z — g(x)
ou y = g(z). Donc z est un point fixe de hy, si et seulement si = est solution
de 'équation g(x) = y. Le probléme consiste a trouver une boule sur laquelle
hy soit contractante pour y dans un certain voisinage de 0. On a pour tout
x € B(0,7), h(z) € B(0,7/2) et

1yl = llz +y — gzl = lly = h(@)]| < llyll + IIh(2)]| <

+-=r

N3

r
2
et dés lors, hy(z) € B(0,r). Ainsi h, envoie la boule fermée B(0,r) dans elle-
méme. On a dhy(z) = dh(x) et ||dhy(z)|| < 1/2, pour tout = € B(0,r). (Il est
important que le coté droit soit plus petit que 1 mais il n’est pas nécessaire
qu’il soit en particulier égal & 1/2. Cela implique que pour chaque z € U(0),
dg(x) est inversible). Pour x,Z7 € B(0,r), on a alors d’aprés l'inégalité des
accroissements finis :
. _ _ o — 3
1y (z) = hy(@)]| = ||A(z) = h(@)I| < |z = Z[| sup_[ldh(E)] < —F—-

£€lz,7]

Cela prouve que pour y € B(0,7/2), h, est une contraction de B(0,7) dabs
B(0,7). D’aprés le théoréme du point fixe, il existe un unique x € B(0,7r) tel
que : hy(x) = z, c.-a-d., ’équation g(x) = y posséde une solution unique dans
B(0,7). Dés lors, 3z € B(0,r) tel que :

hy(x) =z <= g(z) =y,

ce qui définit une application inverse de g de B(0,7/2) dans B(0,7). On pose
U(0) = g 1(B(0,7/2)) et V(0) = B(0,7/2), et on note g~ : V(0) — U(0).

¢) Etudions la continuité de g—!. Soient = g~!(y) et T = g~ (y) avec
z,x € B(0,7) et y,y € V(0). On a

[ —g(z) + 9(x) — 7 + 9(z) — g(D)]],
lg(x) = g(@)I + [[a(z) = (@),
[l — ]

5

[l — ]

IN

< lly—yl+

donc
|z —Z| <2|ly -7,

ce qui prouve que g~ ! est continue sur V(0). (g~ est lipschitzienne).

d) Etudions maintenant la différentiabilité de g='. Soient y € V(0) et
z € Q tel que : y 4+ u € V(0). On note comme ci-dessus = = g~ !(y) € U(0) et
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z+v=gYy+u)€U).Ona

g y+u) — g y+uwg ' (y) - (dge) " (w)
=z+v—z—(dg) gz +v)—g), (@=g"'1),
= (dgz) " (g(x + v) — g(x) — dg=(v)).

Comme dg, est inversible (en fait en diminuant r si nécessaire, on peut supposer
que pour tout x € B(0,7), dg, est un isomorphisme). Dés lors, pour chaque
x € B(0,7), il existe une constante C' > 0 tel que : ||(dg,)~!|| < C. D’aprés c),
g~ ! est lipschitzienne, donc |[v]| < 2||ul| et dés lors,

lg~ ' (y+u) =g ()~ (y) — (dg.) "' (u)]|
[ |

Y [(g(x +v) — g(x) — dg=(v))|

< 2ollote ) = to) —dose)]

Lorsque v — 0, le dernier facteur ci-dessus tend vers 0 par la différentiabilité
de g. Cela montre que g~ ! est différentiable en y et que pour chaque y € V(0)
avec © = g~1(y),
dg~'(y) = (dg(x)) ™
e) Comme g est de classe C", alors dg est de classe C"'. On a vu que
dg~1(y) = (dg(z))~! et comme I'opération inverse sur les matrices inversibles
est lisse, cela établit que dg~—' est de classe C"~!. Par conséquent, ¢! est de

classe C". Ceci achéve la démonstration. H

Définition 1.45 Une bijection f d’un ouvert Q de R™ sur un ouvert f(2)
de R™ qui est de classe C*, k € N*, ainsi que sa réciproque f~1 s’appelle un
difféomorphisme de classe C* (ou simplement C*-difféomorphisme).

Remarques 1.46 a) Sous les mémes hypothéses du théoréme précédent (avec
f de classe Ck, k € N*), f est un CF-difféomorphisme de U(a) sur V(D).

b) Il faut bien noter que le théoréme précédent est local (ce qui justifie son
appellation). Méme si df (x) est inversible pour tout z, linverse global de f
n’existe pas nécessairement. Pour s’en convaincre, considérons la fonction,

f:R? —R?* (z,y) — (e*cosy,e"siny).

Le jacobien

e*cosy —e¥siny
det Jf(%?/) = < e siny e’ cosy > =" 7é 0,
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ne s’annule jamais. Donc cette fonction a une matrice jacobienne partout inver-
sible et pourtant f n’a pas de réciproque globale car f n’est pas bijective ; en effet
f est localement injective mais elle n’est pas injective car f(x,y) = f(x,y+27).

c¢) Le théoréme précédent signifie qu’une fonction est inversible au voisinage
d’un point en lequel sa différentielle est inversible. La condition det Jr(a) # 0
est équivalente a df (a) : R — R™ est un isomorphisme (c.-a-d., ici bijective).
Une question qui se pose souvent est comment déterminer la différentielle.
Or ce théoréme ne permet pas toujours de calculer explicitement cette fonc-
tion pour tout y € V, mais on peut procéder sans la connaissance explicite
de =1 comme suit. On notera que sous les hypothéses du théoréme, puisque
f:U— Vet ft:V — U sont de classe C* donc différentiables, on a
par la formule des fonctions composées, df (x)odf ~'(y) = df ~L(y)odf (x) =
pour y = f(x) avec x € U (I étant l'application identité dans R™); par consé-
quent df 1(y) = (df(x))~" ou (df(x))~! désigne la réciproque de l’isomor-
phisme df (z). Autrement dit, la matrice jacobienne de f~1 en y est linverse
de la matrice jacobienne de f en x.

d) Le raisonnement fait dans la remarque b) concerne évidemment aussi le
cas du calcul des dérivées partielles de la réciproque ¢ = f~1:V — U, sans
passer par la détermination explicite de la fonction ¢ (car comme nous 'avons
signalé ci-dessus le théoréme ne permet pas toujours de la calculer explicite-
ment). Comme ¢of = idy, alors la matrice jacobienne de ¢of est la matrice
unité (que l'on note aussi I = (8;5) ot 0;; est le symbole de Kronecker qui vaut
1 sii=j et 0 sinon). Dés lors, Jy(y).Js(x) =1 ou

Z agbz % (z) = 6;;
8yk 830] v

La résolution de ce systéme d’équations linéaires donne une information sur

b
les ﬂ Par exemple, siy = f(x) = e* + 3coszsinzx, alors on a

Oy
df do

i — 3sin® z + 3 cos? x:>dy()3af:(0)21:>dy(0):4'
Corollaire 1.47 Soient  C R™ un ouvert et f : Q@ — R™ une fonction de
classe Ct. On suppose que df (x) est un isomorphisme pour tout x € Q (ou ce
qui est équivalent det J¢(z) #0).

a) Si A C Q est un ouvert, alors f(A) C R™ est un ouvert.

b) La fonction f est injective au voisinage de chaque point de ).

¢) La fonction f peut ne pas étre injective sur € tout entier méme si §) est
connexe (et un tel phénomeéne ne peut pas se produire lorsque n = 1).
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Démonstration : a) Soit y € f(A) ou A C Q est un ouvert. Dés lors, 3z € A
tel que : y = f(z). D’apreés le théoréme d’inversion locale (appliqué au point
x), il existe un voisinage de y entiérement contenu dans I'image f(A), d’ou le
résultat.

b) Découle immédiatement du théoréme d’inversion locale.

c¢) En effet, il suffit de considérer ’exemple étudié dans la remarque 1.46, b),
c-a~d., f(z,y) = (e cosy, e siny). On a montré que f est localement injective
mais f n’est pas injective puisque f(x,y) = f(x,y+27). Pour le cas n = 1, on
a déja expliqué cela pour la fonction suggérée par le graphe de la figure 2. B

Si on suppose de plus dans le théoréme d’inversion locale (voir aussi le co-
rollaire précédent) que la fonction f est injective sur 'ouvert €2, alors 'image
f(9) est un ouvert de R™ et f est un C!-difféomorphisme de 2 sur f(Q);
c’est le théoréme d’inversion globale. (On peut remplacer C' par C*, k € N* si
f est de classe C*). C’est une conséquence du théoréme d’inversion locale (il
suffit de montrer que f~! est de classe C*). L’hypothése d’injectivité dans ce
théoréme est essentielle, sans cela the théoréme est faux. En général, un dif-
féomorphisme local n’est pas un difféomorphisme global. Pour s’en convaincre,
considérons la fonction f(z,y) = (e”cosy,e”sinz). On a det J¢(z) = e* # 0
pour tout (z,y) € R2 C’est donc un difféomorphisme local (en vertu du
théoréme d’inversion locale), toutefois la fonction f n’est pas injective car
f(z,y + 27) = f(z,y) et dés lors ne peut étre un difféeomorphisme global.
Un autre exemple est fournie par la fonction f : Q = R?\{(0,0)} — R,
(z,y) — (22 — 32, 2zy), qui est de classe C' et que ses différentielles sont in-
versibles. On a det J¢(x) = 4(z%+y?) # 0si (z,y) # (0,0), f(z,y) = f(—z,—y)
pour tout (z,y) € R?, la fonction f n’est pas injective au voisinage de (0, 0) et
elle n’est pas un C'-diffeomorphisme de R? dans R?.

Corollaire 1.48 Sous les hypothéses de la proposition précédente, pour tout
voisinage ouvert W C U de x, alors f(W) est un voisinage de ouvert de f(x)
et en outre, f est bijective de W sur f(W) avec une réciproque de classe C*

(CF si f lest).

Démonstration : Il suffit de vérifier que f(W) est un ouvert, la suite découle
directement du théoréme d’inversion locale. Comme f~'of = I (identité sur
U), alors d’apreés la formule de dérivation des fonctions composées, on a

df M (f(x))odf (x) =1,

pour tout x € U. Dés lors, df(x) est un isomorphisme pour tout z € U (la
condition det J¢(x) # 0 dans la proposition est équivaut a df(z) : R — R”
est un isomorphisme). La conclusion suit donc le corollaire précédent, point a)
et la preuve s’achéve. B
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Remarque 1.49 Soient (z,y) € R" x RP et W un voisinage de (x,y) dans
R™ x RP. Alors il existe U un voisinage de x dans R"™ et V un voisinage de
y dans RP tels que : U x V. C W. Par ailleurs, si U est un voisinage ouvert
de (z,0) dans R™ x RP alors U défini par U x {0} = U N (R™ x {0}) est un

voisinage ouvert de x dans R™.

Le théoréme des fonctions implicites suivant permet de résoudre une équa-
tion de la forme g(z,y) = 0 en exprimant une des variables en fonction des
autres, comme par exemple y = f(z) ou f est une fonction connue impli-
citement. De maniére plus précise, le théoréme en question s’énonce comme
suit,

Théoréme 1.50 (des fonctions implicites). Soit Q@ un ouvert de R™ x RP et
g : Q — RP une fonction de classe C1. Soit (a,b) € Q2. Supposons que :

i gat)=0.
(11) la matrice 9i

dy;

Alors, il existe un voisinage U de a dans R™ et un voisinage V' de b dans RP,
avec (a,b) € U x V C Q, tels qu’il existe une fonction unique f : U — V,
avec

(1) b= f(a).

(11)’ g(z, f(x)) = 0 pour tout x € U.
La fonction f est de classe C' et de plus, si g est de classe C* (k> 1), f est
de classe C*.

(a, b)) est inversible.
1<i,j<p

Démonstration : Soit
G:Q—>[Rn>< va (a:,y)»—>(x,g(x,y)),

la fonction de classe C' (CF si g 'est) et dont la matrice jacobienne est

1 0 .. O 0 .. 0

O 0 .. 1 0 .. 0 In 0

991 g1 991 Oq1 og | = (ggi) (%) )
dx1 Oxg . Oz, Oy Oy Tk ) 1<i<p Yi/1<i5<p

. 1<k<n

9gp  Ogp Og9p  Ogp 9gp

o0z Oz 0T oy 8yp

ou I, est la matrice unité d’ordre n et O est la matrice nulle & n lignes et p
colonnes. La matrice jacobienne de G en (a,b) est

I, 0

agi 897;
(%(a’ b)> 1<i<p (8y.f (e, b)) 1<i,j<p

1<k<n
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On note, par suite de 'hypothése (ii), que cette matrice jacobienne est in-
versible et donc le théoréme d’inversion locale s’applique & G. Il existe donc
un voisinage ouvert W de (a,b) dans R™ x RP tel que G(W) est un voisinage
ouvert de G(a,b) = (a,g(a,b)) = (a,0) (d’aprés (1)) dans R™ x RP et G est une
bijection C! de W sur G(W) dont la réciproque G~! : G(W) — W est de
classe C! (Ck si g 'est). D’aprés le corollaire 1.48 et la remarque 1.49, on peut
choisir W de la forme U’ x V ot U’ est un voisinage ouvert de a dans R"™ et V
est un voisinage ouvert de b dans RP. La fonction G~! est nécessairement de
la forme, G™1: GU' x V) — U' x V, (x,t) — (2, ¢(x,t)) ot (x,p(x,t)) est
I'unique élément de U’ x V tel que : G((z, o(x,t)) = (z,t), c.-a-d., p(z,t) est
I'unique élément de V tel que : g(x, p(z,t)) = t. En outre, ¢ : G{U' xV) — V
est de classe C' (C* si g I'est). Par ailleurs (remarque 1.49), il existe un voi-
sinage ouvert U C U’ de a dans R™ tel que : U x {0} € G(U’ x V). Posons
f(x) = ¢(x,0), z € U. Autrement dit, pour x tel que (x,0) € V;, on pose
G~ Y(x,0) = (z, f(x)). Notons que f est définie et de classe C! dans un voisinage
de a (car G~ est définie et de classe C! dans un voisinage de G(a,b) = (a,0)).
On a (a, f(a) = G7Y(a,0) = G71(G(a,b)) = (a,b) et donc f(a) = b. On a
aussi (7,0) = G(G~Y(x,0)) = G(z, f(z)) = (x,9(x, f(z))) et donc f(x) est
I'unique élément de V' tel que : g(z, f(x)) = 0. La figure ci-dessous illustre
cette situation.

A R? RP

GU' x V)

v

—-¢—
s
e
|
|

s

:

U R

*—>
~
Ll

N

v’

Figure 4 — Fonction implicite

Enfin, si g est de classe C*, G est de classe C¥ donc G~ est de classe C* et f
est bien de classe C*. B

Exemple 1.51 Montrons que l'on peut représenter la courbe d’équation :

g(z,y) =y* — 22% — 2 =0,

par une équation x = f(y), au voisinage du point (1,4/3) et déterminons
f'(\V3). En effet, on a
dg

dg
L= 62 9y =— 2L —
6z° — 2z (1,\/3) 8 #0,
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et le résultat découle immédiatement du théoréme des fonctions implicites. En
outre, on a 0 = g(z,9) = g(f(y),y), u = f(y), v =y, d'oi
0 0g 0 0g 0 0 0
099 _990u  0g0v_ 9y, 9

—_— = — = < I (@l /
0y Oudy Ovdy Ox (y)+ay (=62” — 2z) f'(y) + 2y.

=S

Pour (x,y) = (1,V3), on a —8f(v/3) +2v3 =0, d’ou f'(V3) =

1.1.5 Recherche d’extremum

Soient € un ouvert de R, f: Q — R et a € Q.

Définition 1.52 a) On dit que f posséde en a un maximum (resp. minimum)
local ou relatif s’il existe un voisinage V de a inclus dans 2 tel que :

veeV, [f(z)<fla) (resp. f(z)= f(a)).

b) On dit que f posséde en a un mazximum (resp. minimum) global si :

VreQ, f(x) < fla) (resp. f(z) = f(a)).
¢) Un extremum est un mazimum ou un minimum.

Proposition 1.53 (Condition nécessaire) : St f est différentiable en a et pré-
sente un extremum en a, alors df (a) = 0. (On dit dans ce cas que le point a
est un point stationnaire ou encore point critique).

Démonstration : Si f posséde un extremum en a, il existe une boule ouverte
B(a,r) C Q telle que : Vo € B(a,r), f(z) < f(a), (ou f(z) > f(a)). Soit
h € R", h # 0. Pour tout ¢t € R tel que : || < ”TT”, on a a+th € B(a,r). La
fonction g(t) = f(a+th) est définie sur } —ﬁ, W [, elle posséde un extremum
en t = 0 et y est dérivable. Dés lors, ¢'(0) = 0. Or ¢'(t) = f/'(a + th)h, donc
f'(a)h = 0 pour tout h € R™; application f’(a): R* — R est nulle. B

Définition 1.54 Soit f : Q — R une fonction de classe C?. On appelle ma-
trice hessienne (ou tout simplement hessienne) de f en a, la matrice suivante :

o2f 2 f % f
875’3%(01) 0x10xy, (a) Tt 0x10xn (a)
9% f % f *f
2 | P20z (a) aTjg(a) " Dzadan (a) . >’f
(f7 a) = . : . "\ Oz 01 a ’
: : : LjOLi 1<i j<n
02 f 2 f % f
O0xn0x1 (a) 0T, 0T (a) o @ (CL)



