


6 AVANT-PROPOS

de systèmes intégrables, les équations de Nahm, le potentiel quartique ou sys-
tème de Garnier, les équations couplées non-linéaires de Schrödinger, le champ
de Yang-Mills avec groupe de jauge SU(2), les toupies de Kowalewski et de
Goryachev-Chaplygin, étude de la complète intégrabilité algébrique (avec des
applications à l’étude des équations de Hénon-Heiles, toupie de Kowalewski, flot
géodésique sur SO(n), systèmes de Toda périodiques généralisés, réseau pério-
dique de Kac-van Moerbeke, système de Gross-Neveu et système de Kolossof)
ainsi enfin qu’une étude des équations stationnaire de Schrödinger, intégrale de
Gelfand-Levitan et de Korteweg-de-Vries via la méthode de la diffusion inverse
Ces problèmes reçoivent des solutions et sont entièrement rédigées.

On a rassemblé dans le chapitre 7 concernant les appendices, quelques
notions sur divers thèmes (espaces projectifs complexes, surfaces de Riemann
compactes ou courbes algébriques complexes, fonctions et intégrales elliptiques,
variétés abéliennes complexes, groupes et algèbres de Lie), à la fois pour leurs
intérêts propres et parce que cela conduit à clarifier un certain nombre de
résultats obtenus dans cet ouvrage. Il est préférable de les passer en première
lecture et de se borner à les consulter au moment de l’usage.

Plusieurs exemples se trouvent disséminés dans le texte. En outre, des exer-
cices de difficulté variée sont proposés avec éventuellement des réponses ou des
indications.

Je remercie Ellipses d’avoir donné tous ses soins à l’édition du présent livre.

A. Lesfari
E-mail : lesfariahmed@yahoo.fr
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Chapitre 1

Théorie de Hamilton-Jacobi

1.1 Problème variationnel, équations de Lagrange

1.1.1 Calcul des variations

Considérons des points fixés t1, t2 et une courbe différentiable

γ : x = x(t), t1 ≤ t ≤ t2,

reliant les deux points t = t1 et t = t2. Définissons la fonctionnelle S[γ] par
l’intégrale,

S[γ] =

∫ t2

t1

L(x(t), ẋ(t), t)dt, ẋ(t) =
dx

dt
, (1.1)

où
L : Rn × Rn × R −→ R, (x, ẋ, t) �−→ L(x, ẋ, t),

est une fonction de classe C2. On utilise la notation S[γ] plutôt que S(γ) pour
souligner qu’il s’agit de fonctionnelles et pas seulement de fonctions car la fonc-
tionnelle S[γ] est un nombre qui dépend d’une fonction (plus précisément, il
s’agit d’une fonction définie sur un espace de fonctions). La quantité fonction-
nelle S[γ] est dite intégrale d’action ou tout simplement action. L’approche ou
problème variationnelle consiste à déterminer la fonction x(t) telle que S[γ]
soit extrémale (maximale ou minimale), sachant que :

x(t1) = a, x(t2) = b,

où a, b ∈ R sont des valeurs données.
Interprétation géométrique. Géométriquement, cela revient à chercher la

courbe ou plus précisément l’arc de la courbe joignant le point A(t1, a) au point
B(t2, b) admettant une tangente qui varie continûment pour lesquel S[γ] soit
stationnaire (extrémale). Cette dernière signifie que si on considère la fonction

t �−→ x(t) + ελ(t),
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