Terminale Spécialite

PRECIS
DE MATHEMATIQUES

Cours rigoureux avec déemonstrations
et exercices corriges

Cours clair, rigoureux
et complet

Démonstrations
détaillées

Exercices
d’entrainement
et d'approfondissement

Chlomo Khalifa "




Chapitre 1

Suites

1.1 Raisonnement par récurrence

On utilise le raisonnement par récurrence lorsque l'on cherche a démontrer
qu’une propriété est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a un entier
naturel ng (en général ng =0 ou ng = 1).

1.1.1 Principe

Théoréme 1.1. Principe de récurrence (admis)
Soit une propriété qui dépend d’un entier naturel n, notée P(n), et soit ng € N.
Si lon démontre les deux propriétés suivantes :

— P(ng) (initialisation) ;
— pour tout entier n > ng, P(n) implique P(n+ 1)  (hérédité),

alors pour tout entier n > ng, la propriété P(n) est vraie.

Remarque. Le principe de récurrence peut étre schématisé de la fagon suivante.
On considere une file illimitée de dominos placés cote a cote. Les deux conditions
permettant de s’assurer que tous les dominos tombent sont :

— le premier domino tombe (initialisation) ;

— si un domino quelconque tombe, il renverse le domino suivant (hérédité).

Remarque. 1. Dans I’hérédité, on suppose que P(n) est vraie pour un entier n >
ng (cette hypothese s’appelle I’hypothése de récurrence), et on montre
que P(n+1) est également vraie. Formellement, ’hérédité consiste & montrer
la propriété suivante :

Vn > ng, (P(n) = P(n+1)).
2. Une propriété P(n) qui vérifie 'étape de I’hérédité est dite héréditaire a

partir du rang ng car sa véracité se transmet du rang n a son « héritier » de
rang n + 1.
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La section suivante propose deux exemples d’application du raisonnement par
récurrence. On prétera une attention particuliere a la rédaction.

1.1.2 Exemples

Ezemple. On note (uy,,) la suite définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n :
Up+1 = Upn + 2n + 3.

On souhaite démontrer par récurrence que pour tout n € N, on a u, = (n + 1)2.
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété « u, = (n+1)? ».

— Initialisation. On a d’une part : ug = 1, et d’autre part : (04 1)? = 1, donc
up = (0 + 1)? et ainsi P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c’est-a-dire tel que u,, = (n+1)2
(c’est 'hypothese de récurrence, en abrégé H.R.). Montrons que P(n+1) est
vraie, c’est-a-dire que u, 41 = (n + 2)2.

Ona:

Up+1 = Up +2n 43
=(n+1)>+2n+3 par HR.
=n’+2n+1+2n+3
=n?+4n+4
=(n+2)2

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : Vn € N, (P(n) =
P(n+ 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Ezemple. On note (u,,) la suite définie par ug = 2 et pour tout entier naturel n :
1
Upt1 = 5“" + 2.

On souhaite démontrer par récurrence que la suite (u,,) est croissante sur N, c’est-
a-dire que pour tout n € N, on a u, < Upy1.
Pour tout entier naturel n, notons P(n) la propriété « u, < up41 ».

1
— Initialisation. On a d’une part : ug = 2, et d’autre part : u; = iuo +2 =

1
3 x 242 =3, donc ug < uy et ainsi P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c’est-a-dire tel que u, < uptq.
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que up+1 < Uppo.
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. ) 1
Par hypothese de récurrence, on a : u, < un41, donc : iu" < iun_H, et

1
donc : 5”" +2 < —uUpy1 + 2, c’est-a-dire : upq1 < Upto.
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : Vn € N, (P(n) =
P(n+ 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Remarque. Notons qu’au début du raisonnement par récurrence, la propriété P(n)
est écrite entre guillemets car c’est une propriété qui reste a démontrer. A ce stade,
on ignore si elle est vraie.

Attention !

Dans un raisonnement par récurrence, I’initialisation est indispen-
sable! En effet, une propriété uniquement héréditaire peut étre fausse. Par
exemple, la propriété « 2" est divisible par 3 » est héréditaire, mais elle n’est
jamais vraie!

Attention !

1l existe deux erreurs iréquentes de rédaction dans l’héredite.

1. Commencer ’hérédité par la phrase : « Supposons que pour
tout entier n > 0, P(n) est vraie, et montrons que P(n + 1)
est vraie » est une erreur fondamentale! Si I’'on suppose que P(n)
est vraie pour tout n € N, il n’y a plus rien a prouver...

2. Débuter I’hérédité par les phrases : « Supposons qu’il existe
un entier naturel n tel que P(n) est vraie... » ou « Supposons
que P(n) est vraie pour un certain entier naturel n... » est une
erreur plus subtile. En effet, dans ce cas, on montre uniquement la
propriété : In € N, (P(n) = P(n+1)).

Pour éviter toute erreur, il est conseillé de commencer I’hérédité par la for-
mulation : « Soit n € N tel que P(n) est vraie... ».

Application 1. Les deux questions de cette application sont indépendantes.

1. On note (uy) la suite définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n :

Unt+1 = /0,5u2 + 8.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :

Ogungun+1§4

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1, on a : n! > 271,
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1.1.3 Inégalité de Bernoulli

Propriété 1.2. Inégalité de Bernoulli
Soit a un réel positif. Alors pour tout n € N, on a :

(14+a)* > 1+ na.

Démonstration. Soit a un réel positif. Pour tout entier naturel n, notons P(n) la
propriété « (1 +a)” > 1+ na ».

Montrons par récurrence que la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel
n.

— Initialisation. On a d’une part : (1 +a)? =1 et d’autre part : 1 +0x a = 1,
donc (1+a)? =140 x a, et ainsi P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c’est-a-dire tel que (1+a)™ > 1+
na. Montrons que P(n+1) est vraie, c’est-a-dire que (1+a)"*! > 14+ (n+1)a.
Par hypothese de récurrence, on a : (1 +a)™ > 1+ na, donc : (1 +a)"*! >
(1+mna)(1+a)car 1 +a > 0, soit : (1 +a)"* > 1+ na + a + na?, soit :
(1+a)"™ > 1+ (n+1)a+na?, donc: (14+a)"*! > 1+ (n+1)a car na® > 0.
Ainsi, P(n+ 1) est vraie.

— Conclusion. On a montré que P(0) est vraie et que : Vn € N, (P(n) =
P(n+ 1)), donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

O
1.2 Limite de suite
1.2.1 Limite infinie
Définition 1.3. 1. On dit qu’une suite (u,) a pour limite +oo, et on note
lirf Uy = +00, si pour tout réel A > 0, il existe ng € N tel que pour tout
n—-+0oo
entier n > ng, on a u, > A.
2. On dit qu’une suite (u,) a pour limite —oo, et on note hIE Uy = —00, §1
n—-+oo
pour tout réel A < 0, il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, on a

Uy < A.

Remarque. Autrement dit :

— une suite (u,) a pour limite 400 lorsque pour tout réel A > 0, Uintervalle
JA; +oo[ contient tous les termes de la suite & partir d’un certain rang ng ;

— une suite (u,) a pour limite —oo lorsque pour tout réel A < 0, Uintervalle
] — 00 ; A[ contient tous les termes de la suite & partir d’un certain rang ng.
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De maniere vulgarisée, on a lim wu,, = +o0 si le terme u,, est aussi grand que
’ n—-+oo
I’on veut lorsque n est suffisamment grand, et on a lim wu, = —oo si le terme w,,

n—-+oo

est aussi grand que 1’on veut dans les négatifs lorsque n est suffisamment grand.

On donne ci-dessous les limites infinies de quelques suites usuelles.

Propriété 1.4. Suites de référence de limite infinie (1)

1. lim n=+o0
n—-+4oo

2. lim n?=+c0
n—-+4oo

3. Plus généralement, pour tout entier k > 1, on a : lim nF = 4o0.

n—-+oo
4. lim /n=+4o00

n—-+4oo

Démonstration #. Soit un réel A > 0.

1. On note (u,) la suite définie pour tout n € N par u, = n.
Ainsi, en posant ng = |A] + 1 on a bien, pour tout n > ng, u, > A.

2. On note (u,,) la suite définie pour tout n € N par u,, = n?.

Pour tout n € N : u,, > A < n > VA.
Ainsi, en posant ng = [v/A| + 1, on a bien, pour tout n > ng, u, > A.

3. Cette limite est admise.

4. On note (u,) la suite définie pour tout n € N par u, = /n.
Pour tout n € N : u, > A <= n > A2
Ainsi, en posant ng = [A2%] + 1, on a bien, pour tout n > ng, u, > A.

On peut montrer de maniere analogue les limites infinies suivantes.

Propriété 1.5. Suites de référence de limite infinie (2)

n——+o0o

4. lim (—y/n)=—0

n—-+4oo

1. lim (—n)= -0
n—+oo
2. lim (—n?) = -0
n—-+oo
3. Plus généralement, pour tout entier k > 1, on a : lim (—n*) = —oo0.

Application 2 #. En utilisant la définition, montrer que : 1li
n—-4o0o

m (3n+6) = +oo.
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1.2.2 Limite finie

Définition 1.6. On dit qu’une suite (u,) a pour limite un réel £ si pour tout réel
e > 0, il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, on a |u, — €| < €.

A

Remarque. Autrement dit, une suite L °
(un) a pour limite un réel £ si tout  £+e e °
. . - - - .._.l_._._ -
intervalle ouvert contenant ¢ contient 0 f e . hd
tous les termes de la suite & partir o ° :

) : _.._. .
d’un certain rang ng. OT 0

De maniére vulgarisée, une suite (u,) a pour limite un réel £ si le terme w,, est
aussi proche que l'on veut de £ lorsque n est suffisamment grand, c’est-a-dire si les
termes de la suite (u,) finissent pas s’accumuler autour de £.

Propriété 1.7. Unicité de la limite
St une suite a pour limite un réel, ce réel est unique.

Démonstration #. Supposons qu’une suite (u,) a pour limites deux réels ¢; et fs,
et montrons alors que ¢; = ¢5. Raisonnons par I’absurde, et supposons que £1 # /5.

1
Posons € = §|€2 —l]| > 0.

Puisque (u,) a pour limite ¢1, il existe un entier N; tel que pour tout entier
n > Ny, |u, — 0] < e.
Puisque (u,) a pour limite ¢5, il existe un entier Ny tel que pour tout entier
n > N, |up, — o] < e.
. |Un — fll < &€
En posant N = max(N7; N3), on obtient pour tout n > N :
|un — €2| <e

Par conséquent, pour tout n > N, on a :

2
|£2 —£1| = |£2 — Up + Up —€1| < |£2 _un‘+|un —€1| < 2= *|£2 —€1|,
—_—— —— 3
<e <e

ce qui est absurde. Donc £; = {5 et ainsi la suite (u,,) a pour limite un unique réel.
O

Remarque. On peut désormais noter licitement : lim w, = ¢ pour signifier
n—-+oo

qu’une suite (u,) a pour limite un réel £.

On donne ci-dessous les limites nulles de quelques suites usuelles.

Propriété 1.8. Suites de référence de limite nulle
i 1
1. lim —=0
n—-+oo n
) 1
2. lim — =0
n—4oo N
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1
3. Plus généralement, pour tout entier K > 1, ona: lim — =0.
n—-+oo N

4. lim — =0

n——+oo \/ﬁ

Démonstration #. Soit un réel € > 0.

1
1. On note (uy,) la suite définie pour tout n € N par u, = —.
n

Pour tout n € N : |u,| <& <

1 ’ 1 1
- <Eg < —<€g <=~ n>-—.
n n €
. 1 .
Ainsi, en posant ng = | — | + 1, on a bien, pour tout n > ng, |u,| < €.
€
2. On note (uy,) la suite définie pour tout n € N par u, = —.
n

1 , 1 1
Pour tout n € N : |uy| <e = — <e &= n°> - &= n>—.
n €

NG

1
Ainsi, en posant ng = {J + 1, on a bien, pour tout n > nog, |u,| < e.

NG

3. Cette limite est admise.

1
4. On note (u,) la suite définie pour tout n € N par w,, = \T
n
1 1 1
Pour tout n € N : Ju,| <& — — <e < \/ﬁ>g = n> .
n

NG

1
Ainsi, en posant ng = LZJ + 1, on a bien, pour tout n > ng, |u,| < e.
€

Remarque. Notons (t,) la suite définie pour tout n € N par ¢, = (—1)".

Tous les termes de la suite (¢,,) valent
soit 1 soit —1. Ils ne s’accumulent
donc jamais définitivement preés d’un <~» "ttt

réel. La suite (t,) n’admet donc pas
de limite (ni finie ni infinie).

Définition 1.9. 1. Une suite est dite convergente si elle a une limite réelle.

2. Une suite est dite divergente st elle n’est pas convergente, c’est-a-dire si elle
a une limite infinie ou n’a pas de limite.

1
Application 3 #. En utilisant la définition, montrer que : lim (5 + ) =5.
n

n—-+oo
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1.3 Regles opératoires sur les limites

Dans toute cette section, I’abréviation F.I. signifie « forme indéterminée ». Cette
appellation est utilisée pour signifier que 1’on ne peut pas conclure immédiatement
sur la limite de la suite. Il s’agira alors, lorsque la limite existe, de lever I'indéter-
mination en changeant habilement 1’écriture (voir la sous-section 1.3.4).

1.3.1 Somme de limites

Propriété 1.10. Somme de limites (admise)
Soient (uy,) et (v,) deux suites, et soient ¢ et ¢’ deux réels.

lim wn, = Y4 V4 Y4 400 | —o00 | 400
n—+oo
lim v, = A 400 | —00| +00| —00 | —o0
n——+oo
lim (un+wvn)= | €+¢ | 400 | —0 | 00| —o0 | F.I
n—+oo

Exemple. 1. Ona lim (n?+n) = +oo.

n—-+oo

Eneffet : lim n?=+ocoet lim n = +oo, donc par somme de limites, on

n——+4oo n——+4oo
a lim (n?+n)=+4oo.
n—-+oo
1
2. Ona lim <2+4> =4.
n—-+oo n

En effet : lim — =0et lim 4 =4, donc par somme de limites, on a
n—+oo n n—-+o0o

1
n—-+o0o n

1.3.2 Produit de limites

Propriété 1.11. Produit de limites (admise)
Soient (un) et (vy,) deux suites, et soient £ et {' deux réels.
lim up = L £>0 | £>0 | £<0 | £<0 | +oo| +oo| —o0o| 0
lim v, = V4 +00 —o00 | 400 —0 | 00| —oo| —oco| F+oo
n—-+oo
lirf (unpxvp) = | £x0 | 400 —00 —00 +o00 +o00| —oo| +oo| F.I
n—r+0o0
Ezemple. 1. Ona lim (—2n?%) = —cc.
n—+oo
En effet : lim n® = o0 et lim (-2) = —2 < 0, donc par produit de
n—-+o0o n—-+oo
limites, on a lim (—2n3) = —oo.

n—-+oo



