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Chapitre 1

Nombres complexes:
point de vue
algébrique

La découverte d'un nouvel ensemble de nombres contenant des carrés négatifs est en général
surprenant. Lorsque, de plus, on se rend compte que ces nouveaux venus simplifient certains
calculs, que la trigonométrie en découle et qu'ils permettent des résolutions en géométrie, on
comprend aisément la place importante qu'ils ont prise en mathématiques.

B Un mathématicien

En 1545, Jérome Cardan publie un ouvrage dans lequel on trouve pour la
premiere fois une formule donnant les solutions des équations du troisieme
degré. Pour certaines d’entre elles, 'application de la formule faisait apparaitre
l'expression V-1 qui se simplifiait par miracle, fournissant le bon résultat. Le
mathématicien italien Rafaele Bombelli (1526-1573) propose alors de créer de
nouveaux nombres, que I'on ne nomme pas encore nombres complexes, puis
il définit dessus des regles pour les opérations d’addition et multiplication. Un
nouvel ensemble de nombres était né !

Tout polynéme P de degré n, a coefficients complexes, se factorise
en produit de n mondmes de degré 1 ; en d’autres termes, P
possede exactement 7 racines distinctes ou confondues. Pour

un polyndéme P de degré supérieur ou égal a 2 ayant toutes ses
racines de module inférieur ou égal a 1, le mathématicien bulgare
Blagovast Sendov (1932-2020) a conjecturé que pour toute racine

a de D, il existe une racine de P’ distante d’au plus 1 de a. Pour

un polyndéme de degré 2, c’est facile a montrer mais personne n‘a
jamais su le prouver pour un polynéme de degré quelconque.

Qo
(7))
2
(@)
=
N
=
>
g
(7]
L
-l




H les incontournables

m Effectuer des calculs avec les nombres complexes
m Mettre un nombre complexe sous forme algébrique
m Montrer qu’un nombre complexe est réel ou imaginaire pur

m Résoudre une équation linéaire de la forme az = b

B et plus si affinités

m Résoudre une équation faisant intervenir z et Z

m Calculer des sommes a 'aide de la formule du binéme
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mm Résumé de cours

B Ensemble C des nombres complexes

Théoréeme-Définition 1.1.— Il existe un ensemble, noté C, que I’on appelle ensemble des nombres
complexes et vérifiant les propriétés suivantes :

e C contient ’ensemble R des réels;
e C contient un élément 5 tel que 72 = —1;

e tout nombre complexe z s’écrit de maniere unique sous la forme z = a + ib, ou a et b sont
réels;

e l'addition et la multiplication de R s’étendent a C avec les mémes regles de calcul.

Définition : Soit z = a+ib (avec a,b € R) un nombre compleze. Cette écriture est appelée forme
algébrique de z. On dit que a est la partie réelle de z et que b est sa partie imaginaire. On
note a = NRe (z) et b =TJm(z).

Remarque : un nombre complexe est un réel si, et seulement si, sa partie imaginaire est nulle.
Définition : Un imaginaire pur est un nombre compleze de la forme z = ib (avec b € R).

Remarque : un nombre complexe est imaginaire pur si, et seulement si, sa partie réelle est nulle.

Théoreme 1.2.— Unicité de la forme algébrique —. Deux nombres complexes sont égaux si,
et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire. Autrement dit :

[ =2 © Re () = Re (2)) et Im(2) = Im ()]

Théoréme 1.3.— Opérations sur les nombres complexes —. Soit z = a +ib et 2’ = o’ + it/
deux nombres complexes (avec a,a’,b, b’ € R). Alors :

e 2+ =(a+d)+i(b+V)
o 22/ = (aa’ —bb') +i(ab’ + a'b)

Remarque : les identités remarquables restent valables dans C, en particulier

(a+ib)(a —ib) = a* + b

Théoréeme 1.4.— Inverse d’'un nombre complexe non nul —. Soit z = a + ib un nombre
complexe non nul. Alors z admet un inverse que 1’on note % et on a :

1 1 a—1b a—1b a ib

z_a+ib:(a+ib)(a—ib) a2 +b2  a?2+b2 a2 +b?

Remarque : dire que z = a + ib est un nombre complexe non nul équivaut a dire que a # 0 ou
b # 0, soit a® + b? # 0.

NOMBRES COMPLEXES: POINT DE VUE ALGEBRIQUE 3 Em



B Conjugué d’'un nombre complexe

Définition : Soit 2 = a +ib (avec a,b € R) un nombre complexe. On appelle conjugué de z et on
note z le nombre complexe défini par Z = a — ib.

Exemple : siz=3et 2/ = —1+2i,alorsZ=3et 2/ = —1 — 2i.

Remarque : si z = a + ib (avec a,b € R) alors 2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b

Proposition 1.5.— Propriétés la conjugaison —. Soit z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
e zZ=12 e Siz#£0, ()=1
— %7 I s z\ _ z
e 2+ =Z+2 e Siz 7&07(?)_?
© 22/ =zZx2 e Pour tout entier naturel n, z”® = (z)"
Remarque : si z est un nombre complexe non nul, alors % = Z, ce qui permet de déterminer

sz e 71t 1 . - /
I’écriture algébrique de - puisque 2z est un réel.

En effet, si z = a +ib (avec a,b € R) alors 2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b°.

Théoréme 1.6.— Soit z un nombre complexe. Alors :

z2+z
o MNe(z) = i
2
zZ—Z
e Jm(z)=
(2) 21
Théoréme 1.7.— Caractérisation d’un réel, d’un imaginaire pur —. Soit z un nombre complexe.
Alors :

e 2cR&Z=12

e 2z est imaginaire pur &z = —z

B Formule du bindme de Newton

Théoreme 1.8.— Formule du bindbme —. Soit a et b deux nombres complexes et n un entier
naturel. Alors :
n __ . n kin—k __ . n n—kik
(a+D) —kzo(k>ab —%(k)a b
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Exemple : pour n € {0, 1,2, 3,4} on obtient (voir méthode 1.8)

a® + <i)> a’b+ <;) ab® + (2) b = a® + 3a%b + 3ab® + b3
(a+b)* = 3) a* + (f) a®b + (;1) a®b? + (g) ab® + (j) b = a* + 4a®b + 6a%b? + 4ab® + b*

Remarque : en changeant b en —b dans la formule du binéme, on obtient le développement de

(a—b)" .
(@b =>" (Z) ak(—b)"

k=0

(1

(a+0b)? = <§>a2+ (f)awf (Z)bQ =a® + 2ab+ b?
(o
(

Par exemple :

(a —b)* = a* +4a® x (=b) + 6a(—b)* + 4a(—b)? + (=b)* = a* — 4a3b + 6a%b* — 4ab® + b*

n
En appliquant la formule du binéme & a = 1 et b = 1, on retrouve la valeur de la somme Y (Z)
k=0
déja calculée en dénombrement :

Théoreme 1.9.— Pour tout n € N, on a :
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mm Démonstrations

B Conjugué d’un produit, d’un inverse, d’'une puissance entiéere

Il s’agit de démontrer les troisieme, quatrieme et sixieme points de la proposition 1.5.

Proposition 1.5.— Soit z et 2z’ deux nombres complexes. Alors :
e zZ=12 OSiZ;éO,@:%
cird =z °SiZ#£0,(3)=2
o 22/ =Zx 2 e Pour tout entier naturel n, 2™ = ()"

Démonstration V

Rappelons que, pour un nombre complexe z = a + ib (avec a,b € R), on a Z = a — ib.
Conjugué d’un produit

Soit 2 =a +ib et 2/ = c+14d (avec a,b,c,d € R) deux nombres complexes.

On a 22’ = ac — bd + i(ad + bc), d’out 2z’ = ac — bd — i(ad + be). Par ailleurs,

Z X 2 = (a —ib)(c — id) = ac — iad — ibc + i*bd = ac — iad — ibc — bd = ac — bd — i(ad + bc),

ce qui montre que 2z’ =Z X 2.
Conjugué d’un inverse
Soit z = a 4 b (avec a,b € R tels que a® + b # 0), un nombre complexe non nul. On a :

1_ 1 a—ib a B ib
z  a+ib  a?+b2  a?2+b a2 +0b2’
donc
(1)_ a b a ey b
2] a?+b2  a?+b2 a2+ b2 a? + b2’

Par ailleurs,
1 a+1ib a+ib a b

1

z a—ib (a—ib)(a+ib) a2 +b? _a2+b2+2a2+b2.
1

=2

1
Ainsi, on a bien (—) =
z

Conjugué d’une puissance entiére
Soit z € C. Montrons par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, 2™ = (z)".
Pour tout n € N, on note :

Pn): < 27 =(2Z)" > .
Initialisation : Ona 20 =T =1=1°=T°, ce qui montre que P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose maintenant que P(n) est vraie au rang n € N fixé, soit 2™ = (z)".
En appliquant la formule donnant le conjugué d’un produit, on a alors :

=2 xz=2"xz = (2)"xz=(2)"",
P(n)

ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. A
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B Formule du bindbme

Théoreme 1.8.— Soit a et b deux nombres complexes et n un entier naturel. Alors :

(a+0)" = Z (Z) afpn Tk = Z (Z) a™kpk
k=0 k=0

Démonstration V
Notons tout d’abord que la deuxieme égalité résulte de la premieére en échangeant a et b. En effet, comme
a+ b =>b+ a, on déduit de la premiere égalité que :

(a+b)"=0b+a)" = Z <Z) bRk = Z (Z)akb"_k .
k=0 k=0

On va maintenant démontrer la premieére égalité par récurrence sur n € N. Pour n € N, on note

Pn): < (a+b)" = Zn: (Z)akb"k > .

k=0

0
Hérédité : On suppose maintenant que P(n) est vraie au rang n € N fixé, alors :

ntl _ n o _ - Ny kyn—k . Ny kyn—k - Ny kyn—k
(a+b)""" =(a+b)x (a+0) 7)(n)(a—|—b)Z(k)ab a;(k)ab +bZ(k)ab ,

k=0 k=0

0
Initialisation : On a (a +b)® =1 et Z (2) a"b’ Tk = (0) a®b’ =1 x 1 =1, donc P(0) est vraie.
k=0

soit

(a+b)" = (Z)a’““bn—’“ +> (Z)a’“b”“—’“ . (1.1)
k=0

k=0

Or, la premiére somme ci-dessus peut également se mettre sous la forme :

n n+1
n k+1n—k __ n 1;n n 2;n—1 n n+lyn _ n kin+l1—k
kzo<k)a b —<O)ab +(1)ab + +<n)a b ;(k—l)ab .

Par conséquent, la relation (1.1) s’écrit :

n+1 n
n+l n kyn+1—k N\ kyn+l—k
(a+b) —Z(k_l)ab -I-Z(k)ab
k=1 k=0
o n n+lyn+l1—(n+1) - n kin+l—k Y o,nt+1-0 - N\ kynt1—k
= b b b b
(n+1—1)“ +Z(k;—1)“ + 0)“ + (k)a
k=1 1
_[n n+1,0 . n kint+l—k n 0;n+1—0 . n kynt+l1—k
(n)a b —|—Z(k_1)ab —|—(0)ab +Z(k)ab
k=1

_n+1 n+1 = n n kin+1—k
sttt () ¢ (1)
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Mais (k " 1) i (Z) - ("‘k“) d’aprés la formule de Pascal, d’oti :

u 1
(a+ b)n+1 — gt + prtt + Z (n—li— )akanrlk.
k=1

Enfin, comme ("{') =1 et ("1]) = 1, I'égalité ci-dessus s’écrit aussi :

+1
n+1 n+1 “(n+1 X (n +1
n+l _ 0;n+1 n+l;n+1—(n+1) kin+l—k __ kin+l1—k
(a+b) —( 0 )ab +(n+1)a b —l—Z( & )ab —Z( K )ab ,
k=1 k=0
ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. A
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