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1 ‘ Puissances de matrices

L’essentiel du cours

Dans ce chapitre, n € N* désigne un entier non nul et on rappelle que M, (R) est]’ensemble
des matrices réelles a n lignes et n colonnes.

Définition 1.1 — Soit A € M ,(R) une matrice carrée.
On pose A’ = I,, et pour tout k dans N*,

A= Ax Ax---xA.
—_—
k fois

ATTENTION!! Le calcul de A" ne consiste pas a élever chaque coefficient
de la matrice A ala puissance n.

Pour continuer : Méthode 1.6.

Remarque — Comme pour lesréelsott VaeR, a’=1,
toute matrice élevée a la puissance 0 vaut I'élément neutre, a savoir I,, pour les matrices.

— Proposition 1.2 - Puissance d'une matrice diagonale
d 0 - 0
. do L
Soit D = une matrice diagonale de M ,,(R). Alors pour tout k € N,
o
0 0 d,
df 0
1
k
pk_| 0
' 0
0 0 df
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— Proposition 1.3

Soit une matrice carrée A€ M, (R). S’il existe trois matrices P € M, (R), Q € M, (R)

d 0 - 0
0 dg .
etD=| € M, (R) diagonale telles que A=PDQ et PQ=QP=1,,
P 0
0 -~ 0 d,
alors pour tout entier k € N, .
k k 0 dy
A"=PD"Q=Px x Q.
: . .0
0 --- 0 d’rg

Pour continuer : Méthode 1.7.

— Proposition 1.4 - Formule du bindme de Newton

Soient A et B deux matrices de M, (R) telles que A et B commutent (i.e. AB = BA).
Alors pour tout p € N*,

k=0

14
(A+B)P =) Pl ar-kpk,

k=0

Pour continuer : Méthode 1.8.

Les méthodes indispensables

—— Méthode 1.5 - Opérer sur les matrices

o Pour multiplier une matrice par un réel, additionner ou soustraire deux matrices
de méme taille, on opere coefficient par coefficient.

o Pour multiplier deux matrices entre elles, apres avoir vérifié que le nombre de co-
lonnes de la matrice de gauche est égal au nombre de lignes de la matrice de droite,
on doit se servir de la ligne correspondante a gauche et de la colonne a droite.
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Ilustration du produit matriciel :

’B : p lignes, g colonnes ‘

| b big

<®>
5‘ e
<.
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=

Q

<@>
= -
<.
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=
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C1,j e Cl,q
: L : :
@ @ Ci1 Ci,q
anll cee an'k e anyp Cn'l cee Cn'k cee Cn'q
A: nlignes, p colonnes C = Ax B:nlignes, g colonnes
Application -
1 0 -2 0 1 1
1. On considere les matrices A=|0 2 3 et B=(-1 -2 -=-3|.
1 -1 0 3 2 -4

Calculer2B—A et I3+ A+B.
Comme il s’agit de deux sommes, je raisonne coefficient par coefficient :
2x0-1 2x1-0 2x1-(-2) -1 2 4

2B-A=|2x(-1)-0 2x(=2)—-2 2x(=3)-3|=(-2 -6 -9
2x3-1 2x2-(-1) 2x(-4)-0 5 5 -8
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1+1+0 0+0+1 0+(-2)+1 2 1 -1
Ii+A+B=|0+0+(-1) 1+2+(-2) 0+3+(-3)|=(-1 1 O
0+1+3 O+(-1)+2 1+0+(-4) 4 1 -3

2. Effectuer les produits suivants.

1 2 o0 1 1 2 3 2 1 4

@@ [3 -4 X(o _3) © -1 4 7|x|[-1 3
0 6 8 -3 2 -3 1 V2
1 2 1\ (2 1 2 -4\ (x

® |3 1 ofx|2 @ |4 6 -3|x|y
-1 5 0/ \2 2 -5 1 z

Cette fois, il s’agit de produits. Je dois donc raisonner selon le schéma précédent :
1 2 10+0 1-6 10 -5

@ |3 -4 x(loo _13): 30+0 3+12|=[30 15
0 6 0+0 0-18 0 -18
1 2 1 2 2+4+2 8
b |13 1 0f|x|2]=| 6+2+0 |=|8
-1 5 0] \2 —2+10+0 8
1 2 3 2 1 4 2-2-9  1+0+3 4+6+3V2
© |-1 4 7|x|-1 0 3 |=|-2-4-21 -1+0+7 —-4+12+7V2
8 -3 2 -3 1 V2 16+3-6 8+0+2 32-9+2V2

-9 4 10+3V2
=|-27 6 8+7V2
13 10 23+2V2

1 2 -4 X x+2y—4z
(d |4 6 -3|x|y|l=|4x+6y-3z
2 -5 1 z 2x—-5y+z

Pour s’exercer : Exercices 1 et 2.

—— Méthode 1.6 — Calculer la puissance donnée d’'une matrice

Pour déterminer I'élévation a une puissance donnée d’'une matrice, il suffit d’opérer les
produits successivement :

A2=AxA, AP=A*xA, etc
Il est aussi possible d’utiliser les regles usuelles connues pour les puissances réelles :

V(rs)eN?, A"xAS= A" et (AT)'=A"
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1 2
Application - Soit A la matrice A = ( ) Calculer A°.

3 4

Je calcule tout d’abord A% = A x A puis multiplie 2 nouveau le résultat par A :

A2:A><A:(1 Z)X(l 2):

1+6 2+8) (7 10
3 4/ |3 4 3+12 6+16) |15 22

7 10\ (1 2\ (7+30 14+40\ (37 54
3 _ 42 _ _ _
et AT=4 XA_(IS 22)X(3 4)_(15+66 30 + 88 _(81 118)'

—— Méthode 1.7 — Calculer la puissance k-iéme d’'une matrice

Pour déterminer la formule de la puissance k-iéme d'une matrice, on observe la forme de
cette matrice :

o S'’il s’agit d’'une matrice diagonale, on utilise la Proposition 1.2 et on met chaque
coefficient diagonal a la puissance k.

o Sila matrice A se réécrit sous la forme A= PDQ avec D diagonale et PQ = QP = I,
alors cette fois on applique la Proposition 1.3.
C’est un exercice classique ot les étapes sont détaillées pour permettre d’identifier
les matrices P, D et Q. Les Chapitres 5 et 8 permettent de construire ces matrices.

 Si la matrice n'a pas de forme spéciale, alors on calcule les premiéres puissances
afin de reconnaitre une forme particuliere, que I'on peut démontrer ensuite par ré-

currence.
Application -
3 0 0
1. Calculer pour tout n € N* la puissance n-ieme de la matrice A={0 -1 0.
0 0 4

Comme la matrice A est diagonale, il suffit d’élever a la puissance n chaque coeffi-
cient diagonal. Ainsi
3" 0 0
VneN*, A"=|l0 (-D" o0
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* . RN . 0 2
2. Calculer pour tout n € N* la puissance n-iéme de la matrice B = ( 0 0).

Comme la matrice B ne présente pas de forme particuliere (bien que la majorité
de ses coefficients soient nuls), je commence par calculer B et B3 puis conjecture
une formule pour B” :

0 2) (0 2) (0 0
BZ__ BxB= _ _
-P _(0 o)x(o 0)_(0 0)_02'

Deslors, B =B?>xB= 02, x B=0, etdela méme maniere pour tout n > 2,

B"=B2xB"2=0,x B"2=0,.

1 1
Comme la matrice C ne présente pas de forme particuliere (bien que tous ses co-
efficients soient égaux a 1), je commence par calculer C* et C* puis conjecture
une formule pour C" :

o . N . 11
. Calculer pour tout n € N* la puissance n-ieme de la matrice C = ( )

1 1 1 1 1+1 1+1 2 2
2 _ _ _ _
¢ _CXC‘(l 1)X(1 1)‘(1+1 1+1)‘(2 2)
2 2 1 1 2+2 2+2 4 4
3_ 2
t = = = = o
et CT=0TxC (2 2)x(1 1) (2+2 2+2) (4 4)
2n—1 2n—1
Il semble alors que pour tout entier n e N*, C" = (2”‘1 2”_1)'
Je démontre cette formule par récurrence sur n € N*.
. 2n—1 2n—1
Enoncé: Je note P, la propriété: C" = (2"‘1 2”‘1)'
11 2171 27y 20 2% 11
O Pyt D _ 1_ = =
Initialisation: Pourn=1, C (1 1) et (21_1 21_1) (20 20) (1 1).

Ainsi P; est vraie.

Hérédité: Soit n > 1.Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Par hypothése de récurrence je sais que

2n—1 2n—1)

Cn = (2”—1 2ﬂ—1

Alors
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
c'tl=c"xC= Zn_l 2n—1 2% bl = 2n—l +2n—1 2n—l +2n—1
2 2 1 1 27742 27742
3 2 x 2”—1 2 x 2}’1—1 3 2" 271
- 2X2n—l 2X2}’l—1 - zn 21’1 .

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.
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Conclusion: Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 1, alors par principe de
récurrence, la propriété P,, est vraie pour tout n > 1, i.e.

21’1—1 2"—1)

VHEN*; Cn: (21’1—1 2n—1

Application - Voici l'exemple type d’exercice dans lequel l'utilisation de la Proposition 1.3
est nécessaire, avec tout le cheminement pour arriver a la forme souhaitée.
On considere les matrices suivantes :

-1 0 O 1 0 0 1 00
A=|-8 0 -8, P=10 1 -1 et Q=111
9 0 8 -1 0 1 1 01

1. Calculer PQ et QP.

J effectue les produits matriciels : 8 Je souhaite trouver la matrice identité dans les
deux cas afin de pouvoir appliquer la proposition souhaitée.

1 0 0 1 00 1 (U 1 0 0
PQ=(0 1 -1I|x|1 1 1|=]11-1 1 1-1|=|0 1 O]|=13
-1 0 1 1 01 -1+1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
QP=|1 1 1|x|0 1 -1f=f1-1 1 -1+1|=|0 1 O|=13
1 0 1 -1 0 1 1-1 0 1 0 0 1

2. On définit la matrice D = QAP. Calculer D.

J effectue les produits matriciels : 8% Je souhaite cette fois trouver une matrice diago-
nale, pour la proposition, et parce que la lettre D n'est siirement pas choisie au hasard.

1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 O

QA=|1 1 1|x|-8 0 -8|=|-1-8+9 0 -8+8|=]10 O O

1 0 1 9 0 8 -1+9 0 8 8 0 8
-1 0 0 1 0 0 -1 0 O -1 0 0
D=QAxP=|0 0 O|]x|0 1 -1f=f 0 O O|=|10 O O)
8§ 0 8 -1 0 1 8-8 0 8 0 0 8

3. En utilisant que D = QAP, en déduire que A= PDQ.
&= Il s'agit ici de retourner |'égalité, afin d’exprimer la matrice A de départ selon la forme
souhaitée. Je me sers de la construction de la matrice D de la question précédente.
Je sais que D = QAP. Ainsi en multipliant a gauche par P et a droite par Q,

PxDxQ=PxQAPxQ=PQ xAx PQ =I3x Ax I3=A.
- ——
:13 :]3

J’ai bien montré que A= PDQ.
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4. Calculer D" pour tout n € N.

Comme la matrice D est diagonale,

D" 0 o0 D" 0 0
D" = 0 0" 0 |= 0 0 O
0 0 8" 0 0o 8"

. Montrer par récurrence que pour tout neN, A" =PD"Q.

C'est un raisonnement par récurrence des plus classiques, qui se réutilise tel quel
puisqu’aucune expression de matrice n'intervient dans la rédaction.

Enoncé: Je note P, la propriété: A" = PD"Q.

Initialisation: Pourn=0, A’=1I; et PDOQ =PI3Q=PQ=1Is.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0.Je suppose que P, est vraie et je montre que P, 'est aussi.
Al’l+1 - An x A

avec A = PDQ, et par hypothése de récurrence je sais que A” = PD"Q.
Donc

A" =pPD"Qx PDQ = PD"(QP)DQ = PD"I35DQ = PD"DQ = PD"*'Q.

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de
récurrence, la propriété P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

vneN, A"=PD"Q.

. Calculer A" pour tout entier n € N.

Je sais désormais que A" = PD"Q et je connais I'expression des trois matrices P,
D" et Q. Jeffectue alors les produits matriciels :

1 0 O -D" 0 0 D" o0 o
PD"=10 1 -1|x 0 0 0]= 0 0 -8"
-1 0 1 0 0o 8" --n"* o 8"
-n" 0 0 1 0 0 (-n" 0 O
A"=PD"xQ = 0 0 -8"|x|1 1 1|= -8" 0 -8"].
--D" o 8" 1 0 1 8"-(-n" o 8"

Pour s’exercer : Exercices5a?7.



