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Chapitre 1

Techniques fondamentales de calcul
différentiel et intégral

1.1 Fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles ou complexes

Généralités sur les fonctions

Une fonction de R dans R sera dite fonction réelle d’une variable réelle. Pour toute
fonction réelle d’une variable réelle, il existe un plus grand sous ensemble unique Dy de R,
tel que f est une application de Dy dans R. Le sous-ensemble Dy est appelé ensemble de
définition de f. Par exemple, pour f (z) = /z, on a Dy = Ry = [0, + oof.

L’ensemble de tous les couples (z,f (x)) tels que = € Dy est appelé graphe de f et il est
désigné par Cy (figure 1.1).

Cy = {(x.f (x)) tels que x € Dy} .

F1G. 1.1 — Représentation graphique d’une fonction f

Définition On dit que f est paire si

1. pour tout x € Dy, on a: —x € Dy
2. pour tout © € Dy, ona: f(—z)= f(z).

Définition On dit que f est impaire si
1. pour tout * € Dy, on a: —x € Dy
2. pour tout © € Dy, ona: f(—z)=—f(x).
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F1G. 1.2 — Fonctions paire et impaire

Application : La fonction réelle définie par f (z) = 22 est paire, et la fonction réelle définie
par f (z) = 2 est impaire (figure 1.2).

Définition On dit que f est périodique de période T' € R*, si pour tout z € Dy, on a:
1. VIGDf, I-l—TEDf,
2.VzeDy, fx+T)=f(x).

Application : Les fonctions réelles définies par f (x) = cos(z) et g () = sin(z) sont
périodiques de période 27.

Théoréme (Opérations sur les fonctions) Soient f et g deux fonctions réelles.
e Addition: Vz € R, (f+g)(z) = f(z) + g(z);

e Multiplication: Vz € R, (fg)(z) = f(x) x g(x);

e Composition: Vz € R, (fog)(z) = f(g(x)).

Définition (Monotonie) Soit f une fonction réelle d’une variable réelle définie sur une partie
I deR.

1. On dit que f est croissante sur I si pour tous z,2’ € I, on a
<’ = f(z) < f ().
2. On dit que f est strictement croissante sur I si pour tous z,x’ € I, on a

r<a = f(z) < f(2).
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3. On dit que f est décroissante sur I si pour tous z,2’ € I, on a
<2 = f(z)>f(2).

4. On dit que f est strictement décroissante sur I si pour tous x,2’ € I, on a
<2 = f(z)>[f(2).

5. On dit que f est monotone sur [ si elle est croissante sur I ou elle est décroissante
sur I.

Application : La fonction f (x) = 2 est strictement croissante sur R, = [0, + oo,
strictement décroissante sur R_ = ]—00,0].

Définition (Fonction majorée, minorée, bornée) Soit f une fonction réelle d’une variable
réelle définie sur une partie I de R.

1. On dit que f est majorée sur I si I’ensemble f (I x) | & € I'} est majoré.

(
(

x) | x € I} est borné.

(1) =
2. On dit que f est minorée sur I si Pensemble f(I) = {f (z) | x € I} est minoré.
1

{f
{s
3. On dit que f est bornée sur I si I'ensemble f (1) = {f (
Applications
1. Les fonctions réelles f et g définies respectivement par f (z) = cos(z), g(z) = sin(x),
sont majorées sur R par 1, minorées sur R par —1 et bornées sur R.

2. La fonction réelle définie par f (z) = exp(x), est non majorée sur R, minorée sur R et
non bornée sur R.

Définition Soient f une fonction réelle définie sur une partie I de R et a € I.

1. On dit que f présente un maximum en a si f (x) < f (a), pour tout = € I — {a},
2. On dit que f présente un maximum strict en a si

f(x) < f(a), pour tout z € I,
3. On dit que f présente un minimum en a si f (z) > f (a), pour tout x € I — {a},
4. On dit que f présente un minimum strict en a si

f(z) > f(a), pour tout z € I.

Dans la figure (1.3), la fonction f définie sur lintervalle [a,b] par sa représentation
graphique, présente un maximum en x; et un minimum en x,.

Une fonction f est bornée si et seulement si | f | est majorée.

Dérivation

Définition Soient f une fonction réelle d’une variable réelle définie sur un intervalle ouvert
I et a un nombre réel appartenant a I. On dit que f est dérivable au point a si la limite

i (@R = fla)
h—0 h

existe et est finie. Cette limite, lorsqu’elle existe, est appelée dérivée de f en a et est notée

f'(a).
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Fi1a. 1.3 — Un minimum en xo et un mazximum en x,

Définition Soient I un intervalle de R et f: I — R. f est dérivable sur I si f est dérivable
en tout point a € I. L’application

flrx— fl(),

est appelée fonction dérivée de f.

Définition (Equation de la tangente) Soient a un nombre réel, f une fonction réelle d’une
variable réelle, dérivable au point a et Cy la courbe représentative de f par rapport a un

- — . R . -
repere (O, 7,7 ) . L’équation de la tangente a la courbe Cy au point a. s’écrit :

y=f(a)(@—a)+f(a).

Applications
1. Pour f(z) = ag + a17 + asx? + agz® + - - + anz™, on a f' (x) = a1 + 2a27 + 3azx? +
s 4 napz™ L
1 —n / n —n—1
2.Pourf(:c)=m—n:x ,onaf(ac)zfﬁ:fmc .

3. Pour f (z) = sin(z) et g (z) = cos(z), on a [’ (z) = cos(z) et
g (z) = —sin(z).

4. Pour f:z —Inz et g: x — exp(x),on a f' () == et
g' (z) = exp(z).

Propriétés des fonctions dérivables

Soient a un nombre réel, f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle ouvert
I contenant a et dérivables en a et soit A un nombre réel. Alors

1. f+g,fget \f sont dérivables en a et 'on a
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a),

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(Af) (a) = Af'(a).
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2. Si g(a) # 0 alors g est dérivable en @ et I'on a

<i>' (a) f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g

Soient I et J deux intervalles réels, f une fonction dérivable sur I et g une fonction
dérivable sur J. On suppose que f(I)subsetJ. Alors, gof est dérivable sur I et

(gof) =g ofxf.

Pour une fonction réelle f d’une variable réelle dérivable définie sur un intervalle I de
R, on a
1. Pour que f soit croissante (resp. strictement croissante) sur I, il est nécessaire et
suffisant que l'on ait

Vz €1, f'(z) > 0(resp. f'(z) > 0).

2. Pour que f soit décroissante (resp. strictement décroissante) sur I, il est nécessaire
et suffisant que 'on ait

Vo €I, f'(x) <0 (resp. f'(x) < 0).

Corollaire 1.1 Soit f une fonction réelle d’une variable réelle dérivable sur un intervalle I
de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est constante sur I.

2.Vzel, f'(z) =0.

Définition (Tableau de variation) Etudier le sens de variation d’une variation d’une fonc-
tion numérique f définie sur une partie D de R c’est partager, lorsque c’est possible, D en
un nombre fini d’intervalles tels que sur chacun d’eux f soit: ou bien constante, ou bien
strictement croissante, ou bien strictement décroissante.

On indique ce sens de variation dans un tableau appelé tableau de variation.

Graphe d’une réciproque

Soit f une bijection continue sur un intervalle I de R. Le graphe de la fonction
réciproque f~! est obtenu par symétrie par rapport & la droite d’équation y = = (la
premiére bissectrice).

Dérivée d’une réciproque

Soient f une bijection continue sur un intervalle I de R et a € I. Si la fonction f est
dérivable en a et si f’(a) # 0, alors la fonction réciproque f~' de f est dérivable en
b= f(a) et 'on a

(Y 0) = 5 =

' frla) (o f=H)(b)
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Définition (Dérivées successives) Soit f une fonction réelle dérivable sur I. Si la fonction
dérivée

fio— f(a),
de I dans R, est dérivable sur I, la fonction dérivée de f’ sera appelée dérivée seconde de
f en a et est notée f”(a). Par récurrence, on définit la dérivée f®+1(a) d’ordre p+ 1 de f
en a, c’est la dérivée (si elle existe) de I'application f®): z — f®)(x).

Fonctions usuelles

Définition (Logarithme népérien,) On appelle logarithme népérien, la fonction réelle définie
sur R% par:

1
Ve e RL, Inz :/ ;dt.
J1

Propriétés du logarithme népérien

La fonction In vérifie les propriétés suivantes :
1
In(1) =0, In(ab) =Ina+Inb, ln(g) = —In(b), In(a") = rln(a),

pour tous a,b € R} et r € Q.
e La fonction logarithme népérien est dérivable sur R? et I'on a

1
Ve € RY, o (z) = e

e La fonction logarithme népérien est strictement croissante, non majorée
(In2" = nln2) et non minorée, donc,

lim In(z) = —oo, lim In(z) = +oo.
z—0+ T—+00
e Les limites classiques liées a la fonction logarithme sont :
In(1+x Inx
lim In(l + ) =1, lim — =0, lim zln(z)=0.
x—0 €T r—+4o00 I z—0t+
e La fonction logarithme népérien est une bijection croissante de R sur R; en parti-

culier il existe un nombre réel unique e (qui est irrationnel), tel que Ine = 1, avec
une incertitude égale & 5.107%, e = 2,71828.

Définition (Exponentielle) La bijection réciproque de la fonction logarithme, est notée
x — expx. En fait, on a, expx = e* pour tout = € R.

Propriétés de la fonction exponentielle

e La fonction exponentielle est une bijection de R sur RT et satisfait aux propriétés
suivantes :

exp(lna) = a (a>0), In(expz) = z(x € R), exp(0) = 1,
exp(a +b) = expaexpb, (expa)® = exp(ab), (a,b € R).
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Fi1G. 1.4 — Fonctions logarithme et exponentielle

e Les limites classiques liées a la fonction exponentielle sont :

exp T
lim expx =0, lim expr = 400 , lim PT _ +oo  (Vn €N),
T——00 T—+00 z—+o0 M
expr — 1
lim GPrTT L 1, lim zexpzx = 0.
x—0 x T——00

e La fonction exponentielle est une bijection croissante, continue, dérivable et on a
d’apres la regle du calcul de la dérivée d’une fonction réciproque :

Ve eR, y = o = expa
CER YT Plews) T TPT

ou f(z) =Inz.

Définition (Fonction puissance) Soit « un réel. On appelle fonction puissance d’exposant «

la fonction définie sur R par
Ve >0, z%=-exp(alnz).

Dérivée de la fonction puissance
Soient o un réel et f: R — R définie par f(z) = 2. La fonction f est dérivable et

Ve >0, f(z)=az"".

Régles de calcul sur les puissances

Pour (z,y) € (R})? et (o,8) € R?, on a

(63 .(I/‘CV
Ay
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Croissances comparées des différentes fonctions

Soient
a>0et B >0. Alors

Inz)?
e lim z% Mz’ =0e lim (In.z) =0
r—0+ rz—+oo ¢
ew
e lim [z|%€®" =06 lim — =+o0
Tr——00 z—+oo %

Définition (Fonctions sinus, cosinus, tangente) e La fonction sinus notée sin est définie sur
R, périodique de période 2w, et est impaire.

e La fonction cosinus notée cos est définie sur R, périodique de période 27, et est paire.

sin(z)

cos(z)?

e La fonction tangente notée tan définie sur R — {n/2 + k7 , k € Z} par tanz =
périodique de période , et est impaire.

Propriétés de la fonction sin

e La fonction sin est dérivable sur R, sa dérivée est: sin’(z) = cos(z).

e La restriction de cette fonction & l'intervalle [—F,%] définit une bijection continue

de cet intervalle sur [—1,1]; sa dérivée ne s’annule qu’aux points +7/2, d'images
respectives £1.

sin(x) _q

e On a lim
z—0+ T

Propriétés de la fonction cos

e La fonction cos est dérivable sur R, sa dérivée est: cos’(z) = —sin(x).
e La restriction de la fonction cos a Uintervalle [0,7] définit une bijection continue de
[0,7] sur [—1,1]. Sur cet intervalle, la fonction dérivée ne s’annule qu’aux points
0 et 7, d’images respectives 1 est —1.
1—cos(z) 1

e Onalim ———= = —.
z—0 xz 2

Propriétés de la fonction tangente

e la fonction tan est dérivable sur R — {w/2 + kn , k € Z}, sa dérivée est
tan’z = 1 + tan?z.

e La restriction de cette fonction & | — 7/2, w/2[ définit une bijection continue de cet

. . tanz
intervalle sur R. On a lim =
z—0+ T

Définition (Fonctions circulaires réciproques) e La fonction réciproque de la fonction sin,
notée Arcsinx, est une bijection continue de [-1,1] sur [-7,7]

(y = Arcsin(z), —1 <z <1)& (x =sin(y) , —7/2 <y < 7/2).

e La fonction réciproque de la fonction cos, notée Arccos, est une bijection continue de
[—1,1] sur [0,7]:

(y = Arccos(z), —1<z<1) & (z = cos(y),0 < y< 7).





