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Chapitre 1

FONCTIONS HOLOMORPHES

1.1. Introduction

Il ne s’agit pas ici de faire tout un cours de Licence sur les fonctions holomorphes,
mais seulement d’en donner le « minimum vital » (déja assez conséquent !), c’est-a-~dire
d’en rappeler les propriétés essentielles.

Pour de plus amples développements, on pourra, par exemple, consulter les excel-
lents livres suivants :
- Eric Amar et Etienne Matheron : Analyse compleze, Cassini (2020).

- Hervé Queffélec et Martine Queffélec : Analyse compleze et applications, Calvage et
Mounet, Mathématiques en devenir (2017).

Signalons que le premier, peut-étre d’'un abord plus délicat, utilisant les formes
différentielles, est adapté pour introduire & I’étude des fonctions holomorphes de plu-
sieurs variables.

I.2. Fonctions holomorphes

1.2.1. Définition et propriétés immédiates

Définition 1.2.1 (Briot et Bouquet [1875]). Soit Q un ouvert de C; on dit
que la fonction f: Q — C est holomorphe, ou C-dérivable, en zy € Q si

L 1) = 1)

z—20 zZ— 2

eriste.

On note alors cette limite f'(zg) et on dit que c’est la dérivée de [ en z.

On dit que f est holomorphe dans 2 si f est holomorphe en tout point
zg € .
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On notera () ’ensemble des fonctions holomorphes dans €.
Remarque. Si f est holomorphe en zj, elle est clairement continue en zg.

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Proposition 1.2.2.
1) Si f et g sont holomorphes dans Q0 et a € C, alors f + g, af, et fg sont
holomorphes dans Q) et

(f+9) =F+d5 (f)=af; (fg)=f9+fg.

2) Si f et g sont holomorphes dans Q et si g ne s’annule pas dans Q, alors f/g
est holomorphe dans Q et

(fl9) =('9-1fd) /g

3) Si f est holomorphe dans Q) et g est holomorphe dans un ouvert Q' contenant
f(82), alors go f est holomorphe dans ) et

(gof) =g of)f.

Conséquence. Tout polynéme est holomorphe dans C.
Toute fraction rationnelle est holomorphe dans C privé des poles de la fraction
rationnelle. En particulier, la fonction z — 1/z est holomorphe dans C*.

Contre-exemple. La fonction z — Z n’est holomorphe en aucun point de C.

Définition 1.2.3. Si f est holomorphe dans C tout entier, on dit que c’est une
fonction entiére.

Tout polynéme est donc une fonction entiére. L’exponentielle est aussi une fonction
entiére (on reviendra la-dessus).

Commentaires. 1) Les fonctions holomorphes ont des propriétés trés différentes des
fonctions dérivables d’une variable réelle, et aussi des fonctions différentiables de deux
variables réelles. Cela est da au fait qu’elles sont automatiquement analytiques. Mais
méme pour les fonctions analytiques, le fait que la variable soit complexe, au lieu
d’étre seulement réelle, apporte un supplément (voir, par exemple, le principe du
maximum,).

2) Qu’est-ce qui différencie la variable complexe de la variable réelle ? Citons deux
faits.

a) Si on retire un point & un intervalle, il n’est plus possible de passer d’un coté
a lautre, alors que si 'on retire un point & un disque (par exemple ; plus généralement
a un ouvert connexe), on peut toujours aller d’un point & un autre. En particulier, on
peut tourner autour de ce point. C’est un avantage.

b) Sur un intervalle, il n’y a qu’une fagon d’aller d’un point & un autre, alors que
dans un disque (ou un ouvert connexe), il y en a une infinité. C’est un inconvénient.
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3) Il y a deux facons de présenter les fonctions dérivables d’une variable complexe :
a) en tant que fonctions analytiques ; c’est la théorie de Weierstrass ;
b) en tant que fonctions holomorphes, en intégrant sur les chemins; c’est la
théorie de Cauchy.

Le fait fondamental est que ces deux facons de voir coincident, et qu’il sera
bénéfique de se servir tantot de I'une, tantot de 'autre.

I.2.2. Conditions de Cauchy-Riemann

En tant qu’ensemble, C s’identifie & R? par I'application (z,y) € R? — 2z =
x+1iy € C. Une fonction d’une variable complexe est donc aussi une fonction de deux
variables réelles. Plus précisément, si € est un ouvert de C = R? et si f: Q — C,
notons

P(z,y) =Re[f(2)] et Q(z,y)=Im[f(z)],
de sorte que

Quel lien y a-t-il alors entre ’holomorphie de f et la différentiabilité de P et Q7
Nous allons voir que ’holomorphie de f est plus forte que la différentiabilité de P et

Q.

Proposition 1.2.4. La fonction f = P+1iQ est holomorphe en zqg = xo+1yo
si et seulement si on a les deux conditions suivantes :

a) P et Q sont différentiables en (xo,yo), et
b) on a les conditions de Cauchy-Riemann :

oP 0 oP 0
%(ﬂioyyo) = afcj(ffo,yo) et afy(l"o,yo) = —£($07y0) .

On a alors
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Preuve. La fonction f est holomorphe en zg, et de dérivée f'(z0) = A+ iB, si et
seulement si il existe e(u) — 0 telle que
u—

f(z) = f(z0) = (A+1iB)(z — 20) + |2 — 20| €(z — 20),
ce qui équivaut, en posant ||(z,y)|| = /22 + 42, a

P(z,y) — P(z9,y0) = Az — x0) — B(y — yo) + [[(z — 0,y — yo)|| Re [e(z — 20)]
Q(z,y) — Q(xo,y0) = B(x — x0) + A(y — yo) + [(z — z0,y — yo) | Im [e(2 — 20)],
d’ou le résultat. O

Lorsque l'on travaille dans R, I'intérét des intervalles est que ce sont les parties
connezes de R. Les parties connexes de C auront un réle important.

Définition 1.2.5. On appelle domaine de C toute partie ouverte et connexe
de C.

On obtient les conséquences suivantes des conditions de Cauchy-Riemann.

Corollaire 1.2.6. Si f est holomorphe dans un domaine €2, alors f est constante
dans Q si et seulement si f' =0 dans Q.

En effet, si f/ = 0, alors les différentielles de P et () sont nulles.

Si Q est seulement un ouvert de C, alors la condition f’ = 0 sur  entraine que f
est constante sur chaque composante conneze de Q.

Corollaire 1.2.7. Si Q est un domaine et si f est holomorphe dans Q) et ne prend
que des valeurs réelles (i.e. f(Q2) CR), alors [ est constante dans Q.

Preuve. On a Q = 0; donc les conditions de Cauchy-Riemann entraine que les
dérivées partielles de P sont nulles, de sorte que f' = 0. O

De méme, si f ne prend que des valeurs imaginaires pures, alors f est constante.
En fait, si la fonction holomorphe f n’est constante dans aucune composante connexe
de ©, on verra que f(2) est un ouvert de C.

I.2.3. Fonctions analytiques

En dehors des polynomes et des fractions rationnelles, une classe de fonction ho-
lomorphes est fournie par les fonctions analytiques. En fait, nous verrons qu’il n’y en
pas pas d’autres.

Commencons par quelques rappels sur les séries entiéres.

Une série entiére est une série de fonctions dont le terme général d’ordre n est un
monome a, 2" de degré n.

Le résultat fondamental, bien qu’élémentaire, est le suivant.
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Théoréme 1.2.8 (Lemme d’Abel). S’il existe zyp € C, non nul, tel que la suite
(anzl)n>0 soit bornée, alors :

a) pour tout z € C tel que |z| < |20|, la série 3, -, an2" converge absolument ;

b) pour tout r < |zo|, la série Y -, anz™ converge normalement pour |z| < r.
=

() w5
EN |20

et ensuite de remarquer que, puisque 7/|zo| < 1, la série géométrique >, ,(r/|z0[)"
converge. 0

Preuve. Il suffit d’écrire :

lanz"| = |anzg\

z
20

Le nombre
R = sup{r > 0; la suite (|a,|r"™)n>0 soit majorée}

(0 < R < o0) est appelé le rayon de convergence de la série entiére.

Si R = 0, la série entiére ne converge que pour z = 0; ce n’est pas intéressant.

Notation. Pour > 0 et a € C, on note ‘ D(a,r)={2€C; |z—a|l <r} ‘ le disque
ouvert de centre a et de rayon r.

Pour r = 0o, on note D (a,o0) = C.

Le lemme d’Abel se précise ainsi.

Théoréme 1.2.9. Soit ) . ,a,2" une série entiére, et R son rayon de
>
convergence, avec R > 0. Alors :

n

a) la série numérique Y -, anz" converge absolument pour tout z €
=

D(0,R);
b) pour tout r < R, la série entiére Zn>0 an, 2" converge normalement

(donc uniformément) sur D (0,r) ; si R = 0o, elle converge donc normalement
sur toute partie compacte de C;

c) si |z| > R, la série série numérique Y -, a,z" diverge.
=

Preuve. a) On choisit 7 tel que |z| < r < R; alors (a,r™),>0 est bornée, et on utilise
le Lemme d’Abel.

b) On choisit zq tel que 7 < |z] < R.

¢) Parce que la suite (a,2"),>0 n’est pas bornée. O

Il en résulte que

R =sup {r > 0; la série Z lan|r™ converge} .

n>=0



6 CHAPITRE I. FONCTIONS HOLOMORPHES

Si R > 0, le disque ouvert D (0, R) s’appelle le disque de convergence de la série
entiére.

Il résulte de la convergence normale sur tout disque fermé D (0,7) C D (0, R) que
I'on a la continuité de la somme.

Proposition 1.2.10. La somme d’une série entiére est continue sur son disque de
convergence.

Remarque. Pour |z| = R, tous les cas de figure sont possibles. Par exemple, les
trois séries entieres Y, oo 2", Y0, 502" /n et Y o 2"/n® ont R = 1 pour rayon de
convergence ; mais ), - 2" diverge pour tout z tel que [2| = 1; 3 - 2" /n* converge
pour tout z tel que |z| = 1; Zn>0 2" /n diverge pour z = 1, mais converge pour tout
z # 1 tel que |z| = 1, par un théoréme d’Abel que nous ne rappellerons pas ici.

Le calcul du rayon de convergence se fait la plupart du temps en utilisant 1'un
des deux critéres suivants, trés simples & montrer, issus, respectivement, des régles de
d’Alembert et de Cauchy.

Proposition 1.2.11. 1) Si a, # 0 pour n assez grand et si |ani1|/|an] — L €
n—oo
[0,4+00], alors R=1/L.
2) Si ¥/|an] —— L € [0,400], alors R =1/L.
n—00

En fait, on a une formule générale (formule d’Hadamard), dont la preuve n’est pas
plus compliquée (voir Exercice 1) :

1

limsupnﬁoo n\/ |a‘n|

Elle est utile si, par exemple, la série est lacunaire (c’est-a-dire que a,, s’annule

R

k .
souvent), comme >, <2 , olt agx = 1 et a, = 0si n # 3.
=

Définition 1.2.12. Soit Q un ouvert de C; on dit que la fonction f: Q — C
est analytique dans Q si pour tout zo € Q il existe un disque D (zo,7,,) C §2
tel que

flz)= Z an(z — 20)"
n=0

pour tout z € D (20,7,).

On dit que f est développable en série entiére au voisinage de zy, ou autour de zg.
Si f est analytique dans C, on dit que c’est une fonction entiére.

Il faut noter que les coefficients a,, dépendent de zg.

Exemple. f(z) = 1/z est analytique dans C \ {0}.
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En effet, si on choisit zg # 0, et 79 = |20|, on a, pour |z — 2| < |20] :

1 1 1
f(z):zo+(2—zo):«3()1+(zzo)
20

S5

= Z (_ni)ln (Z — Z())

n=0 ZO

Théoréme 1.2.13. Si f(z) = > 77 an2" est la somme d’une série entiére, alors f
est analytique dans son disque de convergence.

Il en résulte que la somme d’une série entiére dont le rayon de convergence est
infini est une fonction entiére.

Preuve. Il s’agit de voir que f est développable en série entiére au voisinage de tout

20 € D (0, R), et pas seulement au voisinage de 0.
On pose 19 = R — |zg|. Pour |z — 2p| < 1o, on a, en posant z = zg + u :

flzo+u) = Zan 20+ u) = Zan<zck”k k)

n=0
Comme
o0 o0
> (ZC |an|[20" ’“Iuk> = lan] (J20] + [u)™ < 400
n=0 n=0

car |zo| + |u| < |20| + 70 = R, on peut changer lordre des termes, et Pon obtient :
Flzo+u) = Z(chan% ot 0
k=0

Remarque. Le rayon de convergence peut étre > ro = R — |z9|. Par exemple, pour
f(z)=>",2"=1/(1—z),on a R=1, mais pour tout zg # 1, on a, puisque

11 1
1—2_1—20172*20’
1—20

un rayon de convergence égal a |1 — zg|, qui peut étre > 1 > rg = 1—|z9| (si Rezg < 0
par exemple).

Proposition 1.2.14. Toute fonction analytique dans un ouvert Q de C est holo-
morphe dans €.

Elle est méme indéfiniment C-dérivable dans Q.
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Preuve. Posons g(w) = f(z0 + w). On a g(w) = Y7 ja,w™ pour |w| < r,,. Pour
|w+ u| < r,,, on a aussi

w+u Zanw—l—u
d’ou

o) = g (L Z%(Z_:w-F ) )

n=1

Pour chaque r > 0 tel que |w| < r < r,,, il y a convergence normale pour |w+u| < r
car

n—1 n—1 n—1
an Z(w+u)kwn—1—k < ‘an‘ Z |w+u|k|w|n—1—k < |an| Zrkrn—l—k -n |an| Pl

et >0 mlay|r""! < +oo car 7 < r,,. Donc la somme de la série au membre de
droite de () est continue, et I’on obtient :

lim (IU+— Znan

u—0

Cela signifie que f est dérivable dans D (zg,r.,) et que
f'(z)=9'(z - 20) Znan z—z)" .

En particulier, on a f/(z9) = ay.

Comme [’ est elleméme la somme d’une série entiére dans D (zg,7,,), on peut
itérer le raisonnement, et I’on obtient, par récurrence, que pour tout n > 0, la fonction
f est n fois C-dérivable dans D (zg,7.,) et que a,, = f(z)/n!. O

Remarque. Il résulte de la preuve que le développement en série entiére est unique.

I.2.4. La fonction exponentielle

Nous allons voir comment les propriétés de la fonction exponentielle permettent de
définir correctement les fonctions trigonométriques, ainsi que ’argument d’un nombre
complexe.

Définition 1.2.15. La fonction exponentielle est définie, pour tout z € C par

oo

exp(z)—z% :

n=0






