APPLIQUEES



Espaces vectoriels

Mattriser le cours

Exercice 1 - Le vrai/faux du début

1. Vect((2,1,0), (1,2, 1)) est un espace vectoriel de dimension 2. O Vrai O Faux
2. La famille (1, x — 1, x (x — 2)) est libre dans R[x]. O Vrai O Faux
3. E={(x,y,2) € R}, x*> + 2y — z = 0} est un espace vectoriel. U Vrai [0 Faux

Exercice 2 -
Soit 7 un entier naturel non nul.

1. Soit A € #,(R). Montrer que 'ensemble F = {M € 4, (R), AM = MA} est un sous-espace
vectoriel de ./, (R).

2. Montrer que 'ensemble G = {A € R, [x], Vx € R, A(x) — xA'(x) = 0} est un espace vectoriel.

Exercice 3 -

On considére 'ensemble F = {(x,y,z,t) €R*, x +y+z+1t=0, 2x —y +2z—t = O}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R? et en déterminer une base et la dimension.
2. Prouver que la famille ((2,1, -2, —1), (-1, 2,1, —2)) est une base de F.

Maitriser les méthodes fondamentales

Exercice 4 -

Dans cet exercice, on considére ’espace vectoriel E = .#3(R) et on note F 'ensemble des éléments de

a b c
Edelaforme M =(0 a b|,ou(a,b,c) € R
0 0 a

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Déterminer une base et la dimension de F.



Exercice 5 -
On consideére la matrice A de #;(R) suivante :

1 0 -1
A=10 0 O
-1 0 1

Pour tout réel A, on note I, (A) 'ensemble des vecteurs X de .#;3 ; (R) solutions de I'’équation AX = AX.

1. Justifier que, pour tout A € R, I'ensemble E} (A) est un sous-espace vectoriel de /3 ; (R).
2. Déterminer une base et la dimension de E,(A).

3. Déterminer une base et la dimension de E,(A).

Exercice 6 -
On note 4, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 et on considére les matrices suivantes :
2

1 0 0 1 0 0
On note .%, 'ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre 2.

1. Montrer que %, est un sous-espace vectoriel de .#,(R) et que (F, G, H) est une base de .%.
Déterminer la dimension de .%,.

2. Le produit de deux éléments de .%, appartient-il encore a .%, ?

Exercice 7 -
On s’intéresse dans cet exercice a I’ensemble E suivant :

a+b c a—b
E = c a+b ¢ |, (ab,c)eR®
a—-b c a+b

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .#3(R).

2. Déterminer une base et la dimension de E.

Pour aller plus loin

Exercice 8 -
Dans cet exercice, E désigne I'espace vectoriel .#5(R) et A est un élément de E. On note :

Ei(A) ={M € E, AM = M} et E,(A) ={M € E, A’M = AM}

1. Montrer que E, (A) et E,(A) sont des sous-espaces vectoriels de E.
2. Prouver que E; (A) est inclus dans E,(A). Que peut-on dire de E; (A) et E,(A) si A est inversible?



Exercice 9 -
Dans cet exercice, E désigne I'ensemble R3[x] des fonctions polynémes de degré inférieur ou égal a 3
et on note (e, €, &, €3) la base canonique de E.

1. On note F I’ensemble des fonctions polynémes paires appartenant a E.
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
b) Déterminer une base et la dimension de F.

2. Onnote G ={P€E, VxeR, P(x) - (x+1)P'(x) + (x2 + 1) P"(x) = 0}
a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E.

b) Déterminer une base et la dimension de G.

Exercice 10 -

Dans cet exercice, on note E = .43 (R). On considére un réel ¢ quelconque et on note :

1 1 t
X ={1], X, =[t] et x3=[1
t 1 1

1. Prouver que I'ensemble F = {aX; + bX, + ¢X3, (a, b,c) € R3} est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer 'ensemble des réels ¢ pour lesquels la famille (X, X,, X3) est une base de E.

3. Quelle est la dimension de F en fonction de la valeur de ¢ ?

Exercice 11 - Le vrai/faux de la fin

1. {(x,y,2) € R}, x — 2y + z = 0} est un espace vectoriel de dimension 2 [J Vrai ] Faux

. E=1{(x,y,2) € R, x — 2y + z = 1} est un sous-espace vectoriel de R* [ Vrai [ Faux

. Vect((1,0,1), (0,1, 1)) = Vect((1,-1,0), (1,1, 2)) O Vrai [0 Faux

. Si E est un espace vectoriel, 'intersection de deux sous-espaces vecto-
riels de R? est un sous-espace vectoriel de R*

- W N

O Vrai O Faux

Solution des exercices

Exercice 1 -

1. Les deux vecteurs (2,1,0) et (1,2, 1) ne sont pas colinéaires donc la .

. . R Vrai ] Faux
famille est libre.

2. C’est une famille de fonctions polyndomes échelonnées en degrés. R Vrai (] Faux

3. (1,0, 1) appartient a E mais pas 2 (1,0, 1). O Vrai X Faux
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Exercice 2 -

& Cours

Soit E un espace vectoriel. Un ensemble F est un sous-espace vectoriel de E si :
e FcE,
s F+¢,
e V(x,y) € F’, VA€R, Ax +y€F.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors c’est un espace vectoriel.

1. F est inclus dans .4, (R) par définition. De plus la matrice nulle de .4, (R) commute avec A,
donc appartient & F, qui n’est donc pas vide.

Par ailleurs, pour tout (M, N) € Flet e R, AM + N appartient & 4, (R) eton a:
A(/IM +N) = AAM + AN

donc, comme M et N appartiennent a F :

A(AM + N) = AMA + NA
=(AM +N)A

donc AM + N appartient a F, ce qui nous permet de conclure que F est un sous-espace vectoriel
de 4, (R).

2. G estinclus dans R, [x] par définition. De plus, si P On va montrer que G est un sous-espace vecto-
est la fonction polyndéme nulle, on a : ritll Gl O

VxeR, P(x)=0 et P'(x)=0

donc :
VxeR, P(x)—xP'(x) =0

Ainsi P appartient & G, qui n’est donc pas vide. Soit alors A € Ret (P,Q) € G2 P et Q
appartiennent a R, [x], qui est un espace vectoriel, donc AP + Q appartient & R,[x]. De plus
on a, par linéarité de la dérivation :

Vx eR, (AP + Q)(x) — x (AP + Q) (x) = (AP + Q)(x) — x (AP" + Q') (x)
= AP(x) + Q(x) — AxP'(x) — xQ'(x)
= A[P(x) - xP'(0)] + [Qx) - xQ'(x)]

donc, comme P et Q appartiennent & G :

VxeR, AP+ Q)(x) —x(AP+Q) (x) =Ax0+0
=0

donc AP + Q appartient a G.

G est donc un sous-espace vectoriel de R, [x], donc c’est un espace vectoriel.



Exercice 3 -

1. Pour tout (x,y,z,1) € IR4, on a (en procédant par substitution) :

+y+z+1t=0
(x,y,2,t) € F < rryTz
2x—y+2z-t=0
{3x+3z=0
—

t=2x-y+2z

r=-y
— (x,y,2,1) = (x,y,—x,-Yy)
— (x,5,2 0 =x(1,0,-1,0) + y(0,1,0, 1)

zZ=-X
{

On en déduit que :
F = {x (1r Or _1r 0) + y (Or 1r 0} _1) ) (x) y) € IRZ} = VeCt((ly 0) _1) 0)) (Oy 1! 0} _1))

Or (1,0,—1,0) et (0, 1,0, —1) sont deux vecteurs de R*, donc F est un sous-espace vectoriel de

IR4
& Cours
Se souvenir que, si E est un espace vectoriel et si ey, ..., e, sont des vecteurs de E, alors
I’ensemble
F ={x;e, + - +xpe, (x;,...,X,) € RP} = Vect(ey, ..., ep)

est un sous-espace vectoriel de E.

©f Méthode

Quand il est demandé en méme temps de prouver qu'un ensemble F est un sous-espace
vectoriel de E (ou un espace vectoriel) et d’en déterminer une base, il est en général plus
efficace de chercher la forme des éléments de F pour écrire F comme ensemble des combi-
naisons linéaires d'une famille de vecteurs de E : cela permet en méme temps de prouver
que F est un sous-espace vectoriel de E et de trouver une famille génératrice de F. Il ne
reste alors qu’a étudier la liberté de la famille.

De plus la famille ((1, 0, -1, 0), (0, 1, 0, —1)) est génératrice de F. Or cette famille est formée de
deux vecteurs non colinéaires, donc elle est libre, ce qui nous permet de conclure que c’est une
base de F et que F est de dimension 2.
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& Cours

Si E est un espace vectoriel, on dit qu'une famille (x,, ...
pour tous réels 1, ... ,/lp, ona:

p
Z//{;iei =0=>Vie [[l,p]], Ai =0
i=1

, xp) de vecteurs de E est libre si,

Dans le cas particulier d'une famille de deux vecteurs (x, y), la famille (x, y) est libre si
et seulement si X et y ne sont pas colinéaires, c’est-a-dire si x # 0 et y # Ax pour tout

A €R.

2. Ona:

2+1-2-1=0
2x2-1+2x(-2)-(-1)=0

et :

-1+2+1-2=0
2x(-1)-242x1-(-2)=0

On commence par vérifier que les deux vecteurs
appartiennent bien a E.

donc ((2,1, -2, -1), (-1, 2, 1, —2)) est une famille de deux vecteurs de E. De plus ses deux vec-
teurs ne sont pas colinéaires, donc c’est une famille libre de deux vecteurs de E et, comme E
est de dimension 2, c’est une base de E.

©f Méthode

Si ’on connait la dimension d’'un espace vectoriel E, pour montrer quune famille est une
base de E, il suffit de prouver que ses vecteurs appartiennent tous a E, qu’elle est libre,
et qu’elle comporte autant de vecteurs que la dimension de E.

Exercice 4 -

1. On peut remarquer que :

1 00
F=<al0 1 0
0 0 1
= Vect(I,],K)
ou l'on a noté :

Or I,] et K sont des vecteurs de E, donc F est un sous-espace vectoriel de E.

2. D’apres le raisonnement précédent, (I, ], K) est une

+b

I=

famille génératrice de F.

1

0
0 0 1

0

1
0
0

0 0
1 0

J =

010 0 0 1
0 0 1|, K=10 0 O
0 00 0 00

1
0f, (@, b,c)eR®
0

Comme
demande

on nous
ensuite

une base de F,

on commence par
écrire les vecteurs
de F comme com-
binaison  linéaire
d’éléments de E.

La famille comporte au moins trois vecteurs,
donc dire que les vecteurs ne sont pas coli-
néaires ne suffit pas a justifier la liberté.




De plus on a, pour tout (a, b, ¢) € R® :

Ainsi la famille (I, ], K) est libre. Comme elle est aussi génératrice de F, on en déduit que c’est
une base de F et que F est de dimension 3.

Exercice 5 -
1. Pour tout A € R,on a:

Ej(A) = (X € My, (R), (A= AI) X =0}

E,(A) est donc 'ensemble des solutions d’'un systéme linéaire homogéne d’inconnue X dans
M3 (R) donc c’est un sous-espace vectoriel de .#3 ; (R).

& Cours

Se souvenir que I'ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne d’inconnue X
dans ./, (R) (ou x dans R") est un sous-espace vectoriel de .4, ; (R) (ou de R").

X
. Pour tout X = (y) € Ms3,(R),ona:
z

X € EyAd) <= AX =0

x—2z=0
=
-x+z=0

d’ou :

X eEA) e {~ % (1.1)
0 yER

X 1 0
X(—:EO(A)c»X:(y =x(0)+y(1)
z 1 0

1 0
Ey(A) = Vect( O) , (1))
1 0

1 0

De plus les vecteurs (0) et (1) ne sont pas colinéaires, donc ils forment une base de E(A),
1 0

qui est de dimension 2.

et finalement :

donc :
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©f Méthode

Pour choisir les deux vecteurs et étre stir d’obtenir une famille libre a partir de (1.1), on
obtient un premier vecteur en prenant (z,y) = (1,0) (et en déduisant la valeur de x a
l'aide des solutions du systéme) puis un deuxiéme vecteur en prenant (z, y) = (0, 1).

x
3. Pour tout X = (y) € M3, (R),ona:
z

XeEA <= A-2)X=0

-1 0 -1
— |0 -2 0]X=0

-1 0 -1

—-x—-2z=0
— {-2y=0

-x—-2=0

zZ=-X
—

y=0

SHERE
)

De plus le vecteur ( 0 ) n’est pas nul, donc il forme une base de E,(A), qui est ainsi de dimen-
-1

donc :

sion 1.

Exercice 6 -
1. Ona:

_Jx vy 3
%—{(y Z),(x,y,z)EIR}

= {xF +yG + zH, (x,y,2) € R%}
= Vect(F, G, H)

Comme F, G et H appartiennent a .#,(R), %, est donc un sous-espace vectoriel de .4, (R).
De plus la famille (F, G, H) est une famille génératrice de .%,.





