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Introduction

Une démarche « naturelle »

L’équation x +9 = 7 n’a pas de solution dans IN, mais elle en a dans un ensemble

plus grand : Z (x = —2). De méme, 1’équation 3z = 1 n’a pas de solution dans Z,
alors que dans un ensemble plus grand, Q par exemple, il y en a une : x = % Et

puis, ’équation 22 = 3 n’a pas de solution dans Q; il faut chercher dans I’ensemble
des nombres réels R pour en trouver (z = +1/3).  Bref, quand une équation n’a pas
de solution, une démarche naturelle (et historique) consiste a en chercher dans un
ensemble plus grand.
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Au stade de vos connaissances actuelles, ’ensemble numérique le plus grand
que vous ayez rencontré est R. Pourtant, I’équation 22 + 1 = 0 n’a pas de solu-
tion dans R... Nous allons donc dans ce chapitre « construire », ou plutét imaginer,
un ensemble plus grand que R dans lequel I'équation 22 +1 = 0 posséde des
solutions. On le nommera C : ensemble des nombres complexes. Le principal élé-
ment de C sera noté ¢ (comme imaginaire). Le nombre i est tel que 42 = —1
c-a-d.  “i=+/—17 ! L’équation ci-dessus posséde alors deux solutions dans C :
?+1=0 <+ 22 -2 =0 += (x—i)(x+i)=0 donc x= i ou x=—i.

Bref historique

L’histoire des nombres complexes commence vers le milieu du XvI®s. avec une
premiere apparition dans 'ceuvre de Jérome Cardan d’une expression contenant la
racine carrée d’'un nombre négatif, nombre qu’il appelle sophistiqué. Le mathémati-
cien italien Rafaele Bombelli met ensuite en place les régles de calcul sur ces quantités
que 'on appelle alors impossibles avant de leur donner le nom d’imaginaires.

Durant trois siécles, ces nombres sont regardés avec méfiance, n’en étant pas
vraiment mais permettant des raccourcis intéressants tant en algebre que dans le
tout nouveau calcul infinitésimal. Au Xviii®s., Leonhard Euler introduit, apres e, la
notation 7 et établit la forme exponentielle d’'un nombre complexe. Les mathéma-
ticiens tentent alors avec audace de généraliser les fonctions de la variable réelle a
la variable imaginaire, tantdt avec succes (exponentielle complexe), tantét avec plus
d’aléas (fonction racine n-ieme, fonction logarithme complexe). Ce n’est qu’a partir
du X1x°s. que se développe 'aspect géométrique des nombres complexes, vus comme
des éléments ou des transformations du plan avec les travaux de Gauss et de Cauchy .

Utilité et légitimité des nombres complexes

Les nombres complexes permettent notamment de définir des solutions a toutes
les équations polynomiales a coefficients réels. L’ensemble C est muni de ’application
module qui généralise la valeur absolue des nombres réels, mais il ne peut pas étre
totalement ordonné de fagon cohérente avec ses opérations, contrairement a IR.

En algebre, le théoreme de d’Alembert-Gauss identifie le degré d’un polynéme
complexe non nul au nombre de ses racines complexes, comptées avec leur ordre de
multiplicité.

En analyse, ’exponentielle complexe permet par exemple 1’étude des séries et de
la transformée de Fourier T qui est, entre autres, a la base de tout traitement de
signal et donc de I’électronique. La branche de ’analyse complere concerne I'étude
des fonctions de variables complexes, dérivables au sens complexe, appelées fonctions
holomorphes.

1. Fantastique mathématicien dont le nom est inscrit sur la non moins fantastique tour Eiffel.

t1. Mémorable mathématicien dont le nom est inscrit sur la non moins mémorable tour Eiffel.
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En géométrie, les nombres complexes permettent par exemple de décrire et étudier
facilement les transformations du plan. Ils ouvrent aussi tout un pan de I’étude des
fractales avec les fameux ensembles de Mandelbrot et de Julia.

En physique, les nombres complexes sont utilisés pour décrire le comportement
d’oscillateurs électriques, les phénomenes ondulatoires en électromagnétisme, a peu
pres tout ce qui oscille.

Par ailleurs, la mécanique quantique nécessite 'utilisation des nombres complexes et
selon certaines théories, la dimension ¢maginaire pourrait méme correspondre a une
réalité physique et ne pas étre seulement une commodité d’écriture.

Leur utilité dans tous les domaines de ’algebre et de I’analyse ainsi que 1'utilisation
qu’en font les physiciens, tant en optique qu’en électricité et électromagnétisme, en
font des outils essentiels des sciences mathématiques et physiques.

1 Forme algébrique d’un nombre complexe

1.1 Premieres définitions

Le théoreme suivant, que I’on admettra, définit I’ensemble des nombres complexes.
Théoreme 1 [l existe un ensemble, noté C, d’éléments, appelés nombres complexes,
tel que :

* C contient l’ensemble R des nombres réels.

+ C contient un élément i tel que 12 = —1.

o C est muni d’une addition et d’une multiplication qui suivent des régles de
calculs analogues a celles de l'addition et de la multiplication dans R.

»  Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique sous la forme z = a-+1b
ot a et b sont deux nombres réels. Cette écriture s’appelle la forme algébrique
du nombre complexe z.

Définition1 Si z=a+ibeC,
e On appelle a, la partie réelle de z et l'on note a = NRe(z).
* On appelle b, la partie imaginaire de z et l'on note b= 7Tm(z).
e Si Re(z) =0, ondit que 2z =1ib est imaginaire pur et l’'on note
z €1R.
Exemples : 3 —2i € C, V5 +ir e C, 7TeRCC, %Ei]RCC.

Remarques : + On a R C C et les réels sont précisément les nombres complexes de
partie imaginaire nulle :

R = {2€C/0m(z)=0} = {z=a+ibeC /b=0}.
* Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle
et méme partie imaginaire : atib=ad +ib) <+ a=d e b=V

 En particulier, z=0(eR) <<= Re(z)=Tm(z) =0.
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1.2 Calculs dans C

Commencgons par tenter ce qui suit, pour voir :

o (244i)+(5—Ti)=(5+2)+ (4 —T7i) =7 — 3i.

o (3—2i)(4+5i) = 12 + 156 — 8i — 2i.5i = 12 — 10i® + 7i = 12 — 10(—=1) + 7i = 22 + Ti.
1 1 3-2; 3-2; 3-2; 3-2; 3 2 -

X372 T 32_(20)2 — 9-4iZ — 944 — 13 13°

° 3327 ~ 3%2i

Le théoréme 1 justifie les régles de calcul suivantes.

Propriété 1  Pour tous nombres compleres z=a-+1b et 2 =a +1b,
e z4 2 =(a+b)+(d+i)=(a+a)+i(b+ ).
o 22’ = (a+ib)(a’ +ib') = aa’ +iab +ia’b+i*bb’ = (aa’ — bb') +i(a’b+ ab’).
1 a —-b

e Siz 0 I 1. X a—z:b — a—z:b — "
7& ) 2 a+ib a—ib a?—(ib)? a2 + b2 + a2 + b2

) 2’ 1
e Siz#0, — =2z x —.
z

Définition 2 L’opposé d’un nombre complezte z = a + ib  est le nombre
complexre —z = —a — ib.

Remarque : Si A€ R, Az =Xda+i b i.e Re(Az) = MRe(z) et Tm(Az) = ATm(z).

Ezemples : ° (3—5i)+ (—2+3i) =1— 2i.
o (8—i)+(—8+i)=(8—1i)—(8—14)=0.
© (3+420)(1—i)=3-3i+2 —22=3-2(-1)—i=>5—1.
11 TH3i _ _TH43i  _ T43i _ T 4 3
7=3i  7-31 X T+si  T—(3%)  19+9 ~ 58 T !3Bs"
o 3—di _ 3-4i ., 5-2i _ 15-6i—20i+8i> _ 15-8-26i _ 7 _ 26

o

5420 5420 X 5-20 52—(2i)2 = 95—(—4) — 29 29"
1 j )
o — =— = — =—1
7 .0 —1
Propriété 2 Vz, 2/ € C zz' =0 < 2z=0 ou 2 =0.

Démonstration : - Si z =0 alors a =b=0 donc ad —bl = 0 et
ab+al =0 dou 22/=0. Demémesiz =0.
-Si 22/=0 alors ad —b'=0 et a'b+ab =0.
Supposons z # 0. Si a # 0, ona a’:%b/ et %b/xb+ab’:0
donc b'(% +a) =0 = bY@+ =0 = vV =0 (z #0)
d’ont a’:%’,:0 et 2/ =0.
Si a=0, b#0 etilsuffit décrire b = 29, O
Les propriétés d’associativité, de commutativité et de distributivité de I’addition
et de la multiplication des nombres complexes sont encore vérifiées. Il en résulte les

identités remarquables suivantes.
+ (a+1ib)? = (a® — b?) + i(2ab)

+ (a—ib)? = (a® — b?) — i(2ab)
* (a+1ib)(a — ib) = a? + b*> (€ RY)
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Ezemples : © (4+3i)2 =42 — 32 +2 x4 x 3i = 7 + 24i.
o (T—i)2=72—12-2x7x1=48—14i.
o (8 —2i)(2i +8) =82+ 22 =68.

Le mode complexe de la calculatrice (mode, a+ib) peut vous permettre de vérifier
vos résultats.

2 Conjugué d’un nombre complexe
2.1 Définition

Définition 3  Le conjugué d’un nombre complere z = a+1ib est le nombre
complexe Z = a — ib.

FEzemples : ° 3+2i=3—21¢ ° 5—6t=5+61, o —4+445=—-4—1,
o —Ti—+\/3="Ti—/3, o V2= —iV2, o T=.

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition du conjugué.

Propriété 3 z+Z = 2Re(z) et z—Z=2iJm(z)
Ainsi, zestréel < z=7% et z est imaginaire pur <= z = —Z.
Propriété 4  Pour tout z = a +1ib € C, 2z = a? + b? et Zz ==z
Exemples : ° (3+2i)(3+ 2i) =32 +22 =13, o iv2iy2 = \/52 =2,

o (=Ti—v/3)(=Ti — V/3) = V3 + 72 =52, o 7= —i%=1.
Remarque : Ainsi, pour tout z € C, 2z2€ RT et méme 2z>0 pour z #0.
On serait presque tenté de définir une fonction In(zz) sur C*.

2.2 Conjugué et opérations

Propriété 5  Pour tous nombres complexes z et z' et tout entier naturel n non
nul, on a : z4+ 2z =zZ+ 2, zz! =Z X 2/, z" = (Z)".

. 1 1 2’ 2!
Si, de plus, z # 0, — ) == et )=
z z z z

Démonstration : Soient z=a+ib e 2’ =a +i'.Ona

cz4 2 —( +ad)+ib+V)=(a+ad)—i(b+V)=(a—ib)+ (a/ —ib)=Z+ 2
-2z :[ —bb'] +i[a'b+ ab']

et zZxz' =[ad — (=b)(=b)] +i[a'(-b) —|—a(—b')] [aa’ — bb'] —z[ b+ ab] = 22"

1 _ 1 a—tb __ a ) 1 a+t+ib __ b 1
et (E) a—ib a+ib 112—‘,-172 +Za2+b (z)

- 2" =zxz""1 =% x 27”1 et une simple récurrence donne le résultat. |

z — a+idb a—ib ~ a2+b2 -1 a2+b2

Ezemple: z+i(z—1)=z+i(z—-1)=z+iz—1=z—i(z —1)=2z—i(z—1).
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Exercice 1 Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants.

(a) (—i)? () —i(2+30)(1 —3)(—3 +2i)
(b) (20)? 2
(C) i3 (k) 1 —|-.Z.
(d)  3i(4 + 5i) 0 5 izgi
(e) (3+1)(4—29) (m) 2 —5i
(f) (6 ) 3+ 2
(&) @+ivIHE-iV3) (m 22
(h) (V2 +20) EA
() (148 —3i)(1 ) ) =5t
Exercice 2 Donner une forme algébrique du conjugué des nombres complexes suivants.
(a) 2454 (d) B-20)(i+1)
(b) 7:2— V2 (e) Zi(1+1i)—3(2i+1)
© 3 :1
Exercice 3 Onnote 21 = 2;:_21 et 29 = 12__2;.

1. Sans calcul, justifier que z; + 25 est réel et que z; — 2o est imaginaire pur.

2. Retrouver ces résultats par le calcul.

Exercice 4  Ecrire en fonction de Z le conjugué des nombres complexes suivants.

(a) —2i+3z () (2—iz)(22—4+ 30)
21+1—1z
(b) 3+i—2iz @ e

Exercice 5 Soit z € C*. Les nombres suivants appartiennent-ils a R, a iR ou a aucun
des deux?

a= z+z e= 23-723 j:%—%
b=2—-7% .f:zt§ (2’%1&) k:’ZQtE?
c= 22 +7* g= = (¢ ¢iR) =

d= 22 -7 h=141 1= ===
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Exercice 6 Ordre dans C

Supposons que |'on puisse comparer deux nombres complexes de la méme maniére qu’avec
deux réels. Qui serait le plus grand, ¢ ou 07 Montrer qu'aucun cas de figure n'est possible

sachant que —1 < 1.

Exercice 7 Résoudre dans C les équations d'inconnue z suivantes.

(a) iz=3+1

(b) 2—-1)z—-2i=iz4+2—3i
z—2i

(@ S5 =4

(d) 4z+2i—4=0

() 2z+iz=4

zZ4+1

f =1
® =
Z4i

=1
&

Exercice 8 Résoudre dans C les systémes d'équations suivants.

3242 = 2-5i
(a) {

z2—2" = =241
3z+2 = 542
(b) { —z2+27Z = 1-2i

Z4+22 = 8—i
lavz = 2
2 —

Précipitez-vous en page 275 afin de réaliser le devoir n° 1.

EXERCICES
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Exercice 1 Forme algébrique.
(@) (i =it=-1

(b) (2i)2 =2%%= -4

(c) ®=i%=—i

(d) 3i(4+5i)=—15+12i

() (3+i)(4—2i)=3x4—3x2i+4i—2i®>=14—2i

(f) (6—1i)2=62+4>—-2x6i=35—12i

€) 2+iV3)2—iV3)=22+3 =7

(h) (VZ+20)* =[(vV2+20)%2 = [V2° +2v2 x 2i + (20)%)2 = [2 — 4 + 4iv/2)?

=(-2)2 =2 x 2 x 4ivV2 — (4v/2)? =4 — 32 — 16i/2 = —28 — 16i1/2
(i) (1+4+4)(4-30)1—i)=(4-3i)(1—14*) =8—6i

() —i(2+3i)(1—d)(—3+2i) = —i(1—i)(—64+4i—9i—6) = —i(—12—5i+12i —5)
= —Ti* = 17(—i) =7+ 17i

2 (1 'L) 2 N .
(k) = a+o(i-9 =grl—i)=1-1
4i o 4i(2430) 84122 _ 12 8
) 5= (@—30)(2+31) 25F+32 =13t 3¢
2-5i _ 2-5i 3—2 1 .
(m) 3% = 550i-5=% = 13(—4—190)
(n) 2i=v/2 _ (2i=V2)(3—i) _ 6i—2i —3V2+iv2 _ 2-3V2 | 64V2,
3+i (3+4)(3—4) 3242 10 10
1+24 3(2—1 i4+6—3i .
(0) 24 = 1(2122) + 2(2+12) = RO = L(8 4 1)
Exercice 2 Forme algébrique du conjugué.
a +5i=2-5¢ —20)(i+1)=5—1
245i=2-5 d 3—-2 1 5
(b) i-V2=—v2-i (&) Zi(l+%i)—3@i+1)=-3-1i
© (%)=
Exercice 3 21 = 2;:; et zp =420
1. z1 = (%f;) = 21%21 = 12__2ii =29 donc z14+20=2+7%21 € R et

21— 29 =21 — 21 € 1R
2. Ona 24 2 = 2041 4 1-2i (2i+1)(2—9)+(1— 22)(z+2) (4i4242—1)+(i+242— 41)

i+2 2= (i+2)(2—1) 22 —42
4 4 4 4
(AS0H(U=30) 8 of ) —zp = UHBIUH) gy

Ainsi, 21+ 22 =





