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Chapitre 1
Interpolation et approximation

1.1 Introduction

L’application effectuée sur ordinateur correspond & un modele mathématique, en par-
ticulier dans les sciences physiques. A supposer que le modele soit parfait (ce qui n’est
jamais le cas), I'erreur principale considérée est I'erreur de calcul, liée a I'utilisation d’une
méthode numérique appelée algorithme permettant la résolution du probleme. Cette er-
reur est due a I’approximation de notre modele mathématique par une méthode numé-
rique et est appelée erreur de troncature.

Le calcul étant effectué sur ordinateur, un autre type d’erreur intervient, 1’erreur
d’arrondi liée au nombre fini de chiffres utilisé pour la représentation d’un nombre.

Le probleme de 'approximation d’une fonction compliquée ou d’un ensemble de don-
nées numériques par une autre fonction est appelé approximation et occupe une place
importante dans de nombreuses études numériques et d’optimisation.

1.2 Approximation d’une fonction par une autre fonction

Supposons qu’une fonction f(x) ait une forme telle qu’elle soit difficile & obtenir. Dans
ce cas, il est nécessaire de 'approximer par une autre fonction g(x) plus facile & obtenir.
C’est ainsi que les fonctions sin(x) ou log(x) sont approximées par un développement
de Taylor d’ordre n, soit un développement limité d’ordre n, c’est-a-dire un polynome
de Taylor de degré n. On obtient ainsi, pour une série de points x;, les valeurs corres-
pondantes f(z;) dans une table. L’information sur la fonction f(z) est essentielle; si les
valeurs de f(x;) sont connues avec une certaine précision, la fonction g(x) fournira des
approximations de f(z) avec une précision inférieure :

f(@)=g(x) (1.2.1)

1.2.1 Fonctions d’approximation

Les fonctions d’approximation se mettent fréquemment sous la forme d’une combi-
naison linéaire d’une classe de fonctions données g¢;(z) par exemple sous forme d’un
développement en série de Fourier :

g(z) = ag + ay cosx + ag cos(2z) + ... + a, cos(nx)

+bysinx + by sin(Q;p) + ... +b, Sin(nx) (1.2.2)
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ou sous forme d’un développement d’exponentielles :
g(z) = agexp(box) + a1 exp(brz) + ... + a, exp(byx) (1.2.3)

De tous les développements de ce type, le plus simple est le polynéome d’approximation
qui est une combinaison linéaire de monomes :

glx)=ao+arx+ ... +apz” (1.2.4)

L’avantage du polynéme d’approximation est sa facilité a étre dérivé ou intégré.

On peut approximer toute fonction continue sur un intervalle donné & un degré de
précision quelconque par un polynome de degré n, d’apres le
Théoréme d’approximation de Weierstrass :

Y f continue sur [a,b], Ve > 0,3 un polynéme P, (x) de degré n(e) tel que :

|f(x) — Pu(z)| <€, a<z<b (1.2.5)

1.2.2 Approximation polynomiale
1.2.2.1 Polynome interpolant de degré n

Un critere peut étre que, étant donné (n + 1) couples (z;, f(x;)), le polynome d’inter-
polation passe par les (n + 1) points :

P (x;) = f(xy) Vi=1,...,n+1 (1.2.6)

L’approximation n’est aucunement garantie pour toute valeur de x différente de x;.
Comme le polynéme passe par tous les points, on parle également de collocation.

1.2.2.2 Polyndme au sens des moindres carrés

Lorsque l'on dispose d’un grand nombre de valeurs n ou que la fonction est connue
avec imprécision en un nombre réduit de points, il peut étre intéressant de réaliser
U'approzimation par un polynome de degré m inférieur & n. L’approximation au sens
des moindres carrés consiste a rechercher les coefficients du polynoéme tel que la somme
des carrés des erreurs soit minimale :

min F = Z () — fl)]? (1.2.7)

=0
avec :
m
Pm(ac):Zajxj =aqpt+arz+---+anz™ (1.2.8)
Jj=0
On trouve les coefficients a; en minimisant le critére £ d’oti la nullité du gradient en

I’absence de contraintes :

OE oE
Tao_..._%_o (1.2.9)

qui résulte en un systeme de m + 1 équations linéaires par rapport aux parametres a;.
Ces (m + 1) équations peuvent s’écrire sous la forme :
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SO Sl cee Sm ap to
S1 Sy .. Smat aq tq
. . =1 (1.2.10)
Sm Sm+1 e S2m Am tm
avec : n "
Se=>Y_ak, th=> af f(z:) (1.2.11)
=0 =0
soit :

Sa=t ou: a=8""t (1.2.12)
Lorsque m est égal a 1, on obtient ainsi la droite des moindres carrés.
1.2.2.3 Polynéme minimax

Les coefficients du polynéme d’approximation P,,(x) doivent étre choisis de telle fagon
que la valeur absolue du plus grand écart : f(x;) — Pp,(z;), soit minimale :

min (mlax |f(zi) — Pm(x2)|) (1.2.13)

1.2.2.4 Développement en série entiére
Si une fonction f(z) est continue et contintiment dérivable sur l'intervalle [z, zg], on

peut utiliser son développement en série de Taylor au point xg :

F(@) = Flwo) + (& = w0) (o) + -+ L p ) 4 .
Z (x — $0) f(i)(mo)

1!
i=0

(1.2.14)

Notons qu’on utilise la convention 0! = 1.

Dans le cas ou g = 0, ce développement s’appelle développement en série de MacLau-
TiN.

Tres souvent, on utilisera le développement limité a l’ordre n ou polynome de Taylor
de degré n. 1l est défini par les (n + 1) premiers termes du développement en série de
Taylor selon :

f(@) = f(x0) + (wn* o) f (wo) + ... o
Aol ) () 4 Lol o) avec iz <E<a (1215)

= Flao) + (z —w0)f'@o) + .. + E=T 500 () 4 0((2 — o))

Le reste (x — z0)"t1/(n + 1)! f*H1(€) peut étre majoré et fournir ainsi une évaluation
de l'erreur commise en tronquant le développement limité a I’ordre n, d’ou I'appellation
erreur de troncature.

Le développement en série de Taylor est dans la pratique numérique assez peu utilisé en
tant que tel, mais le développement limité est fréquemment utilisé en tant que référence
lors de la conception d’une nouvelle méthode numérique fondée sur la discrétisation.
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1.2.2.5 Calcul du polynéme P, (x)

La regle de Horner permet de calculer le polynéme P, (x) avec un minimum d’opéra-
tions, n multiplications et n additions, d’apres le développement suivant, :

P,(z) = ap + z(a1 + z(a2 + x(a3) + x(as + - - - + ®(an—1 + xayn))...)) (1.2.16)

1.3 Détermination des polynomes d’interpolation

1.3.1 Calcul du polynéme d’interpolation

Etant donné n points de coordonnées (x;, f(z;)), il existe un seul polynome interpolant
de degré inférieur ou égal a n — 1 passant par les n points :

Les coefficients a; du polynome interpolant sont solution du systeme linéaire de n équa-

tions : ) L
e
ao + a1y + asxt + -+ an—1x] = f(x1)

ao + a1z + agxy + -+ an_1ay ' = f(xa) (1.3.2)
ao + a1Zn + @222 + -+ ap_127t = flay)

Le déterminant de la matrice des coefficients de ces équations est connu sous le nom de
déterminant de Vandermonde :

1z} .. a0t
1 2 n—1

To T ... Ty (1.33)
la, 22 ... 2"t

Rappelons que 'approximation n’est aucunement garantie pour toute valeur de z diffé-
rente de x;.

1.3.2 Polynome d’interpolation de Newton

D’apres la définition de la dérivée d’une fonction continue f(z) :

d / . ) —
on pourra définir la différence divisée d’ordre 1 :
Flir, o) = L&) = S(@0) (1.3.5)
T — X

En fait, cette différence divisée est le rapport ou quotient de la différence finie :
(f(x) — f(xo)) par la différence finie (x — xp). C’est un taux d’accroissement. Il s’agit
donc d’une différence finie divisée en général appelée différence divisée que nous retien-
drons [Burden and Faires, 2011, Gautschi, 2012, Sauer, 2012, Stoer and Bulirsch, 1996].
Toutefois, dés que 1'on aborde la discrétisation des équations différentielles ordinaires et
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des équations aux dérivées partielles, concernant I’emploi des schémas de différences dans
la méthode des différences finies, on emploie fréquemment simplement le terme de diffé-
rence finie alors qu’il s’agit d’un quotient [Allaire, 2007, Epperson, 2013, Sastry, 2006,
Schiesser et al., 1994].

On sait d’apres le théoréme de la valeur moyenne (Figure 1.1) que :
V f(z) continue sur a < z < b et dérivable sura <z < b,3 £ € [a,b] tel que :

F'(©) = w (1.3.6)

Figure 1.1 Théoréme de la valeur moyenne.

On en déduit que la premiere différence divisée ou différence divisée d’ordre 1 est :

flaswo) = 1O I@) _ oy 6 ¢ a,2y) (1.3.7)

Tr — X

Le concept de différence divisée se généralise (Tableau 1.1).

Tableau 1.1 Différences divisées

Ordre Différence divisée Définition
’ fleol £ (o)
1 flz1, o) Sl = flao]
2 flz2, 1, 20] %ﬁmywo]
n flzn, ..., z1, 0] f[’””""’mw”lal;_f%n—lm--,wl,azo]

On en déduit que la différence divisée d’ordre n est égale a :
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f[xn“.”l‘l,l'o]:z% (138)
i=0 1‘[(%z %)
j=0
J#i
ou :
f[xn,...,xl,zo]:%, € € [xo, 1,y .-, Tn) (1.3.9)

L’interpolation linéaire de la fonction f(x) en un point € [xg, x1] se fera donc selon :

f(z) = Pi(z) = f(zo) + (x — z0) flx1, 0] = flxo] + (x — 0) f|21, T0] (1.3.10)

Figure 1.2 Approximation de f(z) par Pi(z).

En fait, I'interpolation ainsi définie est une approximation si f(x) n’est pas une fonction
linéaire (Figure 1.2) et 'on aura un terme d’erreur R (z) tel que :

f(@) = flao] + (z — o) flo1, wo]) + Ri(x) = Pi(x) + Ry (w) (1.3.11)
d’ott le terme derreur qui s'annule aux bornes o, 27 :
Ry(z) = (v — xo)(f[z, x0] — flr1,20]) = (x — 0)(x — 1) f[7, 21, 20 (1.3.12)
soit pour la fonction f(z) :
f(@) = flwo] + (x — o) flz1, o] + (& — mo) (x — x1) fl2, 21, T0) (1.3.13)

On peut évaluer le terme d’erreur ou reste en introduisant un point connu (z2, f(x2)) si
l’on suppose que la fonction f(x) ne change pas trop rapidement sur 'intervalle contenant
T, T1,To. Dans ce cas,

Ri(z) ~ (x — xo)(x — 1) fr2, 1, T0) (1.3.14)
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Si I'interpolation linéaire est insuffisante, on peut rajouter un terme de courbure avec la
différence divisée d’ordre 2 pour évaluer la fonction f(z) selon un polynéme de degré 2 :

f(z) = Pa(z) = flzo] + (z — x0) flz1, 0] + (z — z0)(z — z1) f[w2, 21, m0]  (1.3.15)
tandis que lexpression exacte de f(z) est en fait :

f(x) = flwo] + (& — xo) flz1, x0] + (& — xo) (@ — x1) f2, 21, 0
+(x — 20) (2 — 21) (2 — 22) f[2, T2, 21, W0 (1.3.16)
= Pa(z) + Ra(x)

La formule peut se généraliser & 'ordre n; la fonction f(z) est la somme d’un polynéme
d’interpolation de degré n et d’un reste :

f(z) = Pu(z) + R () (1.3.17)
avec le polynome d’interpolation de degré n selon la différence divisée :

Po(x) = flzo] + (= mo) flw1, xo] + (& — xo) (x — @1) flw2, w1, w0] + ..
+x—mo)(w—m1) ... (x — 2p1) flTn, - -, 71, T0) (1.3.18)

tandis que le terme d’erreur correspondant est égal & :

Ro(z) =(z—x0)(x—21)...(x — ) f2, Ty - .., 1, Tp
= [T o(z — z)| flz, Tns - - . s 21, T0) (1.3.19)

D’apres le théoreme de Rolle :

V f(x) continue et dérivable pour = € [a,b], si f(a) = f(b),

JE € fa,btel que: f'(§) =0 (1.3.20)

En utilisant ce théoréme de maniére itérative et en remarquant que le reste R,,(x) s’annule

en tous les points xg, x1, ..., Ty, on estime R, (z) :
f<"+1>(£>
_[H T — ;)] ) € (zymy,...21,20) (1.3.21)

ce qui peut permettre de trouver une borne supérieure pour le reste si la fonction f(z)
est connue analytiquement.
Le polynéme d’interpolation P, (x) peut également étre vu sous la forme :

P, (z) =ap+a1(x —x0) +as(z —x0)(x — 1) + -+ an(x —x) ... (x —2p—1) (1.3.22)

les coefficients a; étant évalués selon le schéma récurrent :

= P(wo) = ao
f1=P(z1) = ap + a1 (x1 — z0)
fo = P(x2) = ag + a1 (x2 — zo) + az(x2 — o) (2 — 1) (1.3.23)

Les différences divisées peuvent se calculer selon un schéma itératif triangulaire sym-
bolisé par le tableau 1.2. La colonne k = 0 correspond aux ordonnées de la fonction
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aux points d’abscisse x; d’apres la relation flx;] = f(=z;), la colonne k = 1 se déduit
simplement de la colonne k£ = 0 par une formule du type

flai, i) = M (1.3.24)
Tj — Ti—1
la colonne k = 2 se déduit simplement de la colonne k& = 1 par une formule du type

flwi, @] = flwio1, @il (1.3.25)

O R

floi, @im1, xi—o] =

et ainsi de suite la colonne i se déduit de la colonne ¢ — 1 par une relation similaire en
triangle.

Tableau 1.2 Calcul itératif triangulaire des différences divisées

k=0 k=1 k=2 k=n
zo | f[wo]
f[13171'0]
X1 f[:rl] f[:L‘Q,:El,:ro]
f['rQ’ml]
x2 | flz2] fln, Tn-1,. .., 21, z0]

f[mn, mnflyfrn72]
f[zna Zn—l]

Tn f[xn]

1.3.3 Polynome d’interpolation de Lagrange

Le polynéme d’interpolation de Lagrange (voir un exemple de polynéme de Lagrange
sur la Figure 1.3) de degré 2 est égal a :

_ (@—zi)(z —z9) (x — o) (7 — 73)
Pa) = =) (wo —an) T 00 T = wg)(xl —azy (@)
(z = zo)(z = 21) f(z2)
(w2~ w0) (w2 = 1) (1.3.26)
i=0 j;Q (x’ w]) i=0

En généralisant au degré n, le polynéome d’interpolation de Lagrange s’écrit :
n
Pu(z) = Li(x)f(x:) (1.3.27)
i=0

ou les facteurs L;(z) sont égaux & :



