


Raisonnement et voca-
bulaire ensembliste

Logique

Assertions

Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
à valeurs dans l’ensemble à deux éléments {V, F}. Une assertion P : E →
{V, F} est aussi appelée une propriété des éléments de E.

Connecteurs logiques élémentaires

La négation, la disjonction, la conjonction, l’implication et l’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

P Q non P P ou Q P et Q P ⇒ Q P ⇐⇒ Q

V V F V V V V

V F F V F F F

F V V V F V F

F F V F F V V

Propriétés des connecteurs logiques élémentaires

• P ouQ ⇐⇒ QouP
• P etQ ⇐⇒ QetP

P , Q et R trois assertions. La
conjonction et la disjonction
sont commutatives.

• (P ouQ) ouR ⇐⇒ P ou (QouR)
• (P etQ) etR ⇐⇒ P et (QetR)

La conjonction et la disjonc-
tion sont associatives.

• P et (QouR) ⇐⇒ (P etQ) ou (P etR)
• P ou (QetR) ⇐⇒ (P ouR) et (P ouR)

La conjonction et la disjonc-
tion sont distributives l’une
sur l’autre.
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• P ⇐⇒ non(nonP )
• non(P ou Q) ⇐⇒ (non P et non Q)
• non(P et Q) ⇐⇒ (non P ou non Q)

Les deux dernières assertions
sont les lois de Morgan.

Quantificateurs

Les propriétés d’un ensemble E sont de l’un des deux types suivants :
• Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P . On note ∃x ∈ E P (x).
• Universel : tous les éléments de E vérifient P . On note ∀x ∈ E P (x).

S’il existe un unique élément de E vérifiant P , on note ∃! x ∈ E, P (x).

Règles de calcul pour les quantificateurs

• non
(
∃x ∈ E; P (x)

)
⇐⇒

(
∀x ∈ E, non P (x)

)

• non
(
∀x ∈ E, P (x)

)
⇐⇒

(
∃x ∈ E; non P (x)

)
• ∀x ∈ E, ∀y ∈ F, P (x, y) ⇐⇒ ∀y ∈ F, ∀x ∈ E ,P (x, y)

• ∃x ∈ E, ∃y ∈ F, P (x, y) ⇐⇒ ∃y ∈ F, ∃x ∈ E ,P (x, y)

Stratégies pour une implication
������

• P ⇒ Q
• (nonP ) ou Q
• nonQ ⇒ nonP
• non

[
P et nonQ

]
.

Ces équivalences sont utiles
pour démontrer P ⇒ Q par
contraposée, ou par l’absurde.

Théorème de récurrence simple
Soit P une propriété des éléments de N, et n0 ∈ N.

∀n ⩾ n0,P(n) ⇐⇒
{

P(n0) est vraie
(∀n ⩾ n0),

(
P(n) ⇒ P(n+ 1)

)

Théorème de récurrence double

∀n ⩾ n0,P(n) ⇐⇒
{

P(n0) et P(n0 + 1) sont vraies
(∀n ⩾ n0),

(
P(n) et P(n+ 1) ⇒ P(n+ 2)

)

Théorème de récurrence forte

∀n ⩾ n0,P(n) ⇐⇒
{

P(n0) est vraie
(∀n ⩾ n0),

(
P(n0) et · · · et P(n)

)
⇒ P(n+ 1)

Ensembles
Parties d'un ensemble

E un ensemble, A,B,C des parties de E. On dit que
• A est inclus dans B (A ⊂ B) si tout élément de A appartient à B.
• A et B sont égaux (A = B), lorsque A ⊂ B et B ⊂ A.
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Opérations élémentaires sur les parties

• A ∪B = {x ∈ E| x ∈ A ou x ∈ B} est la réunion de A et B.
• A ∩B = {x ∈ E| x ∈ A et x ∈ B} est l’intersection de A et B.

• ∁EA = {x ∈ E| x /∈ A}, est le complémentaire de A dans E.
• A \B = {x ∈ E| x ∈ A et x /∈ B} est la différence de A et B.

Propriétés des opérations élémentaires
• L’intersection est distributive sur la réunion : A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C).

• La réunion est distributive sur l’intersection : A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C).

• ∁E(A ∪B) = (∁EA) ∩ (∁EB)

• ∁E(A ∩B) = (∁EA) ∪ (∁EB)

Lois de Morgan

Fonction indicatrice d'une partie
Pour tout x ∈ E, on note

1A(x) =
{

1 si x ∈ A
0 si x /∈ A .

1A : E → {0, 1} est la fonc-
tion indicatrice de A

• 1∁EA = 1− 1A
• 1A∩B = 1A 1B

• 1A\B = 1A (1− 1B)

• 1A∪B = 1A + 1B − 1A 1B

Produit cartésien de deux ensembles

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est l’ensemble défini
par E × F = {(x, y) ; x ∈ E, y ∈ F}. L’égalité de deux couples (x, y) et

(x′, y′) est définie par (x, y) = (x′, y′) ⇐⇒
{

x = x′
y = y′

Applications
Application injective, surjective

Une application f : E → F est dite :

• injective si
(
∀(x, x′) ∈ E × E

)
,
(
f(x) = f(x′) ⇒ x = x′

)
;

• surjective si (∀y ∈ F ), (∃x ∈ E) ; y = f(x).

Composée d'applications et injectivité, surjectivité

Soit f : E → F , g : F → G deux applications.
• f et g injectives ⇒ g ◦ f injective.
• f et g surjectives ⇒ g ◦ f surjective.

• g ◦ f injective ⇒ f injective.
• g ◦ f surjective ⇒ g surjective.
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Application bijective

Une application f : E → F est dite bijective si elle est à la fois injective et
surjective, i.e. (∀y ∈ F ), (∃!x ∈ E) ; y = f(x).

Application réciproque d'une bijection

Soit f : E → F une bijection. On définit une application f−1 : F → E, appe-
lée application réciproque de f , par

∀(x, y) ∈ E × F,
{

y ∈ F
x = f−1(y)

⇐⇒
{

x ∈ E
y = f(x)

f bijective ⇐⇒ ∃g : F → E
f ◦ g = idF
g ◦ f = idE

En ce cas, g = f−1 est l’ap-
plication réciproque de f .

Composée de bijections
Soit f : E → F et g : F → G deux applications.

f et g bijectives ⇒ g ◦ f bijective et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

Image directe et image réciproque d'une partie

Soit f : E → F une application, A ⊂ E, B ⊂ F .
• L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F défini par

f(A) = {f(x) ; x ∈ A} = {y ∈ F | ∃x ∈ A; y = f(x)}.
• L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par

f̄
1

(B) = {x ∈ E | f(x) ∈ B}.
Relations

Une relation binaire R sur un ensemble E est une propriété vraie pour certains
couples (x, y) de E et fausse pour les autres. Lorsque le couple (x, y) vérifie la
relation R, on note xRy.
Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que :
• R est réflexive si, pour tout x ∈ E, xRx ;
• R est symétrique si, pour tous x, y ∈ E, xRy ⇒ yRx ;
• R est transitive si, pour tous x, y, z ∈ E, xRy et yRz ⇒ xRz ;
• R est antisymétrique si, pour tous x, y ∈ E, xRy et yRx ⇒ x = y.

On appelle relation d’équivalence sur un ensemble toute relation binaire ré-
flexive, symétrique et transitive.
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et x un élément de E.
On appelle classe d’équivalence de x pour la relation R et on note Cl(x) le
sous-ensemble de E constitués des éléments en relation avec x. Autrement dit,
Cl(x) = {y ∈ E, yRx}.
On appelle relation d’ordre sur un ensemble toute relation binaire réflexive,
antisymétrique et transitive.
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Techniques fondamen-
tales en algèbre et ana-
lyse

Compléments de calcul algébrique

Sommes et produits finis

Soit (xk)k∈N une suite de nombres réels et n ∈ N un entier naturel. On note

Sn = x0 + x1 + · · ·+ xn =
n∑

k=0

xk =
∑

0⩽k⩽n

xk la somme des xk

Pn = x0 × x1 × · · · × xn =
n∏

k=0

xk =
∏

k∈{0,...,n}
xk le produit des xk.

Les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité de la multiplica-
tion sur l’addition se généralisent aux sommes et produits finis.

n∑
k=0

[
ak+1 − ak

]
= an+1 − a0

Somme télescopique
(ak)k∈N une suite de réels.

La somme des n premiers (resp. carrés, cubes d’) entiers est donnée par :

•
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
•

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
•

n∑
k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Coefficients binomiaux

Le produit des n premiers entiers est la factorielle de n. On note n! =
n∏

k=1

k.

On convient que 0! = 1.
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(
n
p

)
=

n!

p!(n− p)!
si 0 ⩽ p ⩽ n et 0 sinon. Coefficients du binôme

où (n, p) ∈ Z2.

Les coefficients du binôme sont des entiers naturels qui vérifient les propriétés
suvantes :(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n,

(
n
p

)
=

(
n

n−p

)
,

(
n+1
p+1

)
=

(
n
p

)
+
(

n
p+1

)
,

n∑
k=0

(
n
k

)
= 2n.

Formule du binôme de Newton

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k

(a, b) ∈ C2 et n ∈ N.

Identité géométrique

an+1 − bn+1 = (a− b)×
n∑

k=0

ak bn−k
Avec b = 1, on obtient la
somme des premiers termes
de la suite géométrique de rai-
son a.

Systèmes d'équations linéaires

L’ensemble S des solutions d’un système de n équations linéaires à p inconnues
(S) ne change pas si l’on effectue sur les lignes les opérations élémentaires
suivantes :
• échanger l’ordre des lignes Li et Lj , (Li ↔ Lj),
• multiplier la ligne Li par une constante non nulle λi ∈ K⋆, (Li ← λi Li),
• ajouter à la ligne Li un multiple d’une autre Lj (i �= j), (Li ← Li + λjLj).

Trigonométrie circulaire

Le cercle trigonométrique

x ≡ (
−→
OA,

−−→
OM) [2π]

• cos(x) = OH , sin(x) = OK

• tan(x) = sin(x)
cos(x) = AT

0 1
0

1
�

M

�

A

�

�

T
�K

�

H

x

Valeurs remarquables

x 0 π/6 π/4 π/3 π/2
sin(x) 0 1/2

√
2/2

√
3/2 1

cos(x) 1
√
3/2

√
2/2 1/2 0

tan(x) 0 1/
√
3 1

√
3

Formules fondamentales de trigonométrie circulaire

cos2(x) + sin2(x) = 1 et 1 + tan2(x) =
1

cos2(x)
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Propriétés de symétrie

• cos(2π+x) = cos(x)
• cos(−x) = cos(x)
• sin(2π + x) = sin(x)
• sin(−x) = − sin(x)

• cos(π + x) = − cos(x)
• cos(π − x) = − cos(x)
• sin(π + x) = − sin(x)
• sin(π − x) = sin(x)

• cos(π/2 + x) = − sin(x)
• cos(π/2− x) = sin(x)
• sin(π/2 + x) = cos(x)
• sin(π/2− x) = cos(x)

Formules d'addition

• cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

• sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

• tan(a+ b) =
tan a+ tan b

1− tan a tan b

• cos(a−b) = cos a cos b+sin a sin b

• sin(a−b) = sin a cos b−cos a sin b

• tan(a− b) =
tan a− tan b

1 + tan a tan b

Formules de duplication

• cos(2a) = cos2 a− sin2 a = 1− 2 sin2 a = 2 cos2 a− 1

• sin(2a) = 2 sin a cos a • tan(2a) = 2 tan a

1− tan2 a

Formules de linéarisation

• cos a cos b = 1
2

[
cos(a+ b) + cos(a− b)

]

• sin a sin b = 1
2

[
cos(a− b)− cos(a+ b)

]

• sin a cos b = 1
2

[
sin(a+ b) + sin(a− b)

]

• cos2 a = 1
2

[
1 + cos(2a)

]

• sin2 a = 1
2

[
1− cos(2a)

]

Formules de factorisation

• cos p+ cos q = 2 cos p−q
2 cos p+q

2

• sin p+ sin q = 2 cos p−q
2 sin p+q

2

• cos p− cos q = −2 sin p−q
2 sin p+q

2

• sin p− sin q = 2 cos p+q
2 sin p−q

2

Nombres complexes
Notation algébrique des nombres complexes

∀z ∈ C ∃!(x, y) ∈ R2, z = x+ iy

x = Re (z) est la partie réelle
y = Im (z) est la partie ima-
ginaire de z.

z = z′ ⇐⇒
{

Re z = Re z′
Im z = Im z′

z, z′ sont deux nombres com-
plexes.

• Le nombre complexe z̄ = x− iy est le conjugué de z.

• Le nombre réel positif |z| =
√
zz̄ =

√
x2 + y2 est le module de z.
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Nombres complexes de module 1

eiθ = cos(θ) + i sin(θ) θ ∈ R, eiθ est l’exponentielle
imaginaire (pure) d’angle θ.

• Pour tout nombre complexe z de module 1, il existe θ ∈ R tel que z = eiθ

• Pour tout couple (θ, θ′) ∈ R2 de réels, eiθ = eiθ
′
⇐⇒ θ ≡ θ′ [2π]

Règle de calcul pour l'exponentielle imaginaire

ei(θ+θ′) = eiθ × eiθ
′ (θ, θ′) ∈ R2

Formules d'Euler et de Moivre

• cos θ = eiθ+e−iθ

2 • sin θ = eiθ−e−iθ

2i
Formules d'Euler

•
(
eiθ

)n
= einθ

•
(

cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sinn(θ)

Formules de Moivre

Pour tout θ ∈ R, on a 1 + eiθ = 2 cos θ
2 ei

θ
2 et 1− eiθ = −2i sin θ

2 ei
θ
2 .

• eip + eiq = 2 cos
(p−q

2

)
ei

p+q
2

• eip − eiq = 2i sin
(p−q

2

)
ei

p+q
2

Factorisation de somme
d'exponentielles

Notation exponentielle d'un complexe non nul

∀z ∈ C⋆, ∃(ρ, θ) ∈ R+⋆ × R, z = ρeiθ
Forme exponentielle du
nombre complexe non nul z.

Si z ∈ C⋆ s’écrit z = ρeiθ alors ρ est le module de z et θ est appelé un
argument de z. On note arg (z) un argument quelconque de z.

z = z′ ⇐⇒
{

|z| = |z′|
arg (z) ≡ arg (z′) [2π]

(z, z′) ∈ C⋆ × C⋆

Exponentielle d'un complexe quelconque

Soit z = x+ iy un complexe présenté en notation algébrique. On définit
ez = ex+iy = exeiy = ex

(
cos(y) + i sin(y)).

ez × ez
′
= ez+z′ (z, z′) ∈ C2

Racines n-ièmes du nombre complexe 1

Soit n ∈ N, n ⩾ 2. On note ωn = ei
2π
n .

ωn est l’exponentielle imagi-

naire d’angle
2π

n
.

Un = {ωk
n; k ∈ Z} =

{1, ωn, ω
2
n, . . . , ω

n−1
n }

Un est l’ensemble des racines
n-ièmes de l’unité.
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