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Logique

Assertions

Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
a valeurs dans 'ensemble a deux éléments {V, F'}. Une assertion P : E —
{V, F'} est aussi appelée une propriété des éléments de E.

Connecteurs logiques élémentaires

La négation, la disjonction, la conjonction, I’'implication et I’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

P|lQ|[nmP|PouQ |PetQ | P=Q|P < Q
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VI|F F \% F F F
F |V V Vv F \% F
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(

Propriétés des connecteurs logiques élémentaires

ogPouQ)ouR < Pou(QouR)
PetQ)etR < Pet(QetR)

PetR)
PouR)

P, @ et R trois assertions. La
conjonction et la disjonction
sont commutatives.

La conjonction et la disjonc-
tion sont associatives.

La conjonction et la disjonc-

tion ,sont distributives 1’une
sur I’autre.
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e P < non(nonP) L i :

es deux dernieres assertions
® non(P ou Q) <= (non P et non Q sont les lois de Morgan.
e non(P et Q) < (non P ounon Q

Quantificateurs

Les propriétés d’un ensemble E sont de I’'un des deux types suivants :

o Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P. On note 3z € E P(z).

e Universel : tous les éléments de E vérifient P. On noteVx € E P(z).

S’il existe un unique élément de E vérifiant P, on note 3! x € E, P(x).
Regles de calcul pour les quantificateurs

e non (31’ € L; P(w)) = (V:/E € E, non P(w))
e non (Vac SOR P(:c)) = (Ez € E; non P(:c))
eVxe E, VyeF, Pla,y < Yy€e F, Vz € FE, P(zx,y)
e JzeFE, FyeF Py < JyeF Jz€FE, Px,y)
Stratégies pour une implication

5;; % ou Q Ces équivalences sont utiles

non Q = non P poutr démgntrer P ]:’>bQ gar
non [P of non Q]. contraposée, ou par 1’absurde.

Théoréme de récurrence simple

Soit P une propriété des éléments de N, et ng € N.

P(ng) est vraie

Vn 2 ng, P(n) < { (Vn = ng), (P(n) = P(n+1))

Théoréme de récurrence double

P(ng) et P(no + 1) sont vraies

Vn 2 ng, P(n) < { (Vn > ng), (P(n) et P(n+1) = P(n+2))

Théoréme de récurrence forte

P(ng) est vraie

Vn = ng, P(n) < { (Vn = ng), (P(no) et -+ et P(n)) = P(n+1)

Ensembles
Parties d'un ensemble

E un ensemble, A, B, C des parties de E. On dit que
e Aestinclus dans B (A C B) si tout élément de A appartient a B.
e A et B sont égaux (A = B), lorsque A C Bet B C A.



Opérations élémentaires sur les parties

e AUB={z € E|z € Aoux € B} estlaréunion de A et B.

e ANB={x € E|z € Aetx € B} estl'intersection de A et B.

o CpA={xc E|x¢ A}, estle complémentaire de A dans E.

o A\B={z € E|xz € Aetx ¢ B} est ladifférence de A et B.
Propriétés des opérations élémentaires

e L’intersection est distributive sur la réunion : AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

e Laréunion est distributive sur ’intersection : AU(BNC') = (AUB)N(AUC).

e Cx(AuB) = (Cg4)n(CeB) Lois de Morgan
e Lp(AnB)=(Crga)u(CsB)
Fonction indicatrice d'une partie

Pour tout x € F, on note

_J l1size A 14 : E — {0,1} est la fonc-
La(@) _{ Osiz g A - tion indicatrice de A
.]'BEA:]'_]'A .lA\leA(l_lB)
e lynp=141p e lyup=14+1p—-1x41p

Produit cartésien de deux ensembles

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est [’ensemble défini
par E x F = {(z,y); « € E,y € F}. L'égalité de deux couples (x,y) et

(z',y') est définie par (z,y) = (z',y') = { Zi 5//
Applications

Application injective, surjective

Une application f : E — F est dite :

e injective si (V(z,2') € Ex E), (f(z) = f(a) = z=2');

o surjective si (Vy € F), Gz € E); y = f(x).

Composée d'applications et injectivité, surjectivité

Soit f : E — F, g : FF — G deux applications.
e f et g injectives = g o f injective. e go f injective = f injective.
e f et g surjectives = go f surjective. e go f surjective = g surjective.
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Application bijective

Une application f : E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et
surjective, i.e. Wy € F), 'z € E); y= f(x).

Application réciproque d'une bijection
Soit f : E — F une bijection. On définit une application f~' : F — E, appe-
lée application réciproque de f, par

V(x,y)eExF,{ZiF @{er

) y = f(x)

e . . fog=1idp En ce cas, g = ff1 est I’ap-
fbijective <= 3g: F — E go f=idp plication réciproque de f.

Composée de bijections
Soit f : E — Fetg: F' — G deux applications.

f et g bijectives = g o f bijective et(gof) t=flog!

Image directe et image réciproque d'une partie

Soit f : E — F une application, A C E, B C F.
e L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F' défini par
f(A) ={f(@); z€ A} ={y € F [Tz € A;y = f(x)}.
e [’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par
[ (B)={z€E| f(z) € B}.
Relations

Une relation binaire R sur un ensemble E est une propriété vraie pour certains
couples (x,y) de E et fausse pour les autres. Lorsque le couple (xz,vy) vérifie la
relation R, on note t'Ry.

Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que :
e R est réflexive si, pour tout v € E, tRx;
e R est symétrique si, pour tous x,y € E, Ry = yRzx;
e R est transitive si, pour tous z,y,z € E, xRy et yRz = zRz;
e R est antisymétrique si, pour tous x,y € E, xRy et yRx = © = y.
On appelle relation d’équivalence sur un ensemble toute relation binaire ré-
flexive, symétrique et transitive.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et x© un élément de F.
On appelle classe d’équivalence de x pour la relation R et on note Cl(x) le
sous-ensemble de E constitués des éléments en relation avec x. Autrement dit,

Cl(z) ={y € E, yRa}.

On appelle relation d’ordre sur un ensemble toute relation binaire réflexive,
antisymétrique et transitive.



Techniques
fondamentales
en algebre et analyse

Compléments de calcul algébrique
Sommes et produits finis

Soit (z1) e une suite de nombres réels et n € N un entier naturel. On note

n

Sn = zo+xT1+ - txTa=Y zp= >, z la somme des xy
k=0 0<k<n
n

P, = moxmi X Xzpn= ][] x = I[1 = le produit des xy.
k=0 ke{0,...,n}

Les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité de la multiplica-
tion sur I’addition se généralisent aux sommes et produits finis.

n 2 -
Z [a — & ] —a —a Somme télescopique
kel = k| = Sntl = 50 (ax)ren une suite de réels.
k=0
La somme des n premiers (resp. carrés, cubes d’) entiers est donnée par :

" n+1 n(n+1)(2n+1) " n?(n+ 1)
S U SO WL o

k=1

Coefficients binomiaux

n
Le produit des n premiers entiers est la factorielle de n. On note n! = [] &.

On convient que 0! = 1.
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n!
() = 51—

Les coefficients du bindme sont des entiers naturels qui vérifient les propriétés
suvantes :

M=t (=n O=0") CH=0O+0) > (@)=2"

Coefficients du binome

si0 < p<net0sinon. Ofl(np)GZQ.

Formule du bindme de Newton

n
(a+b)" = Z (Z)akbnfk (a,b) € C%etn e N.
k=0
Identité géométrique

n Avec b = 1, on obtient la
ntl _gntl _ kin—k somme des premiers termes
“ b (a =) x kz:o a b de la suite géométrique de rai-

= son a.

Systémes d'équations linéaires

L’ensemble S des solutions d’un systéme de n équations linéaires a p inconnues

(S) ne change pas si I’on effectue sur les lignes les opérations élémentaires
suivantes :

e ¢changer I’ordre des lignes L; et Lj, (L; < Lj),
e multiplier la ligne L; par une constante non nulle \; € K*, (L; < \; L;),
e ajouter a la ligne L; un multiple d’une autre L; (i # j), (L; <= L; + A\;L;).
Trigonométrie circulaire

Le cercle trigonométrique

T = (O—/i, O—>M) [27]
e cos(z) = OH, sin(z) = OK
_sin(z) -

e tan(z) = cos(z) AT /
Valeurs remarquables

x 0] n/6 [ w/4 [ n/3 [n/2
sin(z) |0 1/2 [V2/2[+V3/2] 1
cos(z) |1 ]v3/2+v2/2] 1/2 | 0
tan(z) |0 1/V/3] 1 V3

_ Formules fondamentales de trigonométrie circulaire

1

2 .2 2

=letl+t =
cos“(x) + sin”(x) e an”(x) cos2()



Propriétés de symétrie

e cos(2m+x) = cos(z) e cos(m + ) = —cos(z) e cos(m/2+ x) = —sin(x)
e cos(—z) =cos(z) e cos(m—x) = —cos(z) e cos(m/2 — x) = sin(z)
e sin(2m + z) = sin(z) e sin(m 4+ z) = —sin(z) e sin(n/2 + x) = cos(z)
e sin(—z) = —sin(z) e sin(r —z) =sin(z) e sin(n/2 — x) = cos(z)

Formules d'addition

e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb e cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
sin(a + b) = sinacosb+ cosasinb e sin(a—b) = sinacosb—cosasinb

tana 4+ tanb tana — tanb
t b)) = —F7—7—— t —b)=—"7-—7—
anfa +b) = 1 —tanatanb o tan(a—b) = 1+ tanatanb

Formules de duplication

2

e cos(2a) = cos?a —sin?a =1—2sin®a = 2cos?a — 1
. . 2t
e sin(2a) = 2sinacosa o tan(2a) = iﬁ
1 —tan“a
Formules de linéarisation
e cosacosbh= 3[cos(a+b) + cos(a — b)] e cos’a = §[1+ cos(2a)]
e sinasinb = % [cos(a —b) —cos(a+ b)} e sina = % [1 — cos(2a)]

e sinacosb = % [sin(a +b) + sin(a — b)]

Formules de factorisation

. cosp—l—coquQCOS%cosp—gq . cosp—cosq:—Zsian;qsinp—;q

. sinp+sinq:2cosp2;qsinp—;q . sinpfsinq:2cos%sinpz;q

Nombres complexes
Notation algébrique des nombres complexes

x = Re (z) est la partie réelle
y = Jm (z) est la partie ima-

Vz € C J(z,y) GRQ, z=x+ 1y
ginaire de z.

!

_ / z, 7z sont deux nombres com-

RN N {%ez—fﬁezl i
Jmz=Tmz plexes.

o Le nombre complexe Z = x — iy est le conjugué de z.

o Le nombre réel positif |z| = /22 = \/x2 + y? est le module de .
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Nombres complexes de module 1

0 eR, e est 1 "exponentielle

i0 _ ¢ o
e’ = cos(f) + isin(f) imaginaire (pure) d’angle 0.
e Pour tout nombre complexe z de module 1, il existe § € R tel que z = e
o Pour tout couple (6, 0') € R? de réels, e’ = ¥’ «— 9 =0 [27]
Regle de calcul pour I'exponentielle imaginaire
GO+0)) _ 0 it 0,0") € R?
Formules d'Euler et de Moivre
0 —1i6 6 —10 [
e cosf = % o sinf = <5— Formules d'Euler
)" = eind Formules de Moivre
cos @ + isinf)" = cos(nb) + isinn(h)
Pourtoutd € R,onal+ e =2¢ f % t1—e? =2 sin% ei%
pta Factorisation de somme

e e +e'l =2cos (E52) ¢
o P — ¢ —2151n(p2q)

Notation exponentielle d'un complexe non nul

e d'exponentielles

o e i0 Forme exponentielle du
Vz € C, 3(p,0) e R™ xR, z = pe nombre complexe non nul z.

Si z € C* s'écrit z = pe'? alors p est le module de z et 0 est appelé un
argument de z. On note arg (z) un argument quelconque de z.

s { =l e
z2=2z <+ { arg(z)zarg(z’)pn] (2,2) e C*x C
Exponentielle d'un complexe quelconque

Soit z = x + iy un complexe présenté en notation algébrique. On définit
e ="t = " = e”(cos(y) + isin(y)).
! 2
& % ez’ _ ez—i—z’ (2,2") e C
Racines n-iemes du nhombre complexe 1

wnp est I'exponentielle imagi-

Soitn € N, n > 2. Onnote wy, = e’ . naire d’angle il
n
U, = {wﬁ; keZ}= Uy, est I’ensemble des racines
2 =i -ie *unité
{1, wn, w2, ... Wl 1Y n-iemes de 1’unité.
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