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Fonctions
d’une variable

D:y=x+1
exp
Ary=x
D':y=x-1
1 In
; >

Deux inégalités a connaitre: e* > 1 + x et In(x) < x — 1 (ou encore In(1 + t) < t).

Ay =[xl
Wlsin
t ¥ 111_ t 71[ t >

Autre inégalité utile |sin(x)| < x|



Chapitre 1

ES Exercices axés sur le calcul

Etude de fonction
Pour tout x € R\ {0}, on pose:

P (x) = arctan(x) + arctan (%) .

1) Montrer que i est constante sur |0, +oo[ et préciser (x) pour x > 0.

2) Que devient ce résultat pour x < 07?
D’aprés Banque PT

Calcul trigonométrique

Soit t un réel appartenant a [0, /2].
1) Exprimer cos(t) en fonction de cos(t/2).

1 2
2) Comparer D) et cos*(t/2).

3) On pose u = tan(t/2). Exprimer cos(t) en fonction de w.

4) Calculer f”/z !

0 Zreos® dt en posant u = tan(t/2).

D’apreés Banque PT

Etude d’une fonction

1-e7t

Soit f définie sur R \ {0} par f(t) = .

1) Montrer que f est prolongeable en une fonction continue sur R (notée encore f).

2) Etudier la monotonie de f sur R.

3) Montrer que la courbe représentative de f admet une tangente en son point d’abscisse 0
et préciser une équation cartésienne de cette tangente.

4) Tracer l'allure de cette courbe.
D’apreés Oral 2

Utilisation de développements limités

3(t
Soit M la fonction définie sur R par M(t) = (Z?;g; 8)

1) Justifier que M est de classe C® sur R et calculer M'(t) pour toutt € R.
2) Déterminer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de M.
3) En déduire les vecteurs dérivés M'(0), M"(0) et M3 (0).



Fonctions d’une variable

Dérivées successives
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.

1) Résoudre dans R I'équation x2 —x — 1 = 0.
On désignera par 4, et 4, ses racines avec 1; < 4,.

L estde classe C® sur R \ {11, 4.}

xZ—-x-1

2) Montrer que la fonction g : x =
3) Déterminer deux réels a et § (que I'on exprimera en fonction de 4, et 1,) tels que :

1 o« B

VX € R\ {11, 22}, x2—x—1 x—-21; x-—21,

4) Soit A un réel. Préciser la dérivée n-ieme de la fonction h : x - pary

5) En déduire la dérivée n-ieme de la fonction g.

#} Exercices axés sur le raisonnement

Dérivées successives

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.
1) Résoudre dans R I'équation x? + x — 1 = 0.

On désignera par 4, et 4, ses racines avec 1; < A,.

1 (o0}
7 oSt de classe C* sur R\ {44,4,}.

2) Montrer que la fonction f : x —

3) Rappeler la formule de Leibniz donnant la dérivée n-ieme du produit de deux fonctions
uetvdeclasse C™.

4) Dans cette question, on suppose n > 2.
En utilisant la relation (x2 + x — 1)f(x) = 1, montrer que, pour tout x € R\ {1;,4,} :

@2 +x—1DfM) +nx+ D" V() +nn—1)fI(x) = 0.

. F®(0)
5) On pose, pour tout entier naturel p, u, = o

a) Calculer directement u, et u;.
b) Pour toutp > 2, montrer que U, = Up_q + Up_.

c) En utilisant la formule de Taylor-Young et la question précédente, exprimer le déve-
loppement limité de f a 'ordre 4 en 0.

d) Pour tout entier naturel p, exprimer u, en fonction de p, de 1, et de 4,.

D’aprés Banque PT
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Classique
Soit f : R — R définie par f(x) = eV gix £ 0 et f(0) = 0.
1) Montrer que f est continue sur R. Est-elle dérivable sur R?

2) Montrer que f est de classe C® sur R.
On pourra montrer par récurrence que pour tout x # 0, f™ (x) existe et est de la forme

P,(1/x)e~** ou P, est un polynome.
D’apres Oral 1

Pour toutn € N*, on note :
n n
. (kr km (krn\ | [kn
un—ZsmT XF et vn—ZsmqsmF.
k=1 k=1
1) Montrer qu'il existe a > 0 tel que pour tout x € [0, a], on ait |sin(x) — x| < x3.
2) Justifier I'existence et préciser la valeur de lirJIl Up.
n-+oo

3) Montrer que la suite de terme général |u,, — v, | converge.
4) En déduire lim v,.

n—-+oo

D’apreés Oral 2

Suites d’intégrales
Pour n € N*, on définit u,, = fle(ln(x))n dx.
1) Calculer u;.
2) Montrer que la suite (u,),en+ €St monotone et convergente.
3) Montrer que :

Vx €[1,e], 0 <In(x) <

o R

En déduire la limite de (u,)nen+
4) Montrer qu'il existe deux suites (a,)nen* €t (by)nen+ de nombres entiers telles que :

vn € N¥, U, = a, + bpe.

D’apreés Oral 2

Suite récurrente et étude de séries

Soit (U )nen la suite définie par uy € 10, 1[ et, pour toutn € N, uy4q = u, — u2.

1) Etudier la convergence de la suite (u,,),ey. Trouver sa limite.
2) Etudier la convergence de la série ¥ u?.

n>0
o u N
3) Montrer que les séries ), In ("—“) et ) u, sontde méme nature.
n>0 Un n>0
4) En déduire la nature de Y, u,,.
n>0

D’aprés Oral 2



Fonctions d’une variable

Suite implicite
Pourn € N, on pose f,, : x = x™ — cos(x).
1) Soitn € N. Montrer que f,, admet un unique zéro sur [0, 1] noté a,,.
2) Etudier les variations de la suite (ay)pey-
3) Etudier la convergence de (a,)ney et calculer sa limite.
4) Déterminer un équivalent de 1 — a, lorsque n tend vers l'infini.

D’aprés Oral 2

** | Suite récurrente
On consideére la suite (uy,)pey définie par uy > 0 et, pourn € N, up 41 = u2 + uy,.

1) Six, ~ 9y, a-t-ontoujourse* ~ e¥n?
n-—-oo
Montrer que si (X;)nen €t (yn)neN sont deux suites réelles, alors :

efn ~ e o limx,—y, =0

n—-oo n—-oo

2) Montrer que (u,)nen €st croissante et a valeurs positives.

3) Montrer que (uy)ney diverge.
On pose v, = 27" In(uy,).

4) Etudier la nature de la série Y (v,41 — v,,). En déduire la convergence de (v,)nen-
n>

5) Donner un équivalent de u,, en fonction de la limite £ de v,,.

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

D’apreés Oral 1

& Exercices avec questions ouvertes

Soit P un polynéme non nul. L'équation P(x) = e* peut-elle admettre exactement deg(P)
solutions? Un nombre infini de solutions?
D’apreés Oral 2

Corrections

ESl Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Par addition et composition, la fonction i est dérivable sur l'intervalle ]0, 4+oo|.



Chapitre 1

Pour x € ]0, 4+, )/ (x) = — — = - — = —— — —— = 0.

14x2  x? 1+ 14+x2  x2+1

La dérivée est nulle sur I'intervalle ]0, +oo[, donc 1 est constante sur |0, +oo[.

2 Remarque
2 Il est important que ]0, +oo[ soit un intervalle pour ce point. D’ailleurs, la dérivée de ¢
2 est nulle sur R\ {0} et la fin de I'exercice montre que 1) n’est pas constante sur R \ {0}.

Or, Y (1) = arctan(1) + arctan (%) = % + % = g Onadonc:

1 i
Vx >0, arctan(x) + arctan (—) =3
x
2) Lafonction arctan étant impaire, Y I'est aussi, donc on obtient :

1
Vx <0, arctan(x) + arctan (;) =-3

Exercice 2

1) On a, d’apres les formules de duplication :
cos(t) = cos(2(t/2)) = 2 cos?(t/2) — 1.

2) Par définition, tan = sin/cos donc:
1 _ 1
1+tan2(t/2)  ,, sin?(t/2)
cos2(t/2)

__ cos*(t/2)
cos2(t/2)+sin?(t/2) | cos? +sin® = 1
cos?(t/2). /

3) Avecu = tan(t/2), on a en combinant les 2 résultats précédents :

N2 1 1_l—u2
cos(t) = 1+ u? T+ u?

4) Remarquons que pour tout t € [0,7/2], 2 + cos(t) > 0, donc la fonction t ~
. . . e 4z _ (/2
continue sur le segment [0, 7/2]. En particulier, I'intégrale I = fo Pyw——
En utilisantle changementu = tan(t/2),onau € [0, 1] (cartan(0) = O ettan(r/4) = 1).
1-u? _ 3+u?
1+u? ~ 1+u?’

2+cos(t)
dt existe.

Avecle résultatdu 2), 2 + cos(t) = 2 +
Comme t/2 € |—n/2,m/2[, u = tan(t/2) entraine t/2 = arctan(u). D’'ou dt = Zﬁ du.

e . 1 2
Apres simplification, on obtient I = | du.

0 3+u?



Fonctions d’une variable

Remarque

En pratique, on peut éviter le recours a arctan :

Deu = tan(t/Z) onadu = %(1 + tan?(t/2)) dt. Comme 1 + tan?(t/2) = 1 + u?, on
= dt.

en dédui

On pose ensuite u = V3x :

1/V3
I= f 3+3x2\/_d
2B s 1
3 J0 1+x2
2V3 1/V3
== [arctan(x)] o

= % arctan(1/v/3).

> linéarité de I'intégrale

arctan(0) =0

Enfin, /6 € |-m/2,m/2[ et tan(m/6) = \/1§//22 = \/_, donc arctan(1/v/3) = n/6.
. /2 1 23 w3
Finalement, e = e =
Exercice 3

1) Comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, f est
continue sur R \ {0}.

On sait que e* = 1+ x + 0 (x),doulon déduite™* o 1—t+o(t).
x— -

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Par conséquent, 1 — et = t+o0(t).Doncl—e™t ~ t puisf(t) ~ - =1
t—0 t—0 t—0 t

Ce résultat signifie que f(t) vy 1.
En posant f(0) = 1, on prolonge f en une fonction continue sur R.
2) Comme quotient, f est dérivable sur R\ {0} etona:

elt—(1-eYH (t+Det-
t? - t?

f'@®) =

e Premiére méthode (en utilisant et > 1 + t)
Pourt € R\ {0},ona:
fft)>0 © (t+1et—-1>0
S (t+Det>1
S (t+1)>el.
Or, et > 1+t donc f'(t) < 0 pour tout t # 0.

2 on multiplie par et > 0

e Deuxieme méthode (par étude de fonction)
Le signe de f'(t) est celuide ¢(t) = (t + 1)e™t —
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Comme ¢'(t) = et — (t+ 1)e"t + 0 = —te™, on a le tableau de variations suivant
pour ¢ :
t |—o 0 +o0
@'(t) + 0 -
0
@) 7 N
—00 _1

Comme f est continue sur R et de dérivée négative sur R\ {0}, elle est décroissante sur R.

3) Ils’agitde montrer que f est dérivable en 0. Le plus rapide est de reprendre le calcul de la
question 1) en utilisant un terme de plus dans le développement limité de I'exponentielle.

En utilisant e™* S, -t t?/2+0(t?),ona:

—et t—t?/2+o0(t) _
t t t—0

f(t)=1 1—t/2+0(b).

L'existence d'un développement limité a I'ordre 1 en 0 prouve la dérivabilité de f en 0 et
onaf'(0) =—-1/2.
L'équation de la tangenteen O esty = f'(0)(x — 0) + f(0) = —%x + 1.

4) Ci-dessous l'allure de la courbe représensative de f.

Exercice 4

1) Les deux fonctions cos? et sin® étant de classe €% sur R (comme produit), la fonction M
est de classe C” sur R. On obtient en dérivant chacune des composantes :

—3sin(t) cos?(t)
VtER, M'(t) = . .
t ’ ©) < 3 cos(t) sin?(t)
2) On connait le développement limité de cos a 'ordre 3 en 0. En outre, on sait que 1'on
obtient un développement limité d'un produit a I'ordre 3 en 0 en ne conservant que les
termes d’ordre inférieurs a 3.



