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Chapitre

Compléments
d'algebre linéaire

Georg Frobenius (1849-1917) effectue ses études

dans les universités de Gottingen puis de Berlin

ou il suit les cours des plus grands mathématiciens
allemands de I'époque comme Kronecker, Kummer

et Weietrsrass. Par la suite, il enseigne dans cette

méme ville puis a 'Ecole polytechnique de Zurich.

Les travaux de Frobenius en algebre linéaire ont justifié et
généralisé plusieurs résultats effleurés par ses prédécesseurs,
en particulier sur le polynéme caractéristique.

B Un peu d'histoire

Dans la deuxieme moitié du XVIII® siecle, différents mathématiciens ont manipulé
les coefficients de systémes d’équations linéaires, comme Bézout, Vandermonde
et méme Lagrange. En 'absence de notation sous forme de tableau, on aboutissait
a des calculs lourds mais ces mathématiciens avaient compris l'intérét du déterminant.
Ce n'est cependant qu’en 1850 que le mathématicien anglais James Sylvester intro-
duit, sous le nom de matrice, un tableau de nombres dont les éléments représentent
des coordonnées des images de vecteur d"une base par une application linéaire. Son
compatriote Arthur Cayley définit, peu apres, les opérations d’addition et de multi-
plication, les traitant ainsi comme des nombres et non des tableaux de nombres.
Il démontre en dimension 2 et 3 le théoreme de Cayley-Hamilton ; Frobenius donnera
une preuve générale en 1878.



mE Objectifs

B Les incontournables

> Connaitre la définition d'une matrice de passage et les formules de changement
de bases.

> Connaitre la définition et les propriétés de la trace d'une matrice.
> Connaitre la définition de deux matrices semblables.

> Connaitre la définition de la somme de r sous-espaces vectoriels.

B Et plus si affinités

> Savoir montrer qu’une somme de r sous-espaces est directe.



Bl Résumeé de cours

Dans ce chapitre, E est un espace vectoriel de dimension n (avec ne N*).

B Somme de r sous-espaces vectoriels

Ce paragraphe généralise les notions vues au chapitre 21 du tome 1 & une somme de r sous-
espaces vectoriels.

0 Somme
Définition 1.1. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F. des sous-
espaces vectoriels de E.

On appelle somme de F,, F,, ..., F,,’ensemble noté F,+ F,+...4+F, ou ZF,- défini par :

i=1

I:] +F2 ++Fr :{.xl +x2 +...+xr,(x1,x2,...,x,)e E XF2 XXFr} .

Théoreéme 1.1. — La somme de r sous-espaces de E est un sous-espace vectoriel de E.

0 Somme et somme directe
Définition 1.2. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F,, F,, ..., F. des sous-

espaces vectoriels de E. On dit que la somme F=F +F,+...+F, est directe si pour tout
vecteur x de F), il existe un unique r-uplet (xl 3 Xy x,) de FixXF,x..XF, tel que :
X=X +X2 +...+x,

Dans ce cas,onnote F=F®F, ®...®F, ou F =@F;.

i=1

Théoreéme 1.2. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F. des sous-
espaces vectoriels de E.
La somme F +F,+..+F, est directe si, et seulement si, pour tout r-uplet (xl,...,x,) de

F X...xF,,on al’implication : x; + x, +...+x, =0, = Vie [[l,r]], x; =0g.

= Meéthode 1.1. Comment montrer qu’'une somme de r sous-espaces est directe ?

Remarque 1.1. — Il ne faut pas oublier le cas particulier r =2 pour lequel on a vu dans le
tome 1 le résultat suivant : la somme F; + F, est directe si, et seulement si: F; N F, 2{0 E} .
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Définition 1.3. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F, des sous-
espaces vectoriels de E.
e Onditque Eestsommede F, F,, ..., F, si E=F +F,+..+F,.

* Ondit que E est somme directe de F, F,, ..., F, si E=@F,.
i=1

Théoreéme 1.3. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F, F,, ..., F. des sous-
espaces vectoriels de E.
E est somme de F;, F,, ..., F,. si, et seulement si, pour tout vecteur x de E, il existe un r-uplet

(x1,%5,..,x,) de FiXFyx..xF, tel que : x=2x+x, +...+x,.

= Meéthode 1.2. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme
de r sous-espaces?

Théoreéme 1.4. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F, F,, ..., F. des sous-
espaces vectoriels de E.
E est somme directe de F;, F,, ..., F,. si, et seulement si, pour tout vecteur x de E, il existe un

unique r-uplet (xl,xz,...,x,) de FixXF,X..XF, telque: x=x; +x, +...+x,.

Théoreme 1.5. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F. des sous-
espaces vectoriels de E, de bases respectives B, B, , ..., B, .

E est somme directe de F;, F,, ..., F, si, et seulement si, la famille obtenue par concaténation
(c'est-a-dire juxtaposition) des bases B, B,, ..., B, estune base de E.

Théoreéme 1.6. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F;, F,, ..., F. des sous-

espaces vectoriels de E.
E est somme directe de F;, F,, ..., F, si, et seulement si :

-
E=F +F,+..+F, et ) dimF,=dimE
i=l
En d'autres termes, E est somme directe de F, F,, ..., F, si, et seulement si, les deux
conditions suivantes sont réalisées :

e Vxe E, A(x,%,,...x,)€ FXFyX..XF, telque : x=x;+ X, +...4+x,.

e dimF +dimF, +...+dim F, =dim E .

= Meéthode 1.3. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme directe
de r sous-espaces?
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B Changement de bases

O Matrice d'une famille de vecteurs
Définition 1.4. — On note @z(el,...,e,,) une base de E et sz(fl,...,fp) une famille de p
vecteurs de £ (pe N*). On appelle matrice de la famille ¥ dans la base B, la matrice de
M, , (]R) dont les coefficients de la j colonne sont les coordonnées de f; dans la base ®.
Remarque 1.2. — Soit x un vecteur de E et (xl,...,x,,) les coordonnées du vecteur x dans une
X
base Bde E. La matrice du vecteur x dans la base B est la matrice colonne X =

Xn

Propriété 1.1. — Soit B=(e,,...,¢,) une base de E et F=( f,..., f,) une famille de n vecteurs
de E. La matrice de F dans la base 3 est inversible si, et seulement si, Fest une base de E.

= Meéthode 1.4. Comment montrer matriciellement qu'une famille est une base ?

O Matrice de passage
Définition 1.5. — On note B=(e,....e,) et B =(ej,...,e,) deux bases de E. On appelle

*¥n

matrice de passage de la base B a la base B la matrice de 8" dans la base 3.

Propriété 1.2. — Pour toutes bases @ et & de E, la matrice de passage P de B a @ est
inversible et P! est la matrice de passage de 3" a 3.

O Formules de changement de bases

Théoréme 1.7. — Soit B et B deux bases de E et P la matrice de passage de 3a @ . Si, pour
tout vecteur x de E, on note X (respectivement X' ) la matrice du vecteur x dans la base 3
(respectivement 3" ), alorsona: X = PX’.

Définition 1.6. — (Rappel) Soit E un espace vectoriel de dimension n, de base @ = (el,...,en ) .
Si f est un endomorphisme de E, on appelle matrice de f relativement a la base B (ou dans la

base B) la matrice de M, (R), notée matg(f), dont la j° colonne est formée des coordonnées

du vecteur f(ej) dans la base 3.

Théoréme 1.8. — Soit Bet B deux bases de E et P la matrice de passage de Ba @ . Si, pour
tout endomorphisme f de E, on note A (respectivement A’) la matrice de f dans la base B
(respectivement @), alorsona: A"=P~'AP.
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0 Matrices semblables
Définition 1.7. — Deux matrices A et A" de _‘M,,(]R) sont dites semblables s'il existe une

matrice P de M, (R), inversible, et telle que : A"=P~'AP.

Théoreme 1.9. — Deux matrices carrées sont semblables si, et seulement si, elles représentent
le méme endomorphisme dans des bases différentes ou non (dans ce dernier cas, les matrices
sont égalesetona P=1).

B Trace d'une matrice carrée

Q Deéfinition

Définition 1.8. — Pour toute matrice A= (a,-, j) e M, (R), on appelle rrace de A, le réel

1<i,j<n

noté Tr(A) , égal a la somme des éléments diagonaux de A. On a donc : Tr(A) = Za Qi
i=l

Remarque 1.3. — La trace d'une matrice n'a de sens que si la matrice est carrée.

U Linéarité de la trace

Propriété 1.3. — L'application qui, a toute matrice de %M, (R) associe sa trace est une forme
linéaire sur M, (R) . Autrement dit :

o VAeM,(R),Tr(A)eR.

o VAe M, (R) , VBe M, (R) , VAe R, Tr(A+B) =Tr(A)+ Tr(B) et Tr(M) =A Tr(A)

d Trace d’un produit

Propriété 1.4.— Pour toutes matrices M et N de M, (R), ona:
Tr(M N)=Tr(NM)

U Invariance de la trace par similitude

Propriété 1.5. — Deux matrices semblables ont méme trace. Autrement dit, si P est une matrice
inversible de M, (]R) ,ona:

VAe M, (R), Tr(A)=Tr(P'AP)
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mE Méthodes

B Somme de sous-espaces

O Méthode 1.1. Comment montrer qu’'une somme de 7 sous-espaces
est directe ?

Pour montrer que la somme de trois sous-espaces F;, F, et F; est directe, on

montreque: V(XI,XZ,X3)E EXF2XF3, x1+x2+x3=0 = x1=x2=x3=0.

La généralisation a r sous-espaces se fait sans difficulté: la somme
F +F,+...+ F, estdirecte si, et seulement si, on a :

V(X1 %00 X, )E EXFy X XF,, X+ X +.4x, =0 = Vie[[l,r]], x; =0g.

= Exercice 1.5
Exemple. Dans I'espace vectoriel R, [x] , on donne :

F ={Pe R3[x], Vxe R, P(x) = P(—x)} .
G={PeR,[X], P(0)=P(1)=P(2)=0}.
H={PeR;[x], P(1)=P(2)=P(3)=0}.

Montrer que la somme de F, G et H est directe.

Soit B, B, P des vecteurs appartenant respectivement a F, Get H telsque A+ P + P =0.
En évaluant cette égalité en 1 puis en 2, on obtient : B (1)=£A(2)=0.

Comme B appartient 2 F, on a donc aussi : B (—1)=P(-2)=0.

Le polyndme A de R, [x] , possede au moins 4 racines distinctes, c’est donc le polyndme nul.
Puisque P, est nul, il ne reste plus que I’'égalité¢ P, + P, =0 et, en I’évaluant en O puis en 3, on
trouve : P5(0)=0 et P (3)=0.

Les polyndomes P, et P; ont donc eux aussi au moins 4 racines distinctes (0, 1, 2 et 3) donc ils
sont nuls.

Finalement,ona: BF=P =P =0.

Lasomme F+ G+ H estdirecte et on peut donc lanoter F@GD H .
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O Méthode 1.2. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme
de r sous-espaces ?

Pour montrer qu’un espace E est la somme de r sous-espaces F, F, ..., F,, il
suffit de prouver que :
Vxe E, El(xl,xz,...,x,)e FEXF,Xx..XF, telque: x=x;+x, +...+ x,.

= Exercice 1.7
Exemple.
Pour tout entier naturel k de [[1,11]], on note A, le sous-espace de M, (R) constitué des
matrices dont toutes les colonnes sauf la k-ieme sont nulles.
Montrer que M, (R) =A+A+...+A,.
Soit M une matrice quelconque de M, (]R) . En considérant, pour tout k de [[l,n]] , les matrices
M, dont les colonnes sont nulles, sauf la k-ieme qui est égale a la k-ieme colonne de M.
On a, par construction, M =M, +...+ M, , et comme chaque matrice M, appartient a A, , on

obtient bien M, (R)=A + A, +...+A,.

O Méthode 1.3. Comment montrer qu’un espace vectoriel est somme
directe de r sous-espaces ?

Pour montrer qu’un espace E est somme directe de r sous-espaces F,, F, ..., F,,il

y a trois méthodes :
e On montre qu’on obtient une base de E en concaténant des bases de F, ..., F,.

e On montre que les deux conditions suivantes sont réalisées :

©® Vxe E, 3(x,x,....x,. )€ FXFX..XF, tel que : x=x+x, +...+x,.

® dimF +dimF, +...+dimF, =dimE .
e On montre (par analyse-synthese), que pour tout vecteur x de E, il existe un
unique r-uplet (x;,x,,...x,) de FXF,X..XF, tel que: x=x+x,+...+x, (Voir

I’exercice 1.6).
Remarque. Lorsque r =2, relire le chapitre 21 du tome 1 et voir 1’exercice 1.4.

= Exercice 1.7

Exemple. On reprend I’exemple précédent.
Pour tout entier naturel k de [[l,n]], on note A, le sous-espace de 9\/[,1(]1%) constitué des

matrices dont toutes les colonnes sauf la k-ieéme sont nulles.
Montrer que M, (R)=A ©® A, ®..0A,.
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