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Une somme en triangle.
Le calcul de la somme de chaque colonne est immédiat.
La somme de chaque ligne est une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique.
Le calcul se fait donc sans problème (on a supposé 𝑥𝑥 𝑥 𝑥).
En égalant les deux manières de calculer la somme de tous les termes du carré, on obtient

10
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𝑘𝑘𝑘𝑘
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10
∑
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𝑥𝑥𝑘𝑘 1−𝑥𝑥11−𝑘𝑘

1−𝑥𝑥

Or lemembre de droite se calcule aussi avec des suites géométriques... On retrouve le résul-
tat de l’exercice no 5.
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1 ♦ Compléments de calcul algébrique

Exercices axés sur le calcul

Formule du binôme de NewtonExercice 1
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗. Donner la valeur des sommes suivantes :

1) 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�(−1)
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛, 2) 𝑇𝑇𝑛𝑛 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�, 3) 𝑈𝑈𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘,

4) 𝑉𝑉𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�5
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛, 5) 𝑊𝑊𝑛𝑛 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�3
−𝑘𝑘, 6) 𝑋𝑋𝑛𝑛 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘𝑘𝑘.

Exercice 2
Montrer, à l’aide de la formule de Pascal, que pour tout 𝑝𝑝 𝑝𝑝  :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 �
𝑝𝑝
0
� + �

𝑝𝑝 𝑝 𝑝
1

� + �
𝑝𝑝 𝑝 𝑝
2

� +⋯+ �
𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝
𝑛𝑛

� = �
𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 𝑝 𝑝

𝑛𝑛
�.

Exercice 3
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑝𝑝 𝑝 �1, 𝑛𝑛�.
1) Soit 𝑘𝑘 𝑘 �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 �. Vérifier �𝑛𝑛𝑘𝑘��

𝑘𝑘
𝑝𝑝� = �𝑛𝑛𝑝𝑝��

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) Calculer
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝�.

Formule du pionExercice 4
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.
1) Montrer que pour tout 𝑘𝑘 𝑘 �1, 𝑛𝑛�, 𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘� = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) En déduire que
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

Somme de termes d’une suite géométrique et applicationExercice 5
Soient 𝑥𝑥 un réel et 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On pose :

𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑥𝑥𝑘𝑘 = 1 + 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛 et 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 + 2𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛.

1) Rappeler les valeurs de 𝑆𝑆𝑛𝑛(1) et de 𝑇𝑇𝑛𝑛(1).
2) Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, rappeler la valeur de 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥, calculer (1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 et en déduire 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥.
3) Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, retrouver 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 en remarquant que 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  ′𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥.

Sommes doublesExercice 6
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, calculer les sommes suivantes :

1) 𝐴𝐴𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖�. 2) 𝐵𝐵𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑖𝑖
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖�. 3) 𝐶𝐶𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

max(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖�.
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1 ♦ Compléments de calcul algébrique

ClassiqueExercice 7

1) Expliciter deux réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 tels que pour tout 𝑘𝑘 𝑘 𝑘∗, 1
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

= 𝑎𝑎
𝑘𝑘

+ 𝑏𝑏
𝑘𝑘𝑘𝑘

.

2) Pour 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, calculer la somme 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

1
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

.

3) Pour 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, calculer le produit 𝑃𝑃𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

�1
𝑘𝑘
− 1

𝑘𝑘𝑘𝑘
�.

Produit d’entiers pairs (respectivement impairs) consécutifsExercice 8
Soit 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗. On pose :

𝑝𝑝𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

(2𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 et 𝑞𝑞𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

(2𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘.

Exprimer, pour 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, 𝑝𝑝𝑛𝑛 et 𝑞𝑞𝑛𝑛 à l’aide de factorielles.

Exercice 9 Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ,
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

1
√𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘√𝑘𝑘

= √𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛   .

Exercice 10 Calculer la somme 𝑆𝑆 𝑆 ∑
(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�1,𝑛𝑛�2

�𝑛𝑛𝑖𝑖�(𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗𝑗.

Exercice 11
On pose pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛  :

𝑝𝑝𝑛𝑛 = cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑛𝑛𝑛𝑛)=
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘).

1) Rappeler la valeur de 𝑝𝑝0.
2) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛 , simplifier 𝑝𝑝𝑛𝑛 à l’aide de l’égalité sin(2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃   sin(𝜃𝜃𝜃 cos(𝜃𝜃𝜃.

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 12
Soit 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗. On considère les sommes 𝐴𝐴𝑛𝑛 et 𝐵𝐵𝑛𝑛 suivantes :

𝐴𝐴𝑛𝑛 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
2𝑛𝑛
2𝑘𝑘
�2𝑘𝑘 et 𝐵𝐵𝑛𝑛 =

𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
2𝑛𝑛

2𝑘𝑘 𝑘 𝑘
�2𝑘𝑘.

1) Justifier que 𝐴𝐴𝑛𝑛 et 𝐵𝐵𝑛𝑛 sont des entiers et que 𝐴𝐴𝑛𝑛 + √2𝐵𝐵𝑛𝑛 = �1+  √2 �2𝑛𝑛.
2) Montrer que 𝐴𝐴2𝑛𝑛 − 2𝐵𝐵2

𝑛𝑛 =1 .

3) Préciser de même des entiers 𝐶𝐶𝑛𝑛 et 𝐷𝐷𝑛𝑛 tels que 𝐶𝐶𝑛𝑛 + √2𝐷𝐷𝑛𝑛 = �1+  √2 �2𝑛𝑛𝑛𝑛.
Donner la valeur 𝐶𝐶2

𝑛𝑛 − 2𝐷𝐷2
𝑛𝑛 .
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1 ♦ Compléments de calcul algébrique

Exercices axés sur le calcul

Formule du binôme de NewtonExercice 1
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗. Donner la valeur des sommes suivantes :

1) 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�(−1)
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛, 2) 𝑇𝑇𝑛𝑛 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�, 3) 𝑈𝑈𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘,

4) 𝑉𝑉𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�5
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛, 5) 𝑊𝑊𝑛𝑛 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�3
−𝑘𝑘, 6) 𝑋𝑋𝑛𝑛 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘𝑘𝑘.

Exercice 2
Montrer, à l’aide de la formule de Pascal, que pour tout 𝑝𝑝 𝑝𝑝  :

∀𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 �
𝑝𝑝
0
� + �

𝑝𝑝 𝑝 𝑝
1

� + �
𝑝𝑝 𝑝 𝑝
2

� +⋯+ �
𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝
𝑛𝑛

� = �
𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 𝑝 𝑝

𝑛𝑛
�.

Exercice 3
Soient 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗ et 𝑝𝑝 𝑝 �1, 𝑛𝑛�.
1) Soit 𝑘𝑘 𝑘 �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 �. Vérifier �𝑛𝑛𝑘𝑘��

𝑘𝑘
𝑝𝑝� = �𝑛𝑛𝑝𝑝��

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) Calculer
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝�.

Formule du pionExercice 4
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.
1) Montrer que pour tout 𝑘𝑘 𝑘 �1, 𝑛𝑛�, 𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘� = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) En déduire que
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

Somme de termes d’une suite géométrique et applicationExercice 5
Soient 𝑥𝑥 un réel et 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On pose :

𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑥𝑥𝑘𝑘 = 1 + 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛 et 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 + 2𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛.

1) Rappeler les valeurs de 𝑆𝑆𝑛𝑛(1) et de 𝑇𝑇𝑛𝑛(1).
2) Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, rappeler la valeur de 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥, calculer (1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 et en déduire 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥.
3) Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, retrouver 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 en remarquant que 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  ′𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥.

Sommes doublesExercice 6
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, calculer les sommes suivantes :

1) 𝐴𝐴𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

(𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖𝑖�. 2) 𝐵𝐵𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑖𝑖
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖�. 3) 𝐶𝐶𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

max(𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖�.

4

1 ♦ Compléments de calcul algébrique

ClassiqueExercice 7

1) Expliciter deux réels 𝑎𝑎 et 𝑏𝑏 tels que pour tout 𝑘𝑘 𝑘 𝑘∗, 1
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

= 𝑎𝑎
𝑘𝑘

+ 𝑏𝑏
𝑘𝑘𝑘𝑘

.

2) Pour 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, calculer la somme 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

1
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

.

3) Pour 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, calculer le produit 𝑃𝑃𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

�1
𝑘𝑘
− 1

𝑘𝑘𝑘𝑘
�.

Produit d’entiers pairs (respectivement impairs) consécutifsExercice 8
Soit 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗. On pose :

𝑝𝑝𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

(2𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 et 𝑞𝑞𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
∏
𝑘𝑘𝑘𝑘

(2𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘.

Exprimer, pour 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, 𝑝𝑝𝑛𝑛 et 𝑞𝑞𝑛𝑛 à l’aide de factorielles.

Exercice 9 Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ,
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

1
√𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘√𝑘𝑘

= √𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛   .

Exercice 10 Calculer la somme 𝑆𝑆 𝑆 ∑
(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�1,𝑛𝑛�2

�𝑛𝑛𝑖𝑖�(𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗𝑗.

Exercice 11
On pose pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛  :

𝑝𝑝𝑛𝑛 = cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑛𝑛𝑛𝑛)=
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘).

1) Rappeler la valeur de 𝑝𝑝0.
2) Pour tout 𝑛𝑛 𝑛𝑛 , simplifier 𝑝𝑝𝑛𝑛 à l’aide de l’égalité sin(2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃   sin(𝜃𝜃𝜃 cos(𝜃𝜃𝜃.

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 12
Soit 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗. On considère les sommes 𝐴𝐴𝑛𝑛 et 𝐵𝐵𝑛𝑛 suivantes :

𝐴𝐴𝑛𝑛 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
2𝑛𝑛
2𝑘𝑘
�2𝑘𝑘 et 𝐵𝐵𝑛𝑛 =

𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
2𝑛𝑛

2𝑘𝑘 𝑘 𝑘
�2𝑘𝑘.

1) Justifier que 𝐴𝐴𝑛𝑛 et 𝐵𝐵𝑛𝑛 sont des entiers et que 𝐴𝐴𝑛𝑛 + √2𝐵𝐵𝑛𝑛 = �1+  √2 �2𝑛𝑛.
2) Montrer que 𝐴𝐴2𝑛𝑛 − 2𝐵𝐵2

𝑛𝑛 =1 .

3) Préciser de même des entiers 𝐶𝐶𝑛𝑛 et 𝐷𝐷𝑛𝑛 tels que 𝐶𝐶𝑛𝑛 + √2𝐷𝐷𝑛𝑛 = �1+  √2 �2𝑛𝑛𝑛𝑛.
Donner la valeur 𝐶𝐶2

𝑛𝑛 − 2𝐷𝐷2
𝑛𝑛 .
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1 ♦ Compléments de calcul algébrique

Somme dans un colonne du triangle de PascalExercice 13

1) Montrer que pour tous 𝑝𝑝 et 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 tels que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛, on a :

�
𝑝𝑝
𝑝𝑝
� + �

𝑝𝑝 𝑝 𝑝
𝑝𝑝

� +⋯+ �
𝑛𝑛 𝑛 𝑛
𝑝𝑝

� + �
𝑛𝑛
𝑝𝑝
� = �

𝑛𝑛 𝑛𝑛
𝑝𝑝 𝑝 𝑝

� (⋆)

2) Retrouver, à l’aide de (⋆), la valeur de
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘, puis celle de
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘2.

Somme doubleExercice 14
Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, on a :

𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑛𝑛

�
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖
𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖

� =
𝑛𝑛2

2
.

Indication : On pourra remarquer que 𝑖𝑖
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

= 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

.

Somme triangulaireExercice 15
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗. Vérifier :

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗𝑗𝑗

�
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗
𝑖𝑖
� =

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛
4

.

⋆Exercice 16
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛.

1) Montrer que pour tout 𝑘𝑘 𝑘 �0, 𝑛𝑛 𝑛 𝑛�, on a �2𝑛𝑛𝑘𝑘 � ⩽ � 2𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) En déduire :

∀𝑘𝑘 𝑘 �0, 2𝑛𝑛�, �
2𝑛𝑛
𝑘𝑘
� ⩽ �

2𝑛𝑛
𝑛𝑛
�.

3) Montrer que 22𝑛𝑛

2𝑛𝑛𝑛𝑛
⩽ �2𝑛𝑛𝑛𝑛 �.

6

Corrections

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Tous les calculs qui suivent utilisent
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛.

1) 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�1
𝑘𝑘(−1)𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (1 − 1)𝑛𝑛 = 0, car 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.

Remarque
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on aurait 𝑆𝑆0 =

0
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�0𝑘𝑘�1
𝑘𝑘(−1)0−𝑘𝑘 = �00�1

0(−1)0−0 = 1.

2) 𝑇𝑇𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�1
𝑘𝑘1𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (1 + 1)𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛.

Remarque
Ce résultat montre que la somme de la ligne 𝑛𝑛 du triangle de Pascal vaut 2𝑛𝑛.

3) Pour 𝑘𝑘 𝑘𝑘 , on a 2𝑘𝑘 = 20 = 1 et �𝑛𝑛0� = 1. D’où :

𝑈𝑈𝑛𝑛 = −1 +
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�2𝑘𝑘1𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = −1 + (2 + 1)𝑛𝑛 = −1 + 3𝑛𝑛.

4) De même, pour 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 , on a 5𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 et �𝑛𝑛𝑛𝑛� = 1. D’où :

𝑉𝑉𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�1𝑘𝑘5𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1 + (1 + 5)𝑛𝑛 = −1 + 6𝑛𝑛.

5) 𝑊𝑊𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�3
−𝑘𝑘 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘� �
1
3
�
𝑘𝑘

= �1 + 1
3
�
𝑛𝑛

= �4
3
�
𝑛𝑛

.

6) On a 2𝑘𝑘𝑘𝑘 = �2𝑘𝑘𝑘𝑘�𝑘𝑘 = �√2 �
𝑘𝑘
. Donc :

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
� �√2 �

𝑘𝑘
= �1 + √2 �

𝑘𝑘
.

Exercice 2
Rappelons que la formule de Pascal donne la valeur de la somme de deux coefficients adja-
cents (colonnes 𝑘𝑘 et 𝑘𝑘 𝑘𝑘 ) d’une même ligne𝑚𝑚 du triangle de Pascal :

�
𝑚𝑚
𝑘𝑘
� + �

𝑚𝑚
𝑘𝑘 𝑘𝑘

� = �
𝑚𝑚 𝑚𝑚
𝑘𝑘 𝑘𝑘

�.

Soit 𝑝𝑝 𝑝𝑝 . On procède par récurrence sur 𝑛𝑛 𝑛 𝑛.
Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : «

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛 � ».
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1 ♦ Compléments de calcul algébrique

Somme dans un colonne du triangle de PascalExercice 13

1) Montrer que pour tous 𝑝𝑝 et 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 tels que 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛, on a :

�
𝑝𝑝
𝑝𝑝
� + �

𝑝𝑝 𝑝 𝑝
𝑝𝑝

� +⋯+ �
𝑛𝑛 𝑛 𝑛
𝑝𝑝

� + �
𝑛𝑛
𝑝𝑝
� = �

𝑛𝑛 𝑛𝑛
𝑝𝑝 𝑝 𝑝

� (⋆)

2) Retrouver, à l’aide de (⋆), la valeur de
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘, puis celle de
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘2.

Somme doubleExercice 14
Montrer que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗, on a :

𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑛𝑛

�
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖
𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖

� =
𝑛𝑛2

2
.

Indication : On pourra remarquer que 𝑖𝑖
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

= 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

.

Somme triangulaireExercice 15
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗. Vérifier :

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗𝑗𝑗

�
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑗𝑗
𝑖𝑖
� =

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛
4

.

⋆Exercice 16
Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛.

1) Montrer que pour tout 𝑘𝑘 𝑘 �0, 𝑛𝑛 𝑛 𝑛�, on a �2𝑛𝑛𝑘𝑘 � ⩽ � 2𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) En déduire :

∀𝑘𝑘 𝑘 �0, 2𝑛𝑛�, �
2𝑛𝑛
𝑘𝑘
� ⩽ �

2𝑛𝑛
𝑛𝑛
�.

3) Montrer que 22𝑛𝑛

2𝑛𝑛𝑛𝑛
⩽ �2𝑛𝑛𝑛𝑛 �.

6
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Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Tous les calculs qui suivent utilisent
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛.

1) 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�1
𝑘𝑘(−1)𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (1 − 1)𝑛𝑛 = 0, car 𝑛𝑛 𝑛 𝑛∗.

Remarque
Pour 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on aurait 𝑆𝑆0 =

0
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�0𝑘𝑘�1
𝑘𝑘(−1)0−𝑘𝑘 = �00�1

0(−1)0−0 = 1.

2) 𝑇𝑇𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�1
𝑘𝑘1𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = (1 + 1)𝑛𝑛 = 2𝑛𝑛.

Remarque
Ce résultat montre que la somme de la ligne 𝑛𝑛 du triangle de Pascal vaut 2𝑛𝑛.

3) Pour 𝑘𝑘 𝑘𝑘 , on a 2𝑘𝑘 = 20 = 1 et �𝑛𝑛0� = 1. D’où :

𝑈𝑈𝑛𝑛 = −1 +
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�2𝑘𝑘1𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = −1 + (2 + 1)𝑛𝑛 = −1 + 3𝑛𝑛.

4) De même, pour 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘 , on a 5𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 et �𝑛𝑛𝑛𝑛� = 1. D’où :

𝑉𝑉𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�1𝑘𝑘5𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 − 1 + (1 + 5)𝑛𝑛 = −1 + 6𝑛𝑛.

5) 𝑊𝑊𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘�3
−𝑘𝑘 =

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑘𝑘� �
1
3
�
𝑘𝑘

= �1 + 1
3
�
𝑛𝑛

= �4
3
�
𝑛𝑛

.

6) On a 2𝑘𝑘𝑘𝑘 = �2𝑘𝑘𝑘𝑘�𝑘𝑘 = �√2 �
𝑘𝑘
. Donc :

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
� �√2 �

𝑘𝑘
= �1 + √2 �

𝑘𝑘
.

Exercice 2
Rappelons que la formule de Pascal donne la valeur de la somme de deux coefficients adja-
cents (colonnes 𝑘𝑘 et 𝑘𝑘 𝑘𝑘 ) d’une même ligne𝑚𝑚 du triangle de Pascal :

�
𝑚𝑚
𝑘𝑘
� + �

𝑚𝑚
𝑘𝑘 𝑘𝑘

� = �
𝑚𝑚 𝑚𝑚
𝑘𝑘 𝑘𝑘

�.

Soit 𝑝𝑝 𝑝𝑝 . On procède par récurrence sur 𝑛𝑛 𝑛 𝑛.
Pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛, on note 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 : «

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛 � ».
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1 ♦ Compléments de calcul algébrique

• Initialisation
On a

0
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �𝑝𝑝0� = 1 et �𝑝𝑝𝑝𝑝0 � = 1, donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie. On a alors en isolant le dernier terme :
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 �� + �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 �

= �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛 � + �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 �

= �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 �.

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫

formule de Pascal

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.

On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛,
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛 �.

Exercice 3

1) Puisque 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝, �𝑛𝑛𝑘𝑘� et �𝑘𝑘𝑝𝑝� s’expriment à l’aide de factorielles et on a :

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
��
𝑘𝑘
𝑝𝑝
� =

𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘

⋅
𝑘𝑘𝑘

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝
=
𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝
⋅

1
(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑛

.

De même, 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 et 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛  donc :

�
𝑛𝑛
𝑝𝑝
��
𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘

� =
𝑛𝑛𝑛

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  𝑝𝑝𝑝𝑝
⋅

(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛
(𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 

=
𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝
⋅

1
(𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘

.

D’après ces deux égalités, on a �𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝� = �𝑛𝑛𝑝𝑝��

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) Si 𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘, on a �𝑘𝑘𝑝𝑝� = 0 donc :
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝� = 0 +

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝�

=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑝𝑝��
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

(−1)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�(−1)
𝑝𝑝
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �(−1)𝑖𝑖

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�(−1)
𝑝𝑝(1 − 1)𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

d’après 1)

linéarité

changement d’indice

(−1)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = (−1)𝑝𝑝(−1)𝑖𝑖

formule du binôme

Donc
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝� = �

(−1)𝑛𝑛 si 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝 𝑝
0 si 𝑝𝑝 𝑝 �1, 𝑛𝑛 𝑛𝑛 � , car 0𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = �

1 si 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝 𝑝
0 si 𝑝𝑝 𝑝 �1, 𝑛𝑛 𝑛𝑛 � .
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Corrections

Exercice 4

1) Comme 𝑘𝑘 𝑘 �1, 𝑛𝑛�, on a �𝑛𝑛𝑘𝑘� = 𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

.
Puisque 𝑘𝑘 et 𝑛𝑛 sont non nuls, on a 𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘 et 𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 . D’où :

𝑘𝑘�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
� = 𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘

= 𝑛𝑛
(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛

(𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘
.

Comme (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛      𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛, on a montré 𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘� = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘� pour tout
𝑘𝑘 𝑘 �1, 𝑛𝑛�.

2) On commence par isoler le terme pour 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 :
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =0+ 

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝑛𝑛
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �2
𝑖𝑖𝑖𝑖3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 2𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �2
𝑖𝑖3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 2𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

question précédente

linéarité de la somme

changement d’indice

linéarité de la somme

formule du binôme

Somme de termes d’une suite géométrique et applicationExercice 5

1) On a 𝑆𝑆𝑛𝑛(1)=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

1 = 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et on sait que 𝑇𝑇𝑛𝑛(1)=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘 𝑘 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

.

2) On sait que pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
1−𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛

1−𝑥𝑥
(somme de termes consécutifs d’une suite géo-

métrique de raison 𝑥𝑥).
𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥2 +⋯+(  𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 = 1 + 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 1−𝑥𝑥𝑛𝑛

1−𝑥𝑥
− 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿2

𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
1−𝑥𝑥𝑛𝑛

1−𝑥𝑥

Donc :
∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑥𝑥𝑥
(1 − 𝑥𝑥𝑥2

.

9

Chapitre 1

8

9782340-048690_001_432.indd   8 15/07/2021   14:42



1 ♦ Compléments de calcul algébrique

• Initialisation
On a

0
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �𝑝𝑝0� = 1 et �𝑝𝑝𝑝𝑝0 � = 1, donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 est vraie.
• Hérédité

Soit 𝑛𝑛 𝑛 𝑛. On suppose 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫 vraie. On a alors en isolant le dernier terme :
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 �� + �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 �

= �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛 � + �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 �

= �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛 �.

d’après 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫

formule de Pascal

Donc 𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫𝒫  𝒫 est vraie.

On a montré par récurrence que pour tout 𝑛𝑛 𝑛 𝑛,
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑘𝑘 � = �𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛 �.

Exercice 3

1) Puisque 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝, �𝑛𝑛𝑘𝑘� et �𝑘𝑘𝑝𝑝� s’expriment à l’aide de factorielles et on a :

�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
��
𝑘𝑘
𝑝𝑝
� =

𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘

⋅
𝑘𝑘𝑘

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝𝑝𝑝
=
𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝
⋅

1
(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑛

.

De même, 𝑝𝑝 𝑝 𝑝𝑝 et 𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛   𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛  donc :

�
𝑛𝑛
𝑝𝑝
��
𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘

� =
𝑛𝑛𝑛

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝  𝑝𝑝𝑝𝑝
⋅

(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛
(𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 

=
𝑛𝑛𝑛
𝑝𝑝𝑝
⋅

1
(𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘

.

D’après ces deux égalités, on a �𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝� = �𝑛𝑛𝑝𝑝��

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�.

2) Si 𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘, on a �𝑘𝑘𝑝𝑝� = 0 donc :
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝� = 0 +

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝�

=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑝𝑝��
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘�

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

(−1)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�(−1)
𝑝𝑝
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �(−1)𝑖𝑖

= �𝑛𝑛𝑝𝑝�(−1)
𝑝𝑝(1 − 1)𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

d’après 1)

linéarité

changement d’indice

(−1)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = (−1)𝑝𝑝(−1)𝑖𝑖

formule du binôme

Donc
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

(−1)𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘��
𝑘𝑘
𝑝𝑝� = �

(−1)𝑛𝑛 si 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝 𝑝
0 si 𝑝𝑝 𝑝 �1, 𝑛𝑛 𝑛𝑛 � , car 0𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = �

1 si 𝑝𝑝 𝑝𝑝𝑝 𝑝
0 si 𝑝𝑝 𝑝 �1, 𝑛𝑛 𝑛𝑛 � .
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Exercice 4

1) Comme 𝑘𝑘 𝑘 �1, 𝑛𝑛�, on a �𝑛𝑛𝑘𝑘� = 𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

.
Puisque 𝑘𝑘 et 𝑛𝑛 sont non nuls, on a 𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘 et 𝑛𝑛𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 . D’où :

𝑘𝑘�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
� = 𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘

= 𝑛𝑛
(𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛

(𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘
.

Comme (𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛      𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛  𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛, on a montré 𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘� = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘� pour tout
𝑘𝑘 𝑘 �1, 𝑛𝑛�.

2) On commence par isoler le terme pour 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 :
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =0+ 

𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝑛𝑛
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘�2
𝑘𝑘3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �2
𝑖𝑖𝑖𝑖3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 2𝑛𝑛
𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑖𝑖 �2
𝑖𝑖3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 2𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 2𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

question précédente

linéarité de la somme

changement d’indice

linéarité de la somme

formule du binôme

Somme de termes d’une suite géométrique et applicationExercice 5

1) On a 𝑆𝑆𝑛𝑛(1)=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

1 = 𝑛𝑛 𝑛 𝑛 et on sait que 𝑇𝑇𝑛𝑛(1)=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘 𝑘 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

.

2) On sait que pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
1−𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛

1−𝑥𝑥
(somme de termes consécutifs d’une suite géo-

métrique de raison 𝑥𝑥).
𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥2 +⋯+(  𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

(1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛 = 1 + 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

= 1−𝑥𝑥𝑛𝑛

1−𝑥𝑥
− 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛.

𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿2

𝑛𝑛𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥
1−𝑥𝑥𝑛𝑛

1−𝑥𝑥

Donc :
∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑥𝑥𝑥
(1 − 𝑥𝑥𝑥2

.
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1 ♦ Compléments de calcul algébrique

3) Pour 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 𝑥
1−𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛

1−𝑥𝑥
et par linéarité de la dérivation, 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥′𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥. Donc :

∀𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥 𝑥
−(𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)

(1 − 𝑥𝑥𝑥2
.

Exercice 6

1) En utilisant la linéarité de la somme, on a :

𝐴𝐴𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖 𝑖
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗�

=
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�(𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

�

= (𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖 𝑖
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

= (𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

(𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛2.

𝑖𝑖 ne dépend pas de 𝑗𝑗
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗   𝑗𝑗

linéarité de la somme

Card�0, 𝑛𝑛� = 𝑛𝑛 𝑛 𝑛

2) En utilisant la linéarité de la somme, on a :

𝐵𝐵𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑖𝑖
𝑖𝑖
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗�

=
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2

= 1
2

𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖3 + 1
2

𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖2

= 1
2
⋅ 𝑛𝑛

2(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛2

4
+ 1

2
⋅ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

6

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
24

(3𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
24

(3𝑛𝑛2 + 7𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗   𝑗𝑗

linéarité de la somme
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖3 = 𝑛𝑛2(𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛2/4

3) • Première méthode
Pour 𝑖𝑖 𝑖 �0, 𝑛𝑛�, on a :

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

max(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖   𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖   𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖   𝑖 𝑖𝑖𝑖 .

Donc :
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

max(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 
𝑖𝑖
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖 𝑖
𝑛𝑛
∑

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑗𝑗

= 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖 
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗 𝑗
𝑖𝑖
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗

= 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖𝑖   𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

− 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

+ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2

.

𝑖𝑖 ne dépend pas de 𝑗𝑗
on fait apparaı̂tre

𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗
𝑛𝑛
∑
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗   𝑗𝑗
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D’où :
𝐶𝐶𝑛𝑛 =

𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

+ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
2

�

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

1 + 1
2

𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖2 + 1
2

𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛2

2
+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

12
+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

4

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
12

(6𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
6

(4𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛

linéarité de la somme

𝑛𝑛
∑
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛

• Seconde méthode (par regroupement de termes)
Pour 𝑖𝑖 et 𝑗𝑗 𝑗 �0, 𝑛𝑛�, on a max(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖   �0, 𝑛𝑛�.
Et pour 𝑘𝑘 𝑘 �0, 𝑛𝑛�, on a :

max(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖    𝑖 𝑖𝑖𝑖 𝑖𝑖𝑖  et 𝑗𝑗 𝑗 𝑗𝑗𝑗 ou (𝑖𝑖 𝑖 𝑖𝑖 et 𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

Il y a donc 𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘   𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑘𝑘  couples (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  d’entiers naturels tels que max(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖   .
D’où, en notant𝑀𝑀𝑘𝑘 = �(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖   �0, 𝑛𝑛� | max(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖   𝑖 :

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

� ∑
(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘

𝑘𝑘�

=
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘

= 2
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘2 +
𝑛𝑛
∑
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
3

+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
6

(4𝑛𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛𝑛

= 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
6

(4𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛

card(𝑀𝑀𝑘𝑘) = 2𝑘𝑘 𝑘𝑘

linéarité de la somme

𝑛𝑛
∑
𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘2 = 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
6

,
𝑛𝑛
∑
𝑛𝑛𝑛𝑛
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Exercice 7

1) On a 𝑎𝑎
𝑘𝑘

+ 𝑏𝑏
𝑘𝑘𝑘𝑘

= (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

.
En choisissant 𝑎𝑎 𝑎𝑎  et 𝑏𝑏 𝑏 𝑏𝑏, on a 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎    et 𝑎𝑎 𝑎𝑎 , donc :

∀𝑘𝑘 𝑘 𝑘∗,
1

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘
=

1
𝑘𝑘
−

1
𝑘𝑘 𝑘𝑘

.

2) Pour 𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∗, à l’aide de la question précédente, on fait apparaı̂tre une somme télésco-
pique :

𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

1
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘

=
𝑛𝑛

�
𝑘𝑘𝑘𝑘

�
1
𝑘𝑘
−

1
𝑘𝑘 𝑘𝑘

� = 1−
1

𝑛𝑛 𝑛 𝑛
.
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