Compléments de
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Une somme en triangle.

Le calcul de la somme de chaque colonne est immédiat.

La somme de chaque ligne est une somme de termes consécutifs d’'une suite géométrique.
Le calcul se fait donc sans probléme (on a supposé x # 1).

En égalant les deux maniéres de calculer la somme de tous les termes du carré, on obtient

10 10 11—k
1-x
Y kxk= Y xk——
k=1 k=1 1-x
Or le membre de droite se calcule aussi avec des suites géométriques... On retrouve le résul-
tat de 'exercice n° 5.



Chapitre 1

E= Exercices axés sur le calcul

Formule du binéme de Newton
Soitn € N*. Donner la valeur des sommes suivantes :

1) Sn= kzg (DD, 2) Ty= kzo (o) 3) Un= %1 (2",
4) W= kgo (R)s"", o) Wn = kgo (375 0) Xn = k§0 ()22

Montrer, a I'aide de la formule de Pascal, que pour toutp € N :

mew () (7)< (37) e+ (0)= 00

Soientn € N* etp € [1,n].
1) Soitk € [p,n]. Vérifier () (%) = (1) (=)

2) Calculer k§=‘,0(— D) (’;)

Formule du pion
Soitn € N™,
1) Montrer que pour tout k € [1,n], k(}) = n(}")).

n
2) Endéduire que ¥ k(})2¥3"* = 2n5"1,
K=0

Somme de termes d’une suite géométrique et application
Soient x un réel et n € N. On pose :
n n
Sp()= Y xF=1+x+-+x"etTy(x)= ¥ kx*1=1+2x+ - +nx""1
k=0 k=1

1) Rappeler les valeurs de S,,(1) et de T,,(1).
2) Pour x # 1, rappeler la valeur de S,,(x), calculer (1 — x)T,,(x) et en déduire T;,(x).

3) Pour x # 1, retrouver T,,(x) en remarquant que T,,(x) = S;,(x).

Sommes doubles
Pour n € N, calculer les sommes suivantes :

1) A= 3 (Z (i+j)). 2) By= 3 (E ij>. 3) Cp= 3 ( max(i.j)>.
i=0 \j=0 J J

=0 =0
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Classique
s e . * 1 _a b
1) Expliciter deux réels a et b tels que pour tout k € N*, RGrD & +t o
n
* _ 1
2) Pour n € N*, calculer la somme S,, = k§=:1 KrD)”
n

* itp = r_1
3) Pour n € N*, calculer le produit B, = kl;ll (k k+1)-

Produit d’entiers pairs (respectivement impairs) consécutifs

Soitn € N*. On pose :
n n-1
pn=I1QRk)=2-4--2n—-2)2n)etq, = 2k+1)=1-3---2n-3)(2n—1).
k=1 k=0
Exprimer, pour n € N*, p,, et q,, a 'aide de factorielles.

n
Montrer que pour toutn € N, )} L =vn+1-1.

ko1 VE+1+Vk

CalculerlasommeS = % (1) +0).
(L.pel1n]?

On pose pour toutn € N :

n

Pn = cos(m/4) cos(m/8) -+ cos(m/2"+?) = Hcos(ﬂ/Zk”).

k=0
1) Rappeler la valeur de py.
2) Pour toutn € N, simplifier p,, a 'aide de I'égalité sin(268) = 2 sin(8) cos(8).

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Soitn € N*. On considére les sommes A4,, et B, suivantes :

= 2n X
A, = z ok 2% et B, =
k=0

1) Justifier que A, et B, sont des entiers et que 4, + V2B, = (1 +2 )Zn.
2) Montrer que A2 — 2B? = 1.

3) Préciser de méme des entiers C, et D,, tels que C,, + V2D, = (1 +2 )2n+1.
Donner la valeur C2 — 2D2.

n—1

> (a2

k=0
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Somme dans un colonne du triangle de Pascal

1) Montrer que pour tousp etn € Ntelsquen > p,ona:
+1 n—1 n n+1
)5 () 0)-G)
P p P P p+1

n n
2) Retrouver, a I'aide de (x),la valeur de Y. k, puis cellede Y, k2.
k=1 k=1

Somme double

Montrer que pour toutn € N*,on a:

n n .
227
i\ it

=1 \Jj=1
S i i+j—j
Indication : On pourra remarquer que T e

Somme triangulaire

Soitn € N*, Vérifier :
n n
Z Z j n(n + 3)
i

Jj=1 \i=j

Soitn € N.

1) Montrer que pour toutk € [0,n — 1], 0na (2,‘?) (k+1

[[ 1] :H’ l X .

< (Zn)
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Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Tous les calculs qui suivent utilisent kgo (Dakp"* = (a + b)™.
1) S, = g (D1¥ D™ * =1 -1)" =0, carn € N".

Remarque
Pour n = 0, on aurait S, = Z (D1F(=1)°0F = (J)1°(-1)°° = 1.

2) T, = k}_jo (1k1nk =1+ " =2n

% Remarque
Ce résultat montre que la somme de la ligne n du triangle de Pascal vaut 2.
3) Pourk = 0,ona2k=2°= 1et(g) =1.D'ou:

n
n
Up,=-1+ Z (k)2k1"—k =—1+QR+1"=-1+3"
k=0
4) De méme, pour k = n,ona 5nk = 1 et (Z) =1.Dou:

n—-1

v, = Z <Z>1k5"-k 1+ (1+5)"=—1+6"

RIO ( D =0)"

CORRECTIONS

5) W, = kgo (M37F =

6) Ona2k/? = (zk/z)k (ﬁ
=Z(Z)(ﬁ)"=(1+ﬁ)".

Exercice 2
Rappelons que la formule de Pascal donne la valeur de la somme de deux coefficients adja-
cents (colonnes k et k + 1) d’'une méme ligne m du triangle de Pascal :

m + m \ (m+1
k k+1) \k+1)
Soit p € N. On procéde par récurrence sur n € N.
n
Pour toutn € N, onnote P(n) : « ¥ (P1¥) = (***1)».
k=0
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e Initialisation
Ona kz=:0 (p;:k) =) =1et (pz)'l) = 1, donc P(0) est vraie.
o Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie. On a alors en isolant le dernier terme :

n+1 n
p+k) _ p+k + p+n+1
kz=:0( k ) (kz=:0( . )> ( i ) \d’aprés P(n)

_ (ptn+1 p+n+1 d

- ( n ) + ( n+1 \ )

_ (p+n+1+1 J formule de Pascal
n+1 '

Donc P(n + 1) est vraie.

n
On a montré par récurrence que pour toutn € N, ), (p;") = (p+;1+1).
k=0

Exercice 3

1) Puisquep < k < n, (Z) et (’;) s’expriment a 'aide de factorielles eton a:

n\/k _ n! k! _ n! 1
(k)(p) T kin—k)! pltk—p)!  p! (n—k)i(k—p)

De méme,p < netn—k <n—pdonc:

(n)(n - p> 3 n! (n—p)! _nl 1

p/\k=p) pln-p)! (k-pln-p-k+p) p' (k-plnr-K!
D’aprés ces deux égalités, on a (Z)(’;) = (Z)(Z:z .

2) Sik<p,0na(’;) = 0 donc:

Z,CDCG) =0+ 2 CDCE)

e

| d’apres 1)

= B G
n linéarité
=() 2 DG -
n—p . changement d’indice
= ()T D) | |
o ) D = (~1P-1)
=T (D

=()EnPa -,

formule du bindome

[N N N N

(D" sip=n, car 0"—P — 1 sip=n,

3 _1\k(n\(k —
Done 2 DG =1 o Gpena-1 0 sipeLn—1]
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Exercice 4

1) Commek € [1,n],ona (:) = k[(:ik)"

Puisque k et n sont non nuls,ona k! = k(k —1)! etn! = n(n — 1)\. D’ou:

i n\ i n! _ (n—1)!
<k> ~rim—t T "k=Din -kl

Comme (n—1)—(k—1) =n—1—k+1=n—k onamontré k(}) = n(}_}) pour tout
k € [1,n].

2) On commence par isoler le terme pour k = 0:
n n
Y k(p)2k3nk =04 ¥ k(})2k3nk
k=0 k=1 . L
question précédente

n linéarité de la somme
— n—-1\ykqn-k
- nkz—:1 (k—1)2 3

changement d’indice

N N4 A N

"Sh -1y i1 qno1-i 2
— - 13 n-—-1-t
=nx ()2 o
- linéarité de la somme lL-)
— Nn—-1\yiqn-1-i wl
2n Eo ("7H23 7
formule du bindme ﬁo:
— n-1
=2n(2+3) O
=2n5""1,

Exercice 5| Somme de termes d’une suite géométrique et application

n . n nn+1)
1) OnaS,(1)= ¥ 1=n+1letonsaitqueT,(1) = Y k= —
k=0 k=1

1—x"+1 P . .
P (somme de termes consécutifs d’'une suite géo-

2) Onsait que pour x # 1, S, (x) =
métrique de raison x).
T,(x) =14 2x + - +nx"?!
xTp(x) =x+2x2+ -+ (n—Dx™" 1 +nx" L1 L,
A-X)T,=14x++x""1—nx" et -
1—x™ > kz=:0x = n,l(X) = 1—x

= —nx™
1-x

Donc:
1—x"—nx"(1—-x)

vx#1, T,(x)= =2
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3) Pourx # 1,S5,(x) =
—(n+Dx"1—-x)+ (1 - xn“)

Vx#1 T,(x)=

(1-x)?
Exercice 6
1) En utilisant la linéarité de la somme, on a:
n n n
Ay =2 (Z i+ X j) i ne dépend pas de j

= j=0 Jj=0 n

n > 'Zoj:n(n+1)/2
]:

3 ((n+ i+ 222)
i=0 .

linéarité de la somme
n(n+1)

n

(n+1) Z i+ Z

Card[0,n] =n+1
n(n+1) n(n+1)( + 1)

=n+1)——+
=n(n+ 1)2.
2) En utilisant la linéarité de la somme, on a:
n i
B, = Z (i Z ]> n
i=0 \ j=0 .
X j=nn+1)/2
i RIGEY) j=0
i=o 2 L
n n linéarité de la somme
— 1 .3 1 .2 n
=y L+ N Y 2 =nn+1)2n+1)/6
i=0 i=0 > P
n
_ 1, n?(n+1)2 i 1 n(n+1)(2n+1) Y i3=n (n + 1) /4
2 4 2 6 <o

= 11(721—11)(3712 +3n+4n+2)

= 11(:—‘:1)(3712 +7n+2).

3) e Premiere méthode
Pouri € [0,n],ona:
n
,Z max(i,j)) =i+i+--+i+{E+D+@+2)++n
=0
Donc

Z max(i,j) = Z i+ Z j > i ne dépend pas de j
=0 j=i+1 n

i on fait apparaitre »; j
=i(i+1)+Zi—Z]' =0
=0 =0 X j=nmn+1)/2

n
n(n+1) l(i+1) > j=0

=i(i+1)+—— >

— nn+1) + l(l+1).
2 2

et par linéarité de la dérivation, T, (x) = S;,(x). Donc:



