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Chapitre 1

Groupes, sous-groupes

Il faut sans doute attribuer à Cayley, en 1854, la définition abstraite d’un groupe
telle que nous la connaissons aujourd’hui. Auparavant, de nombreux groupes par-
ticuliers avaient déjà fait l’objet d’études approfondies en vue de la résolution de
problèmes spécifiques, le plus célèbre d’entre eux étant le problème de la résolubilité
par radicaux des équations polynomiales. Parmi les précurseurs de la théorie citons
Lagrange (1770), Ruffini (1799), Galois (1829), Cauchy (1844), Cayley (1849, 1854),
Jordan Traité des substitutions (1870), Klein Erlanger Program (1872).

1.1 Groupes

Définition 1.1 On appelle groupe tout couple (G, ∗) formé d’un ensemble G appelé
ensemble sous-jacent et d’une application ∗ : G×G → G; (g, h) �→ g ∗ h, dite loi
de composition interne, qui satisfait aux conditions suivantes :

1. La loi ∗ est associative : (g ∗ h) ∗ k = g ∗ (h ∗ k) pour tout (g, h, k) dans
G×G×G.

2. Il existe dans G un élément neutre e pour la loi ∗ : e ∗ g = g = g ∗ e pour
tout g dans G.

3. Tout élément de G admet un inverse pour la loi ∗ : pour tout g dans G, il
existe h dans G, tel que g ∗ h = e = h ∗ g.

Définition 1.2 Le groupe (G, ∗) est dit commutatif (ou abélien) si

g ∗ h = h ∗ g pour tout couple (g, h) dans G×G.

L’ordre du groupe, noté |G|, est le cardinal de l’ensemble sous-jacent G. Si l’en-
semble G contient un nombre fini n d’éléments, on dit que le groupe (G, ∗) est
d’ordre n ; sinon, il est dit d’ordre infini.
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