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Semaine 8 : Concours blanc type Ecricome
Durée : 4h
La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la ré-

daction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Ezercice 1 (23 pts)

On dit qu’'une matrice A carrée d’ordre n est une matrice nilpotente
s’il existe un entier naturel k non nul tel que :

APl £ 0 et AR =0

Soit A une matrice carrée d’ordre n, on dit que le couple (A, N) est une
décomposition de Dunford de A lorsque :

A est une matrice semblable & une matrice diagonale
N est une matrice nilpotente

AN =NAet A=N+A

1. (3,5 points) On pose

1 2 10 0 2
a=(p 1) a=(p 1) @ v=(53)

Vérifier que (A, N) est une décomposition de Dunford de A.

Dans toute la suite de ’exercice, on pose :

3 1 -1 00 —1 3 10
A=|-20 2], N=|00 2]|,A=|-20 0],
0 0 1 00 0 0 0 1
2 0 0
etD=1[0 1 0
0 1
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2. On considére les matrices colonnes :

1 0 1
Xi=|-1], Xo=[0] et Xg=| -2
0 1 0

(a) (1,5 point) Calculer les produits AX;, AXy et AX3

1 0 1
(b) (2 points) Onpose P=| —1 0 —2 |. Vérifier que l'on a :
0 1 0

AP =PD.
(c) (2 points) Calculer P,

3.(a) (I point) Etablir que N est une matrice nilpotente.

(b) (2 points) Verifier que (A, N) est une décomposition de Dun-
ford de la matrice A.

(¢) (4 points) En utilisant la formule du binéme de Newton que
I’on justifiera, donner I'expression de A™ en fonction des puis-
sances de A. de N et de n.

(d) (2 points) Etablir que pour tout entier naturel ¥ > 1, on a
AFN = N.

(e) (6 points) Proposer une décomposition de Dunford de A™.

Ezercice 2 (20 pts)

Soit 0 < b < a. On considére les suites imbriquées définies par :

Uup=a vop==s

Up, + Up 2unn,
Vn €N, upt1 = ——F—, Upy1 =
2 Up + Un

5 points) Montrer que : Vn € N, 0 < v, < uy,.

1|
2. (2 points) Montrer que la suite (vy,)y est croissante et que la suite
(un)n est décroissante.

3. (a) (8,5 points) Vérifier que : Vn € N,

1
0 < Upt1 —vpg1 < i(un - Un)
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(b) (4 points) En déduire que les suites (uy, )y, et (vy), sont adja-
centes.

4.(a) (1,5 point) Montrer que la suite (u, vy, ), est une suite constante.

(b) (8 points) Déterminer la limite commune des suites (uy), et

(vn)n-

Ezercice 3 (20 pts)

On considére ’équation :
42?2422 -1=0

On note u,, la solution positive de cette équation.
On note I = v/2 — 1 la limite de u,,.

1. (2 points) Montrer que, pour tout n € IN,
Uy,

Cun 1442

Up — 1l =

2. Soit n € IN.
(a) (2 points) Montrer que :

Uy = emp[nlnl+nln <1+ unl—l”

(b) (2 points) Montrer que :

nln <1+ unl—l) ~ nun_l

n—-+oo l

(c) (7,5 points) Montrer que :

2 < (V2-1)"

u, — | <
|n |_un+1+\/§_

et en déduire que :

o(1)

‘ Up — |

l ‘ n—»+o00

(d) (4 points) Déterminer un équivalent de u;..
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3. (2,5 points) Montrer alors que :
ZTL

un =l N o5

Ezercice 4 (20 pts)

2 -1 -1 -1
-1 2 -1 -1

Soit la matrice A = 1 -1 2 -1
-1 -1 -1 2
1. (2,5 points) Calculer A? et vérifier qu'il existe o, 8 € IR,
A% = aA + BI.

2. (& points) Etablir par récurrence sur n € N que : 3an,, B, € R,
A" = ap A+ Bn1 (on écrira a1 et Bp41 en fonction de ay, et 3y,).

3. (a) (6 points) Montrer que la suite (ay,), est récurrente linéaire
d’ordre 2 et déterminer I’expression de «a,, en fonction de n.
(b) (1,5 point) En déduire I'expression de f3,,.
4. (a) (2 points) Prouver que A est inversible et exprimer son inverse
en fonction de A et de I.
(b) (1 point) Les expressions de «,, et (3, sont-elles encore valables
pour n = —17
(¢) (4 points) Déterminer la valeur de A™ pour n € Z — IN.
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Concours blanc type Ecricome : le baréme

Ezxercice 1

1. 1 pour A semblable & une diagonale + 1 pour N nilpotente + 1
pour la commutativité 4+ 0.5 pour la somme
2. (a) 0,5 par produit
(b) 2 pour le calcul
(¢) 2 pour l'inverse de P
3.(a) 1
(b) 2
(¢) 1 pour la commutativité + 1 pour la formule + 1 pour N* =0
si k > 2 + 1 pour la formule finale
(d) 1 pour k=1 + 1 pour I'héredité
(e) 2 pour A" = A™ +nN + 2 pour les hypotheéses + 2 pour
vérifierenn=0et n =1

)
)
a)
)
)

Ezercice 2
1. 1 pour n =0 + 4 pour I'hérédité
2. 1 pour (uy), décroit + 1 pour (vy), croit
3.(a) 0,5 pour l'inégalité de gauche + 3 pour celle de droite

(b) 1 pour rappeler les monotonies des suites + 4 pour la limite
de la différence (dont 1 pour 1/2 €] — 1;1])

4.(a) 1,5

(b) 1 pour la convergence + 1 pour 2 = ab + 1 pour dire que [ est
positive

Ezercice 3
1. 2
2.(a) 2

(b) 1 pour “

— 0 + 1 pour ’équivalent

(¢) 1,5 pour Iinégalité de droite + 1 pour u, <1+ 1 pour u]> <"
+ 1 pour conclure + 1 pour v2 —1 < 1 + 2 pour la limite
(dont 1 pour les croissances comparées)
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(d) 2 pour la 1a limite + 1 pour la continuité de I’exponentielle +
1 pour I'équivalent

3. 1,5 pour I’équivalent de u,, +1++/2 + 1 pour Péquivalent de u,, —1

Exercice j
1. 1 pour A% + 1,5 pour la décomposition
2. 1 pour n =0 + 2 pour I'hérédité

3. (a) 1 pour la relation + 1 pour I'équation caractéristique + 2 pour
la forme générale + 2 pour trouver A et B

(b) 1 pour la formule pour n > 1 + 0,5 pour vérifier qu’elle est
vraie pour n =0
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Concours blanc type Ecricome : le corrigé

Ezxercice 1

1. On a les propriétés :
* A est une matrice diagonale et donc semblable & une matrice
diagonale (A = TAT™1).
x N #0et N2 =0 donc N est nilpotente (d’indice 2).

* On vérifie facilement que AN = NA = < 8 (2) )

1 1
Ainsi, on peut conclure que (A, N) est une décomposition de Dun-
ford de A.

2. (a) Facilement, on trouve AX; = 2X;, AXe = Xy et AX3 = X3.

(b) Avec le calcul précédent, on trouve que :

*OnaN+A:(1 2):A.

2 0 1
AP=PD=| -2 0 -2
0 1 O

(c) On calcule P~! par résolution du systéme associ¢ PX =Y ou

x u
X=|ly |etY=] v |.Ona:
z w
r+z=u rT=2u+v
PX =Y — —T—22=0 <<= Y=w
Yy=w z2=—u—2v

On en déduit que P est inversible et :

2 1 0
Pl = 0 0 1
-1 -1 0

3. (a) Par simples calculs, on a N? = 0 et donc N est nilpotente
(d’ordre 2).

(b) On a les propriéteés :
* A est semblable & une matrice diagonale grace a 2.b)
(A =PDP7Y).
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* N est nilpotente.

* AN = NA.

* A=A+ N.

Ainsi, (A, N) est une décomposition de Dunford de la matrice

A.

Comme A et N commutent, d’aprés la formule du binéme de
Newton :

n

VnE]N,A”z(A+N)”zZ(k

> NFA"F = A" 4nNA"!
k=0

car NF =0si k> 2.
Ainsi, pour tout n € IN,

A" = A"+ pNA"!

On montre par récurrence que pour tout k > 1, A¥KN = N
La formule est vraie pour k =1: AN = N (par calcul).

On suppose la formule vraie pour un k > 1 fixe (A¥N = N).
Alors, on a AMIN = A(AFN) = AN = N.

D’ou l'ordre n + 1.

D’aprés la question précédente, on a pour n > 2,

A"IN = N = NA™ L

De plus, d’aprés 3.c., pour tout n € N, A" = A" + nNA" L,

1l s’ensuit que : pour tout n > 2, A™ = A" +nN.

Notons que :

* A™ est semblable & une matrice diagonale (car A l'est et
A" = PD"P~1),

x N est nilpotente car (nN)? = n?N? = 0.

* A" et N commutent car A et N commutent.

En résumé, on peut conclure que (A", nN) est une décompo-
sition de Dunford de A™ pour n > 2.

Il est clair que c’est aussi une décomposition de Dunford pour
A" pour n=0et n=1.

Ezxercice 2

1. Montrons-le par récurrence sur n > 0.

Pour n =0, on a bien 0 < vy = b < a = ug.





