Théme 11

Nombres transcendants

Thémes abordés : Polynome, suite, série.
Difficulté : HRE[I]

Ce sujet montre de 3 facons différentes 'existence de nombres transcendants sur

Q.

Sa résolution ne nécessite que des connaissances rudimentaires sur les polynomes.
Seules les questions 10, 11 et 12 nécessitent des connaissances rudimentaires sur les
séries et la résolution de ces questions n’est pas nécessaire pour la suite du sujet.

Les parties de ce problemes sont largement indépendantes.

11.1 Définitions

Définition. Nombre transcendant.

Soit o € R.

On dit que « est transcendant (sur Q) s’il n'existe pas de polynome non nul &
coefficients entiers relatifs P tel que P («) = 0.

Définitions. Nombre algébrique, nombre algébrique de degré d.
Soient o € R et d € N*.

e On dit que v est un nombre algébrique (sur Q) s’il n'est pas transcendant.
On note < ’ensemble des nombres algébriques.

e On dit que o est un mnombre algébrique de degré d, s’il existe P € Z[X]
de degré d tel que P(a) = 0 et si pour tout polynome Q € Zgy 1 [X]\ {0},
Q) #0.

Pour tout d € N*, on note 7y l'ensemble des nombres algébriques de degré d.

11.2 Existence de nombres transcendants

11.2.1 Par un argument de cardinalité

1. (a) Montrer que /2 est algébrique.
(b) Donner son degré.
2. Montrer que & = 1. .
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3. Montrer que pour tout d € N*, &7; est au plus dénombrable.
Indication : On utilisera le fait que Z4+! est dénombrable pour tout d € N et
qu’un polynoéme de degré d a plus d racines.

4. En déduire que &7 est dénombrable, puis conclure.
Indication : On admet qu’une union au plus dénombrable d’ensembles au plus
dénombrables est au plus dénombrable.

11.2.2 Les nombres de Liouville
On commence par établir I'inégalité de Liouville.

Lemme. Inégalité de Liouville.
Soit d un entier naturel supérieur ou égal a 2 et soit o € y. Il existe ¢ > 0 tel que

D c
a—=|>=).
q ’ q* >
Nous commengons par établir I'inégalité de Liouville. Soit a € o7; avec d un entier
supérieur ou égal & 2 et soit P un polynome de degré d tel que P (a) = 0. Soit p € Z
et ¢ € N*.

5. Montrer que « est irrationnel.

6. (a) Montrer que P (2_?> # 0.
q

V‘SEQ (peN, qgeZ"), (a;ég):(

(b) Montrer que

1
7. Montrer que si |a — B’ > 1, alors jo —=| > —.
q q
8. On suppose |a — E‘ < 1.
q
(a) Montrer qu’il existe M > 0 tel que | P (p) ’ <M ‘p —al.
q q
e p
(b) En déduire que |~ —a| > ——.
q Mq?

9. Terminer la preuve de I'inégalité de Liouville.

Théoréme. Nombres de Liouwville.
Soit (an),en+ € {0, l}N qui ne stationne pas sur 0.

s . Qn
Alors, la série Tonl Converge et sa somme est un nombre transcendant.
n>1 ’

Nous prouvons le théoreme.
Soit (an),en+ € {0, 13N qui ne stationne pas sur 0.

a
10. Montrer que la série Y. — converge.
= 107!
+oo anp,
On pose « = )

n=1 1o
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11. Soit n € N*. On pose ¢, = 10™.
ar _ Pn

n
Montrer qu’il existe un entier p, tel que =
r=1 10 dn

12. (a) Montrer que pour tout n € N, 10™ > 10™.
(b) En déduire que
1
Vn € N*, O<a-Pr < —.
Qn q'n

13. En déduire que « est transcendant.

11.2.3 Un nombre transcendant bien connu
Proposition. e est un nombre transcendant.
Nous prouvons la proposition. On suppose qu’il existe un polynéme R non nul a
n

coefficients dans Z tel que R (e) = 0. On écrit R =Y a; X" avec n € N.
i=0

14. Montrer que I'on peut supposer ag # 0 et n € N*.

On note P 'ensemble des nombres premiers et soit p € P. Soient les polynémes

(p—l)! k=0

15. Montrer que la dérivée de z — e Q (z) est x — —e " P (x).
16. En déduire que

i

Vi e [0,n], ai/e_“’P(x) dv =a; (Q (0) —e " Q (i) .

0
17. En déduire que
n ) [ n np+p—1
Sad [erP@dr==Y Y wP® ),
i=0 0 i=0 k=0

18. Calcul de P%) (i) pour k € [0,np+p —1] eti € [0,n].
(a) Montrer que

0 sik e [0,p—2],
PR (0) = ¢ (~1)" (n!)P sik=p-1,
DLk sik e [p,np+p—1],

avec juy, € Z.
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(b) Montrer que : pour tout i € [1,n]
P(k) (Z) _ 0 S% ke [[O,p_ 1]]7
Pk sik € [p,np+p—1],

avec A\ ; € Z.
19. En déduire qu’il existe m € Z

i
n
Zai e’ /e_x P (z)dz = mp—ap (—1)"" (n!)?.
i=0 0
20. Montrer que pour tout nombre premier p assez grand, on a
Zaiez/e_rP(x) dzr € Z*.
i=0 0

21. Montrer que
P < T
Vrel|0,n], |Plx)<-——.
(0.1} (p—1)!

22. En déduire que

Znanrp 1

i
a; e - T a;e
Saic [e P @) <zr 1T
' 0

23. Montrer que

i

n
. K —x _
pl_l)rlaooZaZe /e P (z)dz = 0.

peP =0 0

24. Soit (an), ey une suite d’entiers relatifs convergente. Montrer qu’elle est sta-
tionnaire.

25. Terminer la preuve de la transcendance de e.
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Correction du Théeme 11

1. (a) Soit P=X?-2¢€ Z[X].

De toute évidence, P # 0 et P (v2) = 0.

‘ On a montré que V2 est algébrique. ‘

(b) D’apres la preuve faite pour la question 1 (a), /2 est un nombre algébrique
de degré inférieur ou égal a 2.
Pour conclure que /2 est un nombre algébrique de degré 2, il reste a
montrer que pour tout polynéme @ € Z; [X] non nul, Q (\/ﬁ) #0.
Soit @ = aX +b € Z1[X] avec (a,b) € Z* et (a,b) # (0,0) tel que
Q (V2) =0, soit a + bv/2 = 0.

b
Si a # 0, on aurait V2 = —— € Q.
a

Donc a = 0. 1l s’ensuit que b = 0.
Ainsi, il n’existe pas de polynéme non nul Q € Z; [X] tel que Q (\/5) =0.

‘ On a montré /2 est un nombre algébrique de degré 2. ‘

2. On prouve les deux inclusions.
Linclusion 7 > (J]°) @7 est claire.

Soit © € «/. Comme x est algébrique, il existe P € Z [X] non nul (donc
non constant) tel que P (z) = 0.
Sid=deg(P) € N*,onazxec .

On a montré que o7 = |J5 .

3. Soit d € N*. Déja Z%! est dénombrable comme le produit cartésien de d + 1
ensembles dénombrables.

De plus, application

Z4+1 — Zq[X]
d
(ap,a1,...,aq) +—— ap Xk

k=0

est clairement bijective, ainsi Zg [X] est aussi dénombrable.
On en déduit Zy [X]\Zg_1 [X] C Zy [X] est aussi dénombrable.
Par définition de @74, on a

Ay = U P71 ({0}).

PEZy[X\Zg_1[X]

Or, pour tout P € Zg[X]\Zg_1[X], P~ ({0}) est fini (car un polyndme de
degré d a au plus d racines).

On peut conclure que @7; est au plus dénombrable comme réunion dénom-
brables d’ensembles finis.
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4. Comme &/ est une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables, on
en déduit que &7 est au plus dénombrable.
Or, & n’est pas fini car il contient |/p pour tout p € P,

‘ on en déduit que & est dénombrable.

a
5. Si « est rationnel, on peut écrire o = 7 avec a € Z et b € N*,

Soit P =bX —a, ona P («) =0, donc « est un nombre algébrique de degré 1.

Par contraposée, tout nombre algébrique dont le degré est supérieur ou égal

a 2, est irrationnel.
6. (a) Soit p € Z et ¢ € N*.
Si P <p> =0, il existe Q € Q [X] de degré d — 1 tel que
q
P= (X - p) Q.
q

Comme « est irrationnel, on a @) (p) =0 et Q est de degré d — 1.

q
Quitte & multiplier @ par le PPCM du dénominateur de ses coefficients,
on peut supposer que Q € Z [X].
Ainsi, il existe un polynéme de degré d — 1 a coeflicients entiers tel que
Q (o) =0.
Cela contredit le fait que « soit un nombre algébrique de degré d.
On a montré que pour tout p € Z, pour tout ¢ € N*, P (£> # 0.

q
d
(b) On écrit P = Y ap X* ot (ao,...,aq) € Z9F1.
k=0
Soit p € Z et ¢ € N*. Comme P (p) # 0, on a
q
d
¢‘P (p) =Y a" ez,
q k=0
ainsi
(0=

q

On a donc montré que pour tout p € Z, pour tout ¢ € N*,
1
Pz e
q q
P 1 L p 1
7. Comme (o« ——| > 1 et — < 1, on en déduit que | |aa — = | > —.
q q q q
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8.

10.

11.

12.

(a) Onpose M =  sup [P/ (t)].
tela—1,a+1]
Comme P () = 0, d’apres l'inégalité des accroissements finis, on a

(=
q q

(b) En utilisant les résultats obtenus aux questions 6 (b) et 8 (a), on en déduit
que

on a
c
q q
. , Qn 1 -
Par croissance comparée, on a —— = 0| — |. Comme la série >  —
10" n—+oo n n>1"M

converge (série de Riemann avec 2 > 1), par négligeabilité,

;- Qnp
la série Y —— converge.
mn.
n>0 10

n
On a = 10—,
na gn Zl 1OT' TZ::O arl

Comme pour tout 7 € [1,n], ar € {0,1} et 10"~ € N, on en déduit que

n
Z a, 10" e N
r=1

n
On pose p, = Z ar10™~" on a donc £ E %

r=1 dn

(a) On commence par montrer que pour tout n € N, n! > n.
On procede par récurrence et pour tout n € N, on introduit la proposition
Py an! >n».
Il est clair que &y et & sont vraies.
On suppose &, vraie pour un certain entier naturel » non nul.
Par hypotheése de récurrence, on a n! > n, dott (n+1)! > n(n+1).
Comme n > 1, on en déduit (n+1)! > n+ 1.
On a montré que &, est vraie.
Par le principe de raisonnement par récurrence, la proposition &, est vraie
pour tout entier naturel n.
Par croissance de la fonction x — 10 sur R, on en déduit que

VneN, 10™ > 10"
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b) Comme la suite (a, . ne stationne pas sur 0, pour tout n € N*, on a :
( ) neN 1% , P 5

p +oo a
n k
a—— = E > 0.
n 10"
r=n+1

D’apres la question 12 (a), pour tout n € N*, on a

“+o00o +o0o

Pn Z ar 1 1
== o7 < T 2 ToR
n r=n-+1 10 ]_O(TL ) k=1 10
oo 10
Comme ) TF=— 9 < 10, on en déduit que pour tout n € N*,
k=1
10 10 1
0<a-2< < < =

Gn 10(n+1)! — (10n!)" 10m! qr i

13. Si « était un nombre algébrique, en notant d son degré, d’apres I'Inégalité de
Liouwille, il existerait un réel ¢ > 0 tel que pour tout p € Z, pour tout ¢ € N*,

C
a_2‘>_

q| ~ ¢?

p

<= qda——‘>c.

Or, d’apres l'inégalité établie a la question 12 (b), pour tout n € N, on a :

Dn 1
0< d (a — —) < .
n i) g

Comme lim ¢, = +o0, on en déduit que
n—+oo

- Pn
1 dla-"2) =o.
i i (o) =0

Ceci implique ¢ = 0, ce qui contredit le fait que ¢ > 0.

‘ On en déduit que « est un nombre transcendant. ‘

14. Si ap = 0, 0 est racine de R. Si 'on note k 'ordre de multiplicité de 0, il existe
R € Z[X] tel que R = X*R.

Comme e # 0, on a R (e) = 0 et 0 n'est pas racine de R.

Ainsi, quitte a considérer R défini ci-dessus, on peut supposer ag # 0.

15. On remarque que deg (P) = np+ p — 1, donc P"P+P) = (.
On a donc

d(e™Q(x))

. =e 7 (Q () - Q(z)) =—e " P(x).

On a montré que la dérivée de la fonction 2 — e™* Q) (z) est la fonction
x+— —e P (z).




