
Calcul différentiel 13
Pour une fonction numérique ݂ de classe ࣝଵ sur un ouvert deℝ௡, on désigne par grad(݂) le
gradient de ݂.

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Soit ݂ ∶ ℝ௡ → ℝ, ݔ ↦ ଶ‖ݔ‖ (norme euclidienne usuelle).
Pour ݔ ∈ ℝ௡ ⧵ {0}, préciser le gradient de ݂ en .ݔ
Exercice 2
Soit ߮ ∶ ℝ → ℝ deux fois dérivable sur ℝ. Pour ݔ ≠ 0 et ݕ ∈ ℝ, on pose ,ݔ)݂: (ݕ = ߮ ൬ ݔݕ ൰ .
Déterminer ߮ pour que ݂ vériϐie

,ݔ)∀ (ݕ ∈ ℝ∗ × ℝ, ߲ଶ݂߲ݔଶ ,ݔ) (ݕ + ߲ଶ݂߲ݕଶ ,ݔ) (ݕ = ଷݔݕ .
D’après Mines-Télécom

Exercice 3
Soit ܷ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | ݕ > .ൟ|ݔ|
Soit ܣ et ܤ des fonctions de classe ࣝଶ sur ]0, +∞[ à valeurs réelles. On pose߮ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ −ඥݕଶ − ଶݔ + ݔ)ܣ + (ݕ + ݕ)ܤ − .(ݔ
Montrer que ߮ est de classe ࣝଶ sur ܷ et calculer డమఝడ௫మ ,ݔ) (ݕ − డమఝడ௬మ ,ݔ) .(ݕ
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13 ♦ Calcul différentiel

Exercice 4

EƵ tudier les extrema locaux des fonctions suivantes
1) ݂ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ ݔ) − ଶ(ݕ + ଷݔ + ଷݕ 2) ݃ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ ݔ) − ଶ(ݕ + ସݔ + .ସݕ

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5

Soit ܶ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | − 1 ⩽ ݔ ⩽ ݕ ⩽ 1ൟ et ܱ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | − 1 < ݔ < ݕ < 1ൟ.
On pose ݂ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ ݕ) − ଷ(ݔ + .ݕݔ6
1) Calculer le gradient de ݂ et préciser les points critiques de ݂ appartenant à ܱ.
2) Justiϐier l’existence de݉ = min் ݂ et ܯ = max் ݂.
3) Déterminer les valeurs de݉ et .ܯ

Changement linéaireExercice 6

1) Soit ݃ ∶ ,ݑ) (ݒ ↦ ,ݑ)݃ (ݒ de classe ࣝଵ sur ℝଶ. On pose݂ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ ݔ)݃ + ,ݕ ݔ − .(ݕ
Montrer que ݂ est de classe ࣝଵ sur ℝଶ et calculer డ௙డ௫ + డ௙డ௬ en fonction des dérivées par-
tielles de ݃.

2) Réciproquement, soit ݂ de classe ࣝଵ sur ℝଶ. On pose
݃ ∶ ,ݑ) (ݒ ↦ ݂ ൬ ݑ + 2ݒ , ݑ − 2ݒ ൰ .

Vériϐier que ݃ est de ࣝଵ sur ℝଶ et calculer డ௚డ௨ en fonction des dérivées partielles de ݂.
3) Déterminer les fonctions numériques ݂ de classe ࣝଵ sur ℝଶ vériϐiant߲݂߲ݔ + ݕ߲݂߲ = ݂.

D’après CCINP
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13 ♦ Calcul différentiel

Utilisation des coordonnées polairesExercice 7
Soit ܷ = ]0, +∞[ × ]0, +∞[ et ܸ = ]0, +∞[ × ]0, .]2/ߨ
1) Vériϐier que si ,ݎ) (ߠ ∈ ܸ alors ൫ݎ cos(ߠ), ݎ sin(ߠ)൯ ∈ ܷ.
2) Réciproquement, vériϐier que si ,ݔ) (ݕ ∈ ܷ alors ൫ඥݔଶ + ,ଶݕ arctan(ݔ/ݕ)൯ ∈ ܸ.
3) Soit ݂ ∶ ܷ → ℝ et ݃ ∶ ܸ → ℝ telles que ,ݎ)∀: (ߠ ∈ ܸ, ,ݎ)݃ (ߠ = ݎ)݂ cosߠ, ݎ sinߠ).

a) Montrer que si ݂ est de classe ࣝଵ sur ܷ alors ݃ est de classe ࣝଵ sur ܸ et exprimerడ௚డ௥ ,ݎ) (ߠ à l’aide de డ௙డ௫ et de డ௙డ௬ .
b) Réciproquement si ݃ est de classe ࣝଵ sur ܸ, montrer que ݂ est de classe ࣝଵ sur ܷ.

4) En déduire les fonctions ݂ de classe ࣝଵ sur ܷ telles que ,ݔ)∀: (ݕ ∈ ܷ, ݔ ݔ߲݂߲ ,ݔ) (ݕ + ݕ ݕ߲݂߲ ,ݔ) (ݕ = ଶݔඥݔ + ଶݕ .
Classique⋆Exercice 8

Soit ܷ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | ݕݔ ≠ 1ൟ et ݂ déϐinie sur ܷ par

,ݔ)݂ (ݕ = arctan(ݔ) + arctan(ݕ) − arctanቆ ݔ + 1ݕ − ݕݔ ቇ .
1) a) Justiϐier que ܷ est un ouvert deℝଶ et que ݂ est de classe ࣝଵ sur ܷ.
b) Montrer que pour tout ,ݔ) (ݕ ∈ ܷ, డ௙డ௫(ݔ, (ݕ = 0.
c) Préciser en tout point ,ݔ) (ݕ de ܷ, (grad(݂))(ݔ, .(ݕ

2) Soit ܷଵ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | ݕݔ < 1ൟ.
a) Soit ,ݔ) (ݕ ∈ ܷଵ.
Vériϐier que pour tout ݐ ∈ [0, 1], ,ݔݐ) (ݕݐ ∈ ܷଵ.

b) En déduire que ݂ est constante sur ܷଵ et préciser sa valeur.
Indication : on pourra introduire ݐ ↦ ,ݔݐ)݂ .(ݕݐ

3) Soit ܷଶ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | ݕݔ > 1 et ݔ > 0ൟ. On admettra que ܷଶ est un ouvert convexe.
a) Déterminer lim௬→ାஶ ݂(1, .(ݕ
b) En déduire que ݂ est constante sur ܷଶ et préciser sa valeur.

4) Que dire de ݂ sur ܷଷ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | ݕݔ > 1 et ݔ < 0ൟ?
D’après CCINP
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13 ♦ Calcul différentiel

Corrections

Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
Avec ݔ = ,ଵݔ) ,ଶݔ … , ,(௡ݔ on sait que ଶ‖ݔ‖ = ඥݔଶଵ + ଶଶݔ + ⋯ + .ଶ௡ݔ
La fonction ݂ est de classe ࣝଵ sur l’ouvert ℝ௡ ⧵ {0} et on a pour ݔ ≠ 0 :
pour tout ݅ ∈ [[1, ݊]], డ௙డ௫೔ (ݔ) = ଶ௫೔ଶ‖௫‖ = ௫೔‖௫‖ .

Donc ൫grad(݂)൯(ݔ) = ଵ‖௫‖ݔ (c’est le vecteur unitaire colinéaire à ݔ et de même sens).
Exercice 2
On calcule les dérivées partielles d’ordre 1 puis deux :డ௙డ௫(ݔ, (ݕ = డడ௫ ቀ߮ ቀ௬௫ቁቁ= − ௬௫మ ߮ᇱ ቀ௬௫ቁడమ௙డ௫మ ,ݔ) (ݕ = +2 ௬௫య ߮ᇱ ቀ௬௫ቁ + ௬మ௫ర ߮ᇳ ቀ௬௫ቁడ௙డ௬(ݔ, (ݕ = డడ௬ ቀ߮ ቀ௬௫ቁቁ= ଵ௫߮ᇱ ቀ௬௫ቁడమ௙డ௬మ ,ݔ) (ݕ = ଵ௫మ ߮ᇳ ቀ௬௫ቁ

dérivée d’une composée

dérivée d’un produit

dérivée cette fois par rapport à ݕ
En multipliant par ଶݔ (qui est non nul) on obtient :߲ଶ݂߲ݔଶ ,ݔ) (ݕ + ߲ଶ݂߲ݕଶ ,ݔ) (ݕ = ଷݔݕ ⟺ ቆ ଶݔଶݕ + 1ቇ ߮ᇳ ൬ ݔݕ ൰ + 2 ݔݕ ߮ᇱ ൬ ݔݕ ൰ = ݔݕ
Lorsque ,ݔ) (ݕ décritℝ∗ × ℝ, le réel ݐ = ݔ/ݕ décritℝ. Donc cela revient à étudier l’équation
différentielle en ݐ : ଶݐ) + 1)߮ᇳ(ݐ) + (ݐ)ᇱ߮ݐ2 = .ݐ
On peut l’étudier de façon classique (via l’équation homogène ᇱݕ = − ଶ௧ଵା௧మ (ݕ mais il est plus
rapide de reconnaı̂tre la dérivée de ݐ ↦ ଶݐ) + 1)߮ᇱ(ݐ). Donc߮ convient si, et seulement si, il existe ܥ tel que ݐ∀: ∈ ℝ, ଶݐ) + 1)߮ᇱ(ݐ) = 12 ଶݐ + .ܥ
On intègre ensuite ߮ᇱ(ݐ) = ଵଶ ⋅ ௧మ௧మାଵ + ܥ ଵ௧మାଵ = ଵଶ + ቀܥ − ଵଶቁ ଵ௧మାଵ .
Finalement (en notant ߙ = ܥ − ଵଶ ) :߮ est solution si, et seulement si, il existe deux réels ߙ et ߚ tels que∀ݐ ∈ ℝ, (ݐ)߮ = 12 ݐ + ߙ arctan(ݐ) + .ߚ
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Corrections

Exercice 3
Sur l’ouvert ܷ, ଶݕ − ଶݔ > 0 et ݐ ↦ ݐ√ est de classe ࣝଶ sur ]0, +∞[. Comme composée et
somme, la fonction ߮ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ −ඥݕଶ − ଶݔ + ݔ)ܣ + (ݕ + ݕ)ܤ − (ݔ est de classe ࣝଶ sur ܷ.
Pour ,ݔ) (ݕ ∈ ܷ, on a :డఝడ௫ ,ݔ) (ݕ = డడ௫ ቀ−ඥݕଶ − ଶݔ + ݔ)ܣ + (ݕ + ݕ)ܤ − =ቁ(ݔ ௫ඥ௬మି௫మ + ݔ)ᇱܣ + (ݕ − ݕ)ᇱܤ − డమఝడ௫మ(ݔ ,ݔ) (ݕ = ଵඥ௬మି௫మ + ௫మ(௬మି௫మ)య/మ + ݔ)ᇳܣ + (ݕ + ݕ)ᇳܤ − =(ݔ ௬మି௫మା௫మ(௬మି௫మ)య/మ + ݔ)ᇳܣ + (ݕ + ݕ)ᇳܤ − =(ݔ ௬మ(௬మି௫మ)య/మ + ݔ)ᇳܣ + (ݕ + ݕ)ᇳܤ − (ݔ

dérivée d’une composée

dérivée d’un produitݐଷ/ଶ = ݐ√ݐ
De même డఝడ௬ ,ݔ) (ݕ = − ௬ඥ௬మି௫మ + ݔ)ᇱܣ + (ݕ + ݕ)ᇱܤ − .(ݔ Puis :డమఝడ௬మ ,ݔ) (ݕ = ௫మ(௬మି௫మ)య/మ + ݔ)ᇳܣ + (ݕ + ݕ)ᇳܤ − (ݔ
D’où ߲ଶ߲߮ݔଶ ,ݔ) (ݕ − ߲ଶ߲߮ݕଶ ,ݔ) (ݕ = ଶݕ − ଶݕ)ଶݔ − ଶ)ଷ/ଶݔ = 1ඥݕଶ − ଶݔ .
Exercice 4
Les fonctions ݂ et ݃ sont de classe ࣝଶ sur ℝଶ (qui est un ouvert). On sait que les extrema
locaux sont parmi les points critiques.
1) On calcule les dérivées partielles :డ௙డ௫(ݔ, (ݕ = ݔ)2 − (ݕ + ,ଶݔ3 డ௙డ௬(ݔ, (ݕ = ݔ)2− − (ݕ + ଶݕ3 donc :

൫grad(݂)൯(ݔ, (ݕ = ൫଴଴൯ ⟺ ቐ డ௙డ௫(ݔ, (ݕ = 0డ௙డ௬(ݔ, (ݕ = 0⟺ ቊ ݔ)2 − (ݕ + ଶݔ3 = 03 ଶݔ + ଶݕ3 = 0⟺ ቊ ݔ = ݕ0 = 0
ଶܮ ← ଶܮ + ଵܮ

Le seul point critique de ݂ est (0, 0).
Or ݂(0, 0) = 0 et ,ݔ)݂ (ݔ = ଷݔ2 change de signe au voisinage de 0 donc ݂ n’admet pas
d’extremum local.

2) On calcule les dérivées partielles :డ௚డ௫ ,ݔ) (ݕ = ݔ)2 − (ݕ + ,ଷݔ4 డ௚డ௬ ,ݔ) (ݕ = ݔ)2− − (ݕ + .ଷݕ4
Donc avec le même type de calculs :൫grad(݃)൯(ݔ, (ݕ = ൫଴଴൯ ⟺ ቊ ݔ)2 − (ݕ + ଷݔ4 = 04 ଷݔ + ଷݕ4 = 0 ⟺ ቊ ݔ4 + ଷݔ4 = ݕ0 = ݔ− .
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13 ♦ Calcul différentiel

Puis ݔ) + ଷݔ = 0 ⟺ ݔ = 0) entraı̂ne que ݃ a un unique point critique qui est (0, 0).
Or ݃(0, 0) = 0 et il est clair que pour tout ,ݔ) ,(ݕ ,ݔ)݃ (ݕ ⩾ 0.
Le point (0, 0) est le seul extremum local de ݃ (de plus c’est un minimum global).

Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
La partie ܶ est délimitée par les trois conditions −1 ⩽ ,ݔ ݔ ⩽ ݕ et ݕ ⩽ 1. C’est la partie du
plan délimité par le triangle de sommets ,1−)ܣ −1), ,1)ܤ 1) et ,1−)ܥ 1) :

1) On a : డ௙డ௫(ݔ, (ݕ = ݕ)3− − ଶ(ݔ + ݕ6 et డ௙డ௬(ݔ, (ݕ = ݕ)3 − ଶ(ݔ + .ݔ6
Si le gradient est nul alors ݕ = ݔ− puis en reportant ଶݔ12 + ݔ6 = 0.
Ce qui donne ݔ = 0 (et alors ݕ = 0) ou ݔ = −1/2 (et alors ݕ = 1/2).
Le point (0, 0) n’appartient pas à l’ouvert.
Sur l’ouvert ܱ, ݂ admet un seul point critique (−1/2, 1/2).

2) La partie ܶ est bornée car incluse dans [−1, 1]ଶ.
D’autre part, ܶ est l’intersection de trois demi-plans fermés donc c’est un fermé.
La fonction݂ est continue surܶ qui est fermée et bornée donc ݂ est bornée surܶ et atteint
ses bornes. D’où l’existence d’un minimum ݉ et d’un maximum .ܯ

3) Les extrema peuvent être atteints en un point de l’ouvert ܱ ou de l’un des trois côtés du
triangle.
Si un extremumest atteint enunpoint deܱ, ce point seranécessairement parmi les points
critiques car ݂ est de classe ࣝଵ sur l’ouvert ܱ. On a vu que le seul candidat est le point(−1/2, 1/2). Le calcul donne ݂(−1/2, 1/2) = −1/2.
Étude sur le premier côté ݔ ∈ [−1, 1] et ݕ = .ݔ
On considère ݃ ∶ ݔ ↦ ,ݔ)݂ (ݔ = ଶݔ6 sur [−1, 1]. Son minimum est 0 et son maximum 6.
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Corrections

Étude sur le second côté : ݔ ∈ [−1, 1] et ݕ = 1.
On étudie ℎ ∶ ݔ ↦ ,ݔ)݂ 1) = (1 − ଷ(ݔ + ݔ6 sur [−1, 1].ℎᇱ(ݔ) = 3(2 − (1 − (ଶ(ݔ = 3(√2 − 1 + 2√)(ݔ + 1 − 1.(ݔ + √2 ∉ [−1, 1], ℎᇱ change de signe en ߙ = 1 − √2 ∈ [−1, 1].ℎ est décroissante sur [−1, [ߙ puis croissante sur ,ߙ] 1].
Le calcul donne ℎ(−1) = 2, ℎ(ߙ) = 6 − 4√2 et ℎ(1) = 6.
On en déduit min[ିଵ,ଵ] ℎ = 2൫3 − 2√2൯ > 0 et max[ିଵ,ଵ] ℎ = 6.
Étude sur le dernier côté : ݔ = −1 et ݕ ∈ [1, 1].
On considère ߮ ∶ ݕ ↦ ݕ) + 1)ଷ − ݕ6 sur [−1, 1]. L’étude ne serait pas difϐicile mais il est
plus rapide de remarquer que߮(ݕ) = ℎ(−ݕ) donc on trouvera lemêmeminimumpositif
et le même maximum valant 6.
Bilan : Le minimum de ݂ sur ܶ vaut −1/2 et le maximum vaut 6.

Exercice 6
Dans tout l’exercice on utilise :

ቊ ݑ = ݔ + ݒݕ = ݔ − ݕ ⟺ ቐ ݔ = ௨ା௩ଶݕ = ௨ି௩ଶ
1) Par composition, ݂ est de classe ࣝଵ sur ℝଶ et d’après la règle de la chaı ̂ne :డ௙డ௫ = డ௨డ௫ ⋅ డ௚డ௨ + డ௩డ௨ ⋅ డ௚డ௩ = డ௚డ௨ + డ௚డ௩డ௙డ௬ = డ௨డ௬ ⋅ డ௚డ௨ + డ௩డ௬ ⋅ డ௚డ௩ = డ௚డ௨ − డ௚డ௩
Donc : డ௙డ௫ + డ௙డ௬ = 2డ௚డ௨ .

2) De même ݃ est de ࣝଵ sur ℝଶ et :డ௚డ௨ = డ௫డ௨ ⋅ డ௙డ௫ + డ௬డ௨ ⋅ డ௙డ௬ = ଵଶ ⋅ డ௙డ௫ + ଵଶ ⋅ డ௙డ௬ .
3) Les questions précédentes montrent que ݔ߲݂߲: + ݕ߲݂߲ = ݂ ⟺ 2 ݑ߲߲݃ = ݃.
Pour ݒ ϐixé, l’équation డ௚డ௨ = ଵଶ݃ est une équation différentielle du linéaire du premier

ordreݕᇱ = ଵଶݕ. On sait que les solutions sont de la formeݑ ↦ e௨/ଶܥ oùܥ est une constante
(par rapport à ݑ mais qui dépend de .(ݒ
Donc ݃ est solution si, et seulement si, il existe donc une fonction ߣ ∶ ݒ ↦ (ݒ)ߣ telle que∀(ݑ, (ݒ ∈ ℝଶ, ,ݑ)݃ (ݒ = .e௨/ଶ(ݒ)ߣ
Donc ݂ est solution si, et seulement si, il existe une fonction ߣ ∶ ݒ ↦ (ݒ)ߣ telle que∀(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ, ,ݔ)݂ (ݕ = ߣ ൬ ݔ − 2ݕ ൰ e(௫ା௬)/ଶ.
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13 ♦ Calcul différentiel

Utilisation des coordonnées polairesExercice 7
Dans tout l’exercice, on utilise les coordonnées polaires : ݔ = ݎ cos(ߠ), ݕ = ݎ sin(ߠ).
1) Si ,ݎ) (ߠ ∈ ܸ alors cos(ߠ) > 0 et sin(ߠ) > 0 donc ൫ݎ cos(ߠ), ݎ sin(ߠ)൯ ∈ ܷ.
2) Si ,ݔ) (ݕ ∈ ܷ, on a ݔ > 0 et ݕ > 0.
On a ݎ = ඥݔଶ + ଶݕ > 0 et ݔ/ݕ > 0 donc ߠ = arctan(ݔ/ݕ) ∈ ]0, .]2/ߨ D’où ,ݐ) (ߠ ∈ ܸ.

3) a) Par composition, ݃ est de classe ࣝଵ sur ܸ et d’après la règle de la chaı ̂ne :డ௚డ௥ = డ௫డ௥ ⋅ డ௙డ௫ + డ௬డ௥ ⋅ డ௙డ௥ = cos(ߠ)డ௙డ௫ + sin(ߠ)డ௙డ௬ .
b) Si ݃ est de classe ࣝଵ sur ܸ, ݂ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ ݃ ቀඥݔଶ + ,ଶݕ arctan(ݔ/ݕ)ቁ est de classe ࣝଵ
sur ܷ (par composition).

4) Si on a ݂ de classe ࣝଵ sur ܷ telle que :

,ݔ)∀ (ݕ ∈ ܷ, ݔ ݔ߲݂߲ ,ݔ) (ݕ + ݕ ݕ߲݂߲ ,ݔ) (ݕ = ଶݔඥݔ + ଶݕ (⋆)
Alors, d’après 3), on aura pour tout ,ݎ) (ߠ ∈ ܸ, డ௚డ௥ݎ ,ݎ) (ߠ = cos(ߠ).
Et réciproquement si ݃ vériϐie cette équation sur ܸ, ݂ vériϐiera (⋆).
Solutions pour ݃
En intégrant డ௚డ௥ ,ݎ) (ߠ = cos(ߠ)ଵ௥ par rapport à ,ݎ on obtient que les solutions sont les
fonctions ݃ ∶ ,ݎ) (ߠ ↦ cos(ߠ) ln(ݎ) + (ߠ)ܥ où ܥ est de classe ࣝଵ sur ]0, .]2/ߨ
Solutions pour ݂
Finalement݂vériϐie (⋆) si, et seulement si, il existeune fonctionܥde classe ࣝଵ sur ]0, ]2/ߨ
telle que

݂ ∶ ,ݔ) (ݕ ↦ ଶݔඥݔ + ଶݕ lnቀඥݔଶ + ଶቁݕ + .൯(ݔ/ݕ)൫arctanܥ
Exercice 8

1) a) La fonction ,ݔ) (ݕ ↦ ݕݔ est continue sur ℝଶ (produit de fonctions continues) donc la
ligne de niveau ܷ = ൛(ݔ, (ݕ ∈ ℝଶ | ݕݔ = 1ൟ est un fermé de ℝଶ.
Donc ܷ est un ouvert car c’est le complémentaire d’un fermé.݂ est déϐinie et est de classe ࣝଵ sur ܷ comme somme et composée de fonctions de
classe ࣝଵ.

b) Pour ,ݔ) (ݕ ∈ ܷ, on a :డడ௫ ൬ ௫ା௬ଵି௫௬൰ = ଵି௫௬ା௬(௫ା௬)(ଵି௫௬)మ = ଵା௬మ(ଵି௫௬)మ
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