Calcul différentiel

Pour une fonction numérique f de classe C* sur un ouvert de R™, on désigne par grad(f) le
gradient de f.

EX Exercices axés sur le calcul

Soit f : R™ = R, x ~ ||x||, (norme euclidienne usuelle).
Pour x € R™\ {0}, préciser le gradient de f en x.

Soit ¢ : R = R deux fois dérivable sur R. Pour x # O ety € R, on pose :

_ 3_’)
raen=o(2).
Déterminer ¢ pour que f vérifie

v € R* X R o°f +azf =2
(x'y) 4 axz(x'y) ayz(x!y) - x3'

D’apreés Mines-Télécom

Soit U = {(x,y) € R? | y > |x|}.
Soit A et B des fonctions de classe C? sur |0, +oo[ a valeurs réelles. On pose

@:(y)o —Jy2—x2+A(x+y)+ By —x).

02 02
Montrer que @ est de classe C? sur U et calculer %(x, y) — ﬁ(x, y).
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Chapitre 13

Etudier les extrema locaux des fonctions suivantes
D fr@xy)=@=—y>+x>+y3 2) g:(y) e (x—y)P +xt+yh

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Soit T ={(x,y) ER?| —1<x<y<l}et0O={(x,y) ER?| —1<x<y<1}
On pose

fi@y) o (v —x)°+6xy.
1) Calculer le gradient de f et préciser les points critiques de f appartenant a O.
2) Justifier 'existence de m = mTinf etM = max f.

3) Déterminer les valeurs de m et M.

Changement linéaire
1) Soit g : (u,v) » g(u,v) de classe C* sur R%. On pose

frxy)mglx+yx—y)

i

] a . A
Montrer que f est de classe C* sur R? et calculer a—i + 5 en fonction des dérivées par-

ay
tielles de g.

2) Réciproquement, soit f de classe C* sur R?. On pose

g:(u,v)'_)f(u-;v’u;v)

Vérifier que g est de C! sur R? et calculer ﬁ en fonction des dérivées partielles de f.

3) Déterminer les fonctions numériques f de classe C* sur R? vérifiant

o LU _

ox Gy_f'

D’apreés CCINP



Calcul différentiel

Utilisation des coordonnées polaires
Soit U =10, +oo[ x ]0, +oo[ et V = ]0, +oo[ X 0, 7/2[.
1) Vérifier que si (r, 8) € V alors (r cos(@),rsin(@)) e V.
2) Réciproquement, vérifier que si (x,y) € U alors (m, arctan(y/x)) ev.
3)Soitf :U - Retg:V — Rtelles que:

V(r,0) eV, g(r,0)=f(rcosb,rsinb).
a) Montrer que si f est de classe C! sur U alors g est de classe C! sur V et exprimer
29 1 0 3 aide de 2 et de 2
o (r,0) al’aide de o ©t de 37"
b) Réciproquement si g est de classe C! sur V, montrer que f est de classe C* sur U.
4) En déduire les fonctions f de classe C* sur U telles que :

\4 evu of + of = ad
(x'y) ’ xax(x'y) yay(x'y)_m

* | Classique

Soit U = {(x, y) ER? | xy # 1} et f définie sur U par

X+
f(x,y) = arctan(x) + arctan(y) — arctan ( T x}; ) .

1) a) Justifier que U est un ouvert de R? et que f est de classe C! sur U.
b) Montrer que pour tout (x,y) € U, g—i(x, y) =0.
c) Préciser en tout point (x,y) de U, (grad(f))(x, ).
2) Soit Uy = {(x,y) € R? | xy < 1}.
a) Soit (x,y) € U;.
Vérifier que pour tout t € [0, 1], (tx, ty) € U;.
b) En déduire que f est constante sur U, et préciser sa valeur.
Indication : on pourra introduire t = f(tx, ty).
3) Soit U, = {(x, y) ER? | xy > letx > 0}. On admettra que U, est un ouvert convexe.
a) Déterminer yl_i>r+noo f(1,y).
b) En déduire que f est constante sur U, et préciser sa valeur.
4) Que dire de f sur U; = {(x,y) ER?|xy>1letx < 0}?
D’apreés CCINP
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Chapitre 13

Corrections

ESl Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

Avec x = (%1, Xz, ..., Xp), on sait que ||x||, = v/x? + xZ + - + x&.
La fonction f est de classe C! sur 'ouvert R™ \ {0} et on a pour x # 0 :

i OF () = 2% _ X
pour touti € [1,n]], ox, (x) = TR

Donc (grad(f))(x) = ﬁx (c’est le vecteur unitaire colinéaire a x et de méme sens).

Exercice 2
On calcule les dérivées partielles d’ordre 1 puis deux:

e =5:(v(2))

—2y(2
Ly = +220'(
sen=5(e(2))

Q dérivée d’'une composée

D dérivée d’un produit

Y
X
*f 1wy
5z 0V = ¢ (—)
En multipliant par x? (qui est non nul) on obtient :
o*f o*f y y? YN LY L (Y\_Y
7 : -7 , = o z 1 n z 2_ ! (_) -
axz(xY)+6y2(xy) x3 x2+ 4 (x>+ % \x X

Lorsque (x,y) décrit R* X R, le réel t = y/x décrit R. Donc cela revient a étudier 'équation
différentielle en t : (t* + 1)@" (t) + 2te'(t) = t.

On peut I'étudier de fagon classique (via I'équation homogéne y’ = — 2

1+t2

y) mais il est plus

rapide de reconnaitre la dérivée de t — (t2 + 1)¢’(t). Donc
@ convient si, et seulement si, il existe C tel que :

1
VteER, (t2+1)g'(t) = Etz +C.

inte te o (1) = L. 1 ( — l) _*
On integre ensuite ¢’ (t) = > @ T Ct2+1 =5+ C > ) o
Finalement (en notanta = C — =) :

@ est solution si, et seulement si, il existe deux réels o et f§ tels que

1
VteER, o(t)= Et + aarctan(t) + f.



Calcul différentiel

Exercice 3

Sur l'ouvert U, y?2 — x2 > 0 ett — +/t est de classe C? sur ]0, +oo[. Comme composée et

somme, la fonction ¢ : (x,y) = —/y% —x% + A(x + y) + B(y — x) est de classe C? sur U.

Pour (x,y) € U,ona:
F

2@y) == (/Y2 =22+ A +y) + By 1))

X

> dérivée d'une composée
= +A'(x+y)—B'(y —x)

I y21—x2 s D dérivée d’un produit
P X " "
ﬁ(x'y) = iz | 2-x2)32 +A"(x+y)+B"(y —x)
yz_x2+xz " " > t3/2 - t\/E
=W+A (x+y)+B"(y—x)
2
= (yz_J;z)3/z +A"(x+y)+B"(y —x)
A ap Yy ’ ’ :
De méme —(x,y) = — +A'(x+y)+ B'(y —x).Puis :
a [v2_x2
% g x? g xn ”
a—yz(x,y) = mﬂ-/l (x+y)+B"(y—x)
D’ou
2 920 y2 — x? 1
W(x,y)—ﬁ(x,y)= 2 _. 232 o3
x y (y? —x?%) VYE—x
Exercice 4

Les fonctions f et g sont de classe C? sur R? (qui est un ouvert). On sait que les extrema
locaux sont parmi les points critiques.

w
=
o
-
(V]
Ll
o
o
(o}
v

1) On calcule les dérivées partielles :
%(x,y) =2(x —y) + 3x2, g—f/(x,y) =—-2(x —y) + 3y?donc:
af _
) =0
af _
5, 0y) =0
2x—y) + 3x2 =0
=
3 x2 +3y2=0
{x =0
=
y=0
Le seul point critique de f est (0, 0).

Or £(0,0) = 0 et f(x,x) = 2x3 change de signe au voisinage de 0 donc f n'admet pas
d’extremum local.

(grad(N)(x.y) = () =
Ly« Ly,+1L;

2) On calcule les dérivées partielles :
Ly =26 - +4x° Lxy) = -2k -y) + 4>

Donc avec le méme type de calculs :

2(x—y) + 4x3
(@) =) = {3057 T

Il
o

0 {4x + 4x3
PR
y

|
[
R -
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Chapitre 13

Puis (x + x> = 0 < x = 0) entraine que g a un unique point critique qui est (0, 0).
Or g(0,0) = 0 etil est clair que pour tout (x,y), g(x,y) > 0.
Le point (0, 0) est le seul extremum local de g (de plus c’est un minimum global).

#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5

La partie T est délimitée par les trois conditions —1 < x,x < y ety < 1. C'est la partie du
plan délimité par le triangle de sommets A(—1,—1),B(1,1) et C(—-1,1):

1) Ona: %(x,y) =-3(y—x)*>+6yet Z—;(x,y) =3(y —x)% + 6x.
Si le gradient est nul alors y = —x puis en reportant 12x2 + 6x = 0.
Ce quidonne x = 0 (etalorsy = 0) oux = —1/2 (etalorsy = 1/2).
Le point (0, 0) n’appartient pas a l'ouvert.
Sur l'ouvert O, f admet un seul point critique (—1/2,1/2).

2) La partie T est bornée car incluse dans [—1, 1]2.
D’autre part, T est I'intersection de trois demi-plans fermés donc c’est un fermé.
La fonction f est continue sur T qui est fermée et bornée donc f estbornée sur T et atteint
ses bornes. D’otu I'existence d’'un minimum m et d'un maximum M.

3) Les extrema peuvent étre atteints en un point de I'ouvert O ou de 'un des trois cotés du
triangle.
Siun extremum estatteinten un point de O, ce point sera nécessairement parmiles points
critiques car f est de classe C! sur 'ouvert 0. On a vu que le seul candidat est le point
(=1/2,1/2). Le calcul donne f(-1/2,1/2) = —-1/2.
Etude sur le premier coté x € [—1,1] ety = x.
On consideére g : x = f(x,x) = 6x2 sur [—1, 1]. Son minimum est 0 et son maximum 6.
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Calcul différentiel

Etude sur le second cété : x € [-1,1] ety = 1.
On étudieh : x » f(x,1) = (1 —x)3 + 6x sur [-1,1].

R(x)=32-(1-x)2)=32-1+x)(V2+1-x).
1+4+/2 ¢ [~1,1], k' change de signeena = 1 — 2 € [-1,1].
h est décroissante sur [—1, @] puis croissante sur [a, 1].
Le calcul donne h(—1) = 2, h(a) = 6 — 4V2 et h(1) = 6.
On en déduit min h = 2(3 - 2\/5) > 0et max h = 6.

[-1,1] (-11]

Etude sur le dernier coté : x = —1 ety € [1,1].

On considére ¢ : y = (y + 1)3 — 6y sur [—1, 1]. L'étude ne serait pas difficile mais il est
plus rapide de remarquer que ¢(y) = h(—y) donc on trouvera le méme minimum positif
et le méme maximum valant 6.

Bilan : Le minimum de f sur T vaut —1/2 et le maximum vaut 6.

Exercice 6
Dans tout |'exercice on utilise :

u+v

{u=x+y x
=
vV=x—Yy y

|T+]
NN
<

1) Par composition, f est de classe C* sur R? et d’aprés la régle de la chaine :
of _ 9w 99 , 0v 99 _ 99 , %
ox dx Ou du dv  du v

w
=
o
-
(V]
Ll
o
o
(o}
v

of _9u 99 , Ov 29 _ 99 _2g

ay_ay ou ay v du v
. of L of _ 599

Donc: ax+ay_zau'

2) De méme g est de C* sur R? et :
99 _9x of L 9y Of _ 1 9F L L 9f
du  odu dx du dy 2 ox 2 oy’
3) Les questions précédentes montrent que :

af  of _ dg
6x+6y_f < Zau_g'

. s 1z . a 1 , . ops . iz .
Pour v fixé, I'équation % = g est une équation différentielle du linéaire du premier
1 . . N
ordrey’ = > On sait que les solutions sont de la forme u = Ce/? ol C est une constante
(par rapport a u mais qui dépend de v).

Donc g est solution si, et seulement si, il existe donc une fonction 4 : v = A(v) telle que
v(u,v) € R?, g, v) = A(v)e*/?.
Donc f est solution si, et seulement si, il existe une fonction 1 : v = A(v) telle que

v(x,y) € R?, f(x,y) = ,1(%) e(x+)/2.
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Exercice 7 | Utilisation des coordonnées polaires
Dans tout I'exercice, on utilise les coordonnées polaires : x = r cos(0),y = rsin(8).

1) Si(r,0) € V alors cos(8) > 0 etsin(8) > 0 donc (r cos(@),rsin(&)) ev.
2)Si(x,y)€eU,onax >0ety > 0.

Onar = \/m > 0ety/x > 0donc8 = arctan(y/x) € 10,m/2[.D’'ou (t,0) € V.
3) a) Par composition, g est de classe C* sur V et d’aprés la régle de la chaine :

2 _ox of oy of o o
ar ~ or ox ar or =co S(Q) +Sm(9)

b) Si g estde classe ClsurV, f : (x,y) » g (,/x2 + yz,arctan(y/x)) est de classe C?
sur U (par composition).

4) Siona f de classe C! sur U telle que :

X

ey .

Alors, d’apreés 3), on aura pour tout (r,6) € V, r (r 6) = cos(9).

af of _
v(x,y) €U, xa(x,y) +y@(x,30 =

Et réciproquement si g vérifie cette équation sur V, f vérifiera (*).
Solutions pour g

En intégrant 3—f(r, 0) = cos(G)% par rapport a r, on obtient que les solutions sont les
fonctions g : (r,8) = cos(8) In(r) + C(6) ou C est de classe C! sur ]0,/2].
Solutions pour f

Finalement f vérifie (x) si, et seulement si, il existe une fonction C de classe C* sur 0,7 /2[
telle que

f:(x,y) e ln(w/x2 + yz) + C(arctan(y/x)).

X

Exercice 8

1) a) La fonction (x,y) » xy est continue sur R? (produit de fonctions continues) donc la
ligne de niveau U = {(x,y) € R? | xy = 1} est un fermé de R?.

Donc U est un ouvert car c’est le complémentaire d'un fermé.
f est définie et est de classe C' sur U comme somme et composée de fonctions de
classe C1.

b) Pour (x,y) € U,ona:

9 [ x+y \ _ 1-xy+y(x+y) _  1+y?
ax \1-xy ) (1-xy)? T (1-xy)?




