[ELECTRONIQUE 1]

REPQNSE TEMPORELLE D°UN
SYSTEME LINEAIRE / STABILITE

1. PROPRIETES D’UN SYSTEME LINEAIRE

1.1 Linéarité

Considérons un systéme auquel on applique un signal t — e(t) appelé signal
d’entrée (ou : excitation). La réponse du systéme a ce signal est un signal de sortie

t s(t).

Par exemple, pour un microphone, I'entrée est une surpression, pour un acce-
Iérométre, c’est une accélération, pour une thermistance c’est une température, et
dans les trois cas la sortie est une tension électrique, alors que pour un moteur a cou-

rant continu, I'entrée est une tension et la sortie une vitesse de rotation.

La sortie d’'un systéme est donc une fonction de e(t) —— systeme

——s({)

. . . . linéaire
I'entrée, ce que traduit le schéma-bloc ci-contre.

schéma-bloc

Il'y a souvent unidirectionnalité : on n’obtiendra pas e en entrée du systéme si
I'on applique s en sortie (en électronique, on risque méme de détruire des composants

si 'on procéde ainsi). Si e >s,onn'apas e« s.

Soit s; laréponse du systéme a une entrée e, S, aune entrée e,, le systéeme

est linéaire si V(hq,1y) €R?, la réponse a L€ +1,€, est A4Sy +AyS;.

Le systéme linéaire est
invariant si la réponse ne dé-
pend pas de linstant f; ou

I'on applique le signal d’entrée
(qui est nul pour t < ty).

Ce ne serait pas le cas
par exemple si le systeme li-
néaire contient une résistance
électrique qui a varié entre

)
t

0

deux expériences suite a une systéme non invariant

élévation de la température.

v
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Mathématiquement : pour un systéme invariant, si la réponse a t+ e(t) est

ts(t), laréponse a t — e(t —t;) est t > s(t —ty) quel que soit {;.
1.2 Régime transitoire / régime forcé

Equation différentielle liant la sortie et I’entrée

Considérons un systeme linéaire pour lequel la sortie et 'entrée sont reliées par
une équation différentielle qui est alors linéaire :

ds d"s de d™e .
aps+a +...+a =bye+b +...+b,—— , avec (ay,by) # (0,0), soit :
0 1dt n g = D08 Hbgt n 4 (ap, bg) = (0,0)

m ‘
Zak o bed—j. L’entier n s’appelle I'ordre du systeme.
dt® 5 dt
On remarque que si (8g,by) =(0,0), on pourrait intégrer au moins une fois la
relation entre s et e, et 'ordre du systeme ne serait plus n.
Les coefficients a, et b, sont indépendants du temps pour un systéme inva-

riant (en électronique, c’est le cas si les résistances, inductances, capacités... sont
constantes).

Dans le cas le plus général, un systeme linéaire peut avoir plusieurs grandeurs
d’entrée et de sortie.

Par exemple, si I'on représente un systeme i i
électronique sous la forme d’un quadripble (2 bornes > . Y
. ), v | e |k
d’entrée et 2 bornes de sortie), on a e(t) =| . ) et
le
ug(t) représentation quadripolaire
Is(t)

Nous nous limiterons ici au cas ou I'entrée et la sortie sont des scalaires.

Résolution

Pour une entrée e donnée, I'équation différentielle linéaire régissant s se met

n f
sous la forme : ays+a;— ds +...+ap jts =f, avec t f(t) fonction du temps connue.

dt
En se donnant n conditions initiales (C.l) portant sur s, par exemple la donnée
ds d"™s
de s(0" 07),... 0%), il y a unicité de la solution s.
( )dt( ) Ollf,ﬂ() y

La linearité permet de décomposer la réponse en s = s, +5g :
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n
— s, est une solution particuliere de I'équation ags + a % +...+a, % =f.
, . e . ds d"s
— Sy est la solution génerale de I'équation homogeéne ags + ay E+... +a, . =0.

Les solutions de I'équation homogene forment un R-espace vectoriel de dimen-
sion n, c’est-a-dire qu’elles s’expriment sur une base de n solutions {t - sk(t)} avec
ke[1,n].

Pour trouver cette base, on cherche d’abord des solutions complexes de la

rt

forme t — e, avec reC.

En «injectant » t > s(t) = Ke™ dans 'équation homogéne, on trouve que r doit
alors étre solution de :

ag +ayr + azr2 +...+a,r" =0, appelée équation caractéristique associée.

Il'y a n racines complexes de cette équation (supposées toutes différentes) que
Fon note r, = oy + jBx avec (oy,Bx) € C? et ke[1,n], et donc n fonctions indépen-

dantes t - e qui forment une base de I'espace des solutions complexes de I'équa-
tion homogéne.

En formant des combinaisons linéaires des solutions complexes {t — erk’} de
Iéquation homogéne, on trouve une base de fonctions réelles {t+— s,(t)}, avec
ke[1,n], des solutions de cette équation.

. - e . ds d"s
La solution la plus générale de I'équation compléte ags + a4 o +...+a, @ =f
n
se met donc sous la forme s =5, + > 4,8y .

k=1
Les n coefficients L, (constantes d’intégrations) sont déterminés en résolvant
un systéme linéaire de n équations linéaires que 'on obtient grace a la connaissance
ds d" s

(07),

des C.l: s(0"),
(07) T, =

(0%). On sait calculer s.

Stabilité d’un systéme linéaire
S’il existe ne serait-ce qu’une seule racine r, = o + jB, de 'équation caracté-
ristique dont la partie réelle est positive : o, =Re(r,) >0, la solution t — e g/l
bornée
diverge pour { - «.
En pratique, une telle divergence est limitée par des phénoménes non-linéaires,

comme la saturation de certains composants électroniques, ou par la destruction de
ces composants.
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Un systéme linéaire est défini comme stable si foutes les solutions de I'équation
caractéristique ont une partie réelle strictement négative : o, =Re(r,) <0 Vke[1,n].

On aalors sy(t) - 0.
t—o0

Remarquons que le cas particulier o, =Re(r,) =0 est un cas critique, dont on
verra qu’il correspond aux oscillateurs sinusoidaux.

Un systéme stable est caractérisé par une durée t telle que :
— Pour ¢ >> 1, s(t) = sy(f) : le systéme est en régime forcé (ou : établi).

— A des temps plus courts, s(t) = Sp(t) +s4(£) : le systéme est en régime transitoire.

>0

AAARAAANAD
\/\/Vvvvvvvvvvv

régime transitoire régime forcé t >>t

Remarquons qu'il n'y a pas unicité de s, : on a une infinité de solutions particu-

lieres. Une solution particuliere étant choisie, il y a en revanche unicité des coefficients
Ak, €t de la solution s vérifiant les C.1. Deux solutions particuliéres différentes corres-

pondent donc a deux jeux différents de coefficients i :

Sp(t) = s(t Zxksk(t et sp(t) =s(t) - Zkksk(t) Onadonc:
k=1
n
Sp(t)—sp(t) =D (M —kk)sk(t)t—> 0 : toutes les solutions particulieres sont équiva-
=1 —0
lentes pour ¢ >> 1.
Contrairement aux solutions de I'équation homogéne, elles dépendent de la

forme de I'excitation { - e(t).
1.3 Régime sinusoidal forcé / régime stationnaire

Régime sinusoidal forcé (r.s.f)

Lorsque l'excitation t+> e(t) est sinusoidale, de pulsation ®, la réponse
t — s(t) en régime forcé est également sinusoidale et de méme pulsation (elle a la

méme forme que I'excitation et I'on dit que les signaux sinusoidaux sont des fonctions
isomorphes des systémes linéaires).
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systéme

e(t) = EN2 cos(ot) = Re[e(t) | insaire [ S(t) = Sv2cos(wt +¢) =Re[s(t)]

Les grandeurs E et S sont appelées valeurs efficaces des signaux e et s. L’angle
¢ est 'avance de phase de s par rapport a e, ou déphasage de s par rapport a e.
Le systéme étant linéaire et invariant, on peut utiliser la notation complexe. La

réponse a t - e(t) = E+/2e/*! est alors t > s(t) = Sv/2e/(°1+?),

Posons T = 2n (période des signaux) et démontrons ce résultat.
(O]

Silaréponsea t > e(t) = Ev2 cos(ot) est t > S\2 cos(ot + ), la réponse a :

t— e(t —Zj =E\2 cos{m(t —Zﬂ =E2 cos{mt _ﬂ =E\2 sin(ot) est:

t— s(t —Zj = Sﬁcos{o{t —Zj + (p} = S\Ecos{mt —g+ (p} = EN2 sin(ot + o).
Laréponse a t— e(t) = E2ekt = E\Ecos(mt)+jE\Esin(mt) est donc bien :

t > SV2 cos(ot +¢) + jSV2 sin(ot + 9) = Sv26/(“1+?) = 5(t) pour un systéme linéaire.

On définit la fonction de transfert H(jo) == (ce qui n’a de sens qu’en régime

I [t

sinusoidal forcé). On a donc:

S

H(jo) == = 2 e/* = G(o)e’®) .

1D [It
m

G(w) = \H(jm)\ = % module de la fonction de transfert, est le gain : rapport

de la valeur efficace du signal de sortie sur celle du signal d’entrée (c’est aussi le
rapport des valeurs maximales).

o(w) = arg[H(jm)] est le déphasage du signal de sortie par rapport a celui d’en-
trée.

Ces grandeurs dépendent de la pulsation o : a valeur efficace E du signal d’en-
trée fixée, la valeur efficace S du signal de sortie varie avec o, tout comme le dépha-
sage ¢.

Régime stationnaire (ou permanent)

C’est le cas particulierdursfot o >0 T — . |

On a alors une entrée t — e(t) = E+2 = Cte dontla réponse vaut :
t—s(t) = Sﬁcosw =Cte.
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1.4 Lien entre la fonction de transfert et I’équation différentielle / critére de
stabilité

Equivalence entre fonction de transfert et équation différentielle

. K
Enrs.f: s(t) =~/2e/©H9) = % = jos, et plus généralement % = (jo)s.

n dk m df
L’équation différentielle a—— = z Ut = qui relie s et e est la méme
k=0 (=0

que celle qui relie s et e, ce qui se démontre comme on I'a vu au 1.3 en utilisant la

n m
linéarité et linvariance du systéme. Elle s'écrit donc Y ax(jo) s => b (jo)'e, d'ou :
k=0 (=0

La fonction de transfert est un quotient de polynémes P et Q de la variable jo.

Inversement, la connaissance de la fonction de transfert permet de trouver
I'équation différentielle qui relie s et e. Pour cela, il suffit de :

e sous la forme d’'un quotient M de polynémes.
jo

— Mettre H(jo) = Z

n
— Effectuer le produit en croix pour obtenir Zak(_/(o Zb,(jco
k=0
K ‘
— Utiliser les équivalences (jo))k§ <~ % et (j(;))/ e %

Ainsi le passage par le r.s.f permet de trouver une équation différentielle qui est
valable quel que soit le régime étudié.

Critere de stabilité

Utilisons la notation de Laplace H(p), au lieu H(jo), pour la fonction de trans-

m

Zb€pé n m ,e
fert : H(p)=§a r Q Z_: Z o

k=0 *

n
Il'y a stabilité si les racines r, du polyndme caractéristique Q(p) = Zakpk ont
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toutes une partie réelle strictement négative, or ce polyndme se trouve au dénomina-
teur de la fonction de transfert :

Plp)
Q(p)
polynémes, il y a stabilité si et seulement si les racines de Q, appelées pdles de H, ont
toutes une partie réelle strictement négative.

Pour un systéeme de fonction de transfert p — H(p) = ,ou Pet Qsontdeux

On montre qu’une condition nécessaire (mais pas suffisante) de stabilité est que
tous les coefficients g, soient du méme signe.

m
Zb[pz

Le systéme linéaire de fonction de transfert p — H(p) = z;o_ est instable si
k
ZakP
k=0
tous les coefficients a, ne sont pas du méme signe.
Dans le cas n <2, la réciproque est vraie :

P(p)

5 est
dg +ap +axp

Le systéme linéaire dont la fonction de transfert p — H(p) =

mise sous forme d’un rapport de polynémes, est stable si et seulement si les coeffi-
cients ay, a; et a, sont du méme signe.

2. CIRCUITS LINEAIRES

2.1 Dipdoles linéaires passifs

Quel que soit le dipble considéré (linéaire ou non), la puis- i

- ) ViR i : Lo
sance instantanée recue vaut p(t)=u(t)i(t) si la tension u aux -
bornes du dipdle et I'intensité j du courant le traversant sont orien- convention récepteur
tées respectivement selon la convention récepteur. E_

La puissance p(t) est algébrique : elle est positive si le di- —

pble recoit effectivement de la puissance a la date {, négative s'il convention générateur
en fournit.
Avec la convention générateur, p(t) = u(t)i(t) devient la puissance instantanée

fournie par le dipdle.

Les circuits étudiés comportent trois types de dipdles linéaires : les conducteurs
ohmiques, les condensateurs et les bobines.
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Conducteur ohmique

Avec la convention récepteur, u=Ri. R>0 est la résis- i R
tance du conducteur ohmique en ohm (Q). La puissance regue vaut ——
p=ui= Ri? >0 : un conducteur ohmique est récepteur d’énergie a conducteur ohmique

tout instant.

Bobine (idéale : pas de résistance)

. . L
Avec la convention récepteur, u = Lﬂ . L >0 estlinductance de ',
dt ——
la bobine en henry (H). La puissance regue vaut : bobine idéale
p=ui=Lij;=i‘[;Li2] Or la puissance instantanée regue est le rapport entre

énergie 3E regue par le dipdle pendant la durée infinitésimale d¢, et cette durée dt :
p= % On en déduit le bilan d’énergie suivant : d[;Liz} =0E.

Si par exemple la bobine regoit pendant une durée Af une énergie de 1J, la
quantité %Li2 augmente de 1J. La quantité E; = %Liz, propre a la bobine, est I'éner-

gie emmagasinée par celle-ci (a une constante preés que I'on prend nulle).
1,.0 ) x . . .
E, =—Lic estI'’énergie emmagasinée par la bobine
2

Comme la puissance instantanée recue ne peut pas étre infinie, la fonction

t—>E ()= %Li(t)2 doit étre une fonction continue du temps, donc :

L’intensité i dans la bobine est une fonction continue du temps.

Une bobine réelle posséde une résistance R et estdonc L R
modélisée par I'association série (L,R).

h u

bobine réelle
Condensateur

Avec la convention récepteur, i = Cz—ltj. C > 0 est la capacité du i C

condensateur en farad (F). La puissance regue vaut :
U
p=ui :Cu% = ;[;Cuz] Or, la puissance instantanée recue pen- condensateur

dantdfvaut p = % On en déduit le bilan d’énergie suivant : d[;Cuz} =0E.



