Sujet Agro-Véto (1) 2017

MATHEMATIQUES

Méthodes de calcul et raisonnement
Durée : 2 heures 30 minutes

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagination
et impression de chaque page. Ce contrile doit étre fait en début d’épreuve. En cas de
doute, il doit alerter au plus tot le chef de centre qui controlera et, éventuellement, rem-
placera le sujet.

Si, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

0 0 0
Exercice : On considére la matrice A= |1 0 0
01 0

1. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de la matrice A.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Calculer A? et A3.
3. On considére S I'ensemble des matrices M de M3(R) telles que AM = MA.
(a) Soit a, (3 et v trois réels et M = als + A + yA2%. Vérifier que M € S.

(b) Réciproquement, considérons a, b, ¢, d, e, f, g, h et i des réels tels que

a b c
M=|d e f| €S8. Déterminer, en fonction des coefficients de M, trois
g h 1

réels o, B et v tels que M = als + A + yA2.

(¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour appartenir a S.
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4. On considére S’ I'ensemble des matrices M de M3(R) telles que M? = 0 et M? # 0.
(a) Soit P € M3(R) inversible et M = PAP~!. Vérifier que M € S'.
Dans la suite, tout vecteur de R?® sera assimilé & une matrice colonne de

M3 1(R) de sorte que, pour tout vecteur X de R3, le produit matriciel M X
soit correctement défini.

-1 1 1
(b) Soit M= 1 1 —1
0 2 0

i. Vérifier que M € §'.
On considére f ’endomorphisme de R3 dont M est la matrice dans la
base canonique, c’est-a-dire f : R® = R3, X — MX.

ii. Prouver qu'il existe un vecteur X € R? tel que M?X soit non nul.
iii. Montrer que la famille B = (X, M X, M2X) est une base de R?.

iv. Déterminer la matrice de f dans la base B5.

v. En déduire qu'il existe P € Mj3(R) inversible telle que M = PAP~.

(c) On cherche & généraliser ce qui a été montré dans la question précédente.
Pour cela on considére M € &' et f I'endomorphisme de R® dont M est la
matrice dans la base canonique.

i. Prouver qu'’il existe un vecteur X € R? tel que M?2X soit non nul.
ii. En déduire qu'il existe P € M3(R) inversible telle que M = PAP~1.

(d) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour appartenir a S’.

Probléme :

I. Préliminaires :
Soit n un entier non nul et X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur
{1,2,...,n} =[1,n].

1. Donner, sans justifications, ’espérance de X.

1)(2 1
2. Prouver par récurrence que Z k2 = nfn + )6( nt )
k=1

3. En déduire la variance de X.

n

On considere une urne contenant N7 boules blanches et Ny boules noires indiscernables
au toucher.

On pose N = Ny + Ns.

On répete 'expérience suivante : on tire au hasard une boule dans 'urne et ’on replace
dedans deux boules de la couleur obtenue.

A Dlissue de la premiére expérience, 'urne contient donc N + 1 boules et I'on note X,
la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans 'urne. A Dissue
de la deuxieme expérience, I’'urne contient donc N + 2 boules et I’on note X5 la variable
aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans 1'urne.
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Plus généralement, pour tout entier naturel £ non nul, on note X, la variable aléatoire
égale au nombre de boules blanches présentes dans 'urne a 'issue de la k° expérience.
Pour tout k£ non nul, on note By ’événement « la boule tirée lors de la k° expérience est
blanche ».

II. Etude d’un cas particulier :
On suppose ici que Ny = Ny = 1.
1. Déterminer la loi de X;.
2. Déterminer la loi de Xo.
3. Soit n € N*. Prouver que X,, suit une loi uniforme sur [1,n + 1].
On pourra faire une récurrence et utiliser le systéme complet ((X,, = k))1<k<n+1
pour déterminer la loi de X, 41.
4. Soit n € N*. Déterminer la probabilité de By, 1.
On pourra utiliser la question précédente et la formule des probabilités totales.
X, -1
—

5. Pour tout entier n non nul, on considere la variable aléatoire Y,, =

(a) Soit n € N*. Donner la loi de Y,.

(b) On considere F' la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [0, 1]. Rap-
peler, pour tout réel z, la valeur de F(z).

(¢c) Soit x € [0, 1].

Prouver que, pour tout entier n, on a P(Y, < z) = 1 |nz + 1], ot l'on
n

note || la partie entiere.

(d) Pour tout entier n € N*, on note Fy, la fonction de répartition de Y5,.
Déduire de ce qui précede, que pour tout réel z, on a liIE Fy (z) = F(z).
n—-+oo

III. Retour au cas général :

1. Déterminer la probabilité des évenements By et Bs.

2. Soit n € N\ {0,1}.
Ni+n—1
(a) Montrer que Z kP(X,-1=k)=(N+n-1)P(B,).
k=N,
(b) Soit k € [N, N1 +n—1].
Déterminer la probabilité de By, 1 sachant B,N(X,,—1 = k) puis la probabilité
de By41 sachant B, N (X,—1 = k).
(¢) En déduire que P(By+1) = P(By).
3. Soit n € N*. Déduire de la question précédente la probabilité de B,, et I’espérance
de X,,.
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Indications Agro-Véto (1) 2017

Exercice.
Questions Indications Sup’?

1. La matrice est triangulaire inférieure ! Quelle est la dimen- X

sion de Eg(A)?

2. v
3.(a) Il suffit de vérifier que AM = M A. v
3.(b) Utiliser le fait que AM = M A et identifier les coefficients. v
3.(¢) Utiliser 3.(a) et 3.(b). v
4.(a) Calculer M? et M3. v

4.(b)i. Calculer M? et M3. v

4.(b)ii Il suffit de donner un exemple concret. v

4.(b)iii La famille contient trois vecteurs dans un espace vectoriel v
de dimension 3!

4.(b)iv Calculer les images des vecteurs de la base B par 'appli- v
cation f.

4.(b)v. Les matrices M et A représentent la méme application li- X
néaire dans des bases différentes.

4.(c)i On peut par exemple raisonner par I'absurde. v

4.(c)ii. Reprendre les raisonnements des questions 4.(b)iii., 4.(b)iv. v
et 4.(b)v. dans ce cadre général.

4.(d) Utiliser les questions 4.(a) et 4.(c)ii. pour obtenir la condi- v/

tion nécessaire et suffisante.
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Probléeme

I. Préliminaires :

Questions Indications Sup’?

1. C’est une question de cours. v

2. v

3. Utiliser la formule de Koenig-Huygens et le théoreme de v

transfert pour déterminer le moment d’ordre 2 de X.
II. Etude d’un cas particulier :
Questions Indications Sup’?

1. Il s’agit d’une loi usuelle! v

2. Expliciter les événements élémentaires liés a Xo a l'aide v

des événements By, (k € N*) de I’énoncé.

3. Utiliser un raisonnement par récurrence en traitant sépa- v

rément les valeurs extrémes dans I’hérédité.

4. Utiliser la formule des probabilités totales. v
5.(a) Tout s’obtient & l'aide de la loi de X,,. v
5.(b) C’est du cours. X
5.(c) Se ramener & une probabilité liée a X,,. v
5.(d) Distinguer trois cas suivant les valeurs de x. Dans le cas X

ol z € [0, 1], utiliser la question 5.(c) et encadrer la partie
entiere.
III. Retour au cas général :
Questions Indications Sup’?

1. Pour Bs, utiliser la formule des probabilités totales. v

2.(a) Utiliser la formule des probabilités totales avec le bon sys- v
teme complet d’événements.
2.(b) Bien interpréter les probabilités conditionnelles & calculer. v
2.(c) Utiliser la formule des probabilités totales avec le bon sys- v
teme complet d’événements.
3. Utiliser la question 2.(c) pour P(B,,) puis la question 2.(a) v/

pour l'espérance de X,,.
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Corrigé Agro-Véto (1) 2017

Exercice :

1. La matrice A est triangulaire inférieure : ses valeurs propres sont ses coefficients
diagonaux. Ainsi,

A admet 0 pour unique valeur propre

Notons Eg(A) le sous-espace propre de A associé & la valeur propre 0 et déterminons

x
une base de celui-ci. Soit |y | € M3 1(R). Alors :
z
T 0 0 00 T 0
Aly]l=10] < |1 0 O y| =10
z 0 010 z 0
= zrz=y=0
x 0
— |y =2{0
z 1
0
En posant V; = [ 0 ], la famille (V7) est une famille génératrice de Eq(A) et comme
1

elle est constituée d’un seul vecteur non nul, cette famille est libre. Il s’agit donc
d’une base de E¢(A). Finalement,

0
une base de Eg(A) est (Vi) ou Vi = [0
1

La matrice A est une matrice carrée d’ordre 3 et son unique sous-espace propre est
de dimension 1 (donc la somme des dimensions des sous-espaces propres de A n’est
pas égale a 3). Ainsi,

A n’est pas diagonalisable

13
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I Commentaire

> Il est important ici de remarquer que la matrice est triangulaire pour obtenir direc-
tement ses valeurs propres. Pour une matrice triangulaire inférieure ou supérieure,
les valeurs propres de la matrice sont les coefficients diagonaux.

> Lorsqu’une famille génératrice d’un espace vectoriel est composée d’un seul vec-
teur, il est essentiel de dire que ce vecteur est non nul pour justifier la liberté de la
famille. Si la famille est composée de deux vecteurs, on regarde si les vecteurs sont
colinéaires.

> Le rapport du Jury signale des confusions entre la notion de matrice inversible et
celle de matrice diagonalisable. Le fait que 0 soit valeur propre de A indique que A
n’est pas inversible (et cela n’a aucun lien avec la diagonalisabilité de A).

2. Par simple calcul, on a :

A2 =

— o O
S O O

0
0] et A3 = Oty (r) est la matrice carrée nulle d’ordre 3
0

N

I Commentaire

Ce type de question (calculatoire) est tres facile.

3.(a) Soit (a,,7) € R3. En utilisant la distributivité de la multiplication matricielle
par rapport a ’addition, on a d’une part :

MA = (al3 + BA +yA%)A
=alz3A+ BAA +yA%A
= A+ BA% +~A43

et d’autre part :

AM = A(als + BA +yA?)
= aAl3 4+ BAA + yAA?
= aA + BA% 4 A3

On a bien I'égalité AM = M A, ce qui signifie que M appartient & S. Ainsi,

pour tout (a, B,v) € R3, si M = alz + A+ yA? alors M € S

14
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Commentaire

Les matrices A et M commutent car M est un polyndéme en la matrice A. On
rappelle que le produit matriciel n’est pas commutatif (en général).

a b c
3.(b) Soient (a,b,c,d,e, f,g,h,i) ER*et M= [d e f| €S8. Alors:
g h i
0 0 O a c 0 0 O
AM =11 0 O d e fl=|a b c
010/ \g n i d e f
et :
a c
MA=|d f e f O
g h i 10 hoi 0

Comme M € §, on a AM = M A c’est-a-dire :

b 0 0 O b ¢ O
e 1 0 0)=
0

0 0 0 b ¢ 0
a b cl=|e f O
d e f h &+ 0

ce qui nous donne, en identifiant les coefficients :

b=c=f=0, a=e=1 et d=nh

Ainsi,
a 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
M=|d a 0J=a{0 1 0]+d(1 0 OJ+¢g(0 O O
g d a 0 01 0 10 1 00
=al3+ dA + gA?

d’apres la question 2. Finalement,

enposant « =a, =dety=g,ona M =al;+ BA+yA>

Commentaire

> La décomposition repose essentiellement sur une identification de coefficients de
matrices. De plus, il n’est pas utile ici de raisonner par équivalences, des implications
suffisent.

> Le rapport du Jury signale que la grande majorité des candidats partent de
I’hypothese que la matrice M s’exprime comme combinaison linéaire des matrices
I, A et A2 alors qu’il s’agit de I’objectif & atteindre. Il s’agit d’une grave erreur de
logique.

15
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