B Incertitudes
expérimentales m

1. Introduction et définitions

En sciences expérimentales, la grandeur que 1'on souhaiter déterminer s’appelle le mesurande
(valeur vraie X') qui est obtenu grace a différentes mesures ou mesurages (valeur mesurée x).
La mesure correspond a 'action de mesurer la variable aléatoire x dans 'espoir d’estimer
la valeur vraie X qui est par essence inconnue puisqu’on la cherche !

Par exemple, quand on mesure la valeur du pH d’une solution, le mesurande est X = pH
et la mesure x est lue grace au pHmétre.

La différence entre la valeur mesurée x et la valeur vraie X est ’erreur de mesure E = x—X.
On distingue deux types d’erreur, les erreurs aléatoires et les erreurs systématiques.

1.1. Erreur aléatoire

Lorsque les conditions de répétabilité sont remplies c¢’est-a-dire lorsque les différentes mesures
expérimentales sont réalisées rigoureusement dans les mémes conditions opératoires, I’ensem-
ble des mesures suit une distribution statistique de valeur moyenne z, I'erreur aléatoire est
par définition E, ¢, = — T.

Par exemple : On considére des feuilles de papier sur lesquelles se trouvent un millier de
points verts, rouges et bleus. On demande a un éléve de compter le nombre de points verts
sur chaque feuille. Comme les points sont petits et qu’il y en a beaucoup, les résultats des
mesures = obtenues risquent d’étre légérement différents de la moyenne.

L’erreur aléatoire est généralement due aux conditions extérieures, variations de la tem-
pérature (entrainant une dilatation), de la pression, de ’humidité, ... L’erreur aléatoire
est également lice a la fidélité de 'instrument de mesure (ceil + cerveau dans I'exemple)
c’est-a~dire son aptitude & donner des indications trés voisines lors de 'application répétée
du méme protocole.

1.2. Erreur systématique

Par définition I'erreur systématique est la différence Eyys; = 7 — X ol 7 est la moyenne des
différentes mesures. En théorie il faut une infinité de mesures pour obtenir Z, sinon il y a
l& encore une erreur sur l'estimation de la moyenne.

Par exemple, si 'expérience précédente est réalisée par un daltonien pour qui le vert et le
rouge sont identiques, il commettra systématiquement la méme erreur en plus de 'erreur
aléatoire.
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Les erreurs systématiques peuvent étre dues a une erreur d’étalonnage (faire le zéro du
spectrophotomeétre avec une eau trouble), a Poubli d'un paramétre (oublier que la période
d’un pendule dépend en toute rigueur de I’angle initial), & une procédure erronée (ne pas
tenir compte de la résistance du voltmeétre qui crée un diviseur de tension), au vieillissement
de l'appareil. . .

L’estimation de l'erreur systématique est appelée biais de mesure ou erreur de justesse.
La justesse d’un instrument de mesure correspond & son aptitude & donner des indications
exemptes d’erreur systématique.

1.3. Erreur de mesure

D’aprés les définitions précédentes, 'erreur de mesure est la somme des deux précédentes :

E:(ZL‘—j’)—f—(i’—X)ZJIZ—X:Ealéa—‘rEsyst
E, E
aléa syst

Exemple de mesure = pour le mesurande X :

x x
cas 1 o cas 2
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Expérience n° Expérience n°

Le cas 1 présente une faible erreur aléatoire (instrument fidéle) et une faible erreur systé-
matique (instrument juste). Dans le cas 2 'instrument de mesure est peu fidéle mais juste,
dans le cas 3 il est fidéle mais peu juste et dans le cas 4 il est peu fidéle et peu juste.

La détermination de I'incertitude se fait selon deux méthodes : type A (méthode statistique)
ou type B (évaluation par données du constructeur ou connaissance du matériel).

1.4. Incertitudes

L’incertitude Az estime I'importance de 'erreur aléatoire commise. En absence d’erreur
systématique, elle définit un intervalle autour de la mesure qui inclut la valeur vraie avec
une probabilité plus ou moins grande. L’évaluation de l'incertitude de la mesure due aux
erreurs expérimentales est un domaine appelé métrologie.

Le mesurande se présente alors sous la forme | X =7 + Ax
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Az
Ax est aussi appelée 'incertitude absolue et — l'incertitude relative.

7]

Rq Dans le cas d’une évaluation de type B, s’il n’y a qu’une mesure elle est égale a la
moyenne.

2.  Evaluation de type A de lincertitude

L’évaluation de type A de lincertitude est réalisée par I'analyse statistique de la série
de n mesures x; indépendantes. La moyenne arithmétique est le meilleur estimateur du
mesurande :

Il faut également étudier la dispersion de la distribution des résultats, on utilise alors
Iécart-type :

k=1
On peut également écrire :
n n n n n
—\2 _ _ —_ —
E (xp, —T)" = (xi—Q:cka:—i—mj):g xi—QE a:kx—&—g 7
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
= E T — 27 E T Az’ = E xi—nfgzn<x2—i2>
k=1 k=1 k=1
~——
nT
n —
et donc o, = <x2 - m2>
n—1

Rq On divise par n — 1 et non par n, pour mémoire, on retiendra que lorsque n = 1 (une
seule mesure), écart-type n’est pas défini.

La variable T est elle-méme une variable aléatoire qui dépend du nombre de mesures et qui

posséde une certaine distribution centrée sur la valeur du mesurande. Le théoréme central

. . , o . e

limite stipule que I’écart-type de la moyenne oz vaut o; = \/—x, et si n tend vers l'infini
n

alors la distribution tend vers une gaussienne centrée sur X.

L’estimation de I'incertitude est alors donnée par la formule :

Os
AI = tﬁg%—

Jn
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ou t est le coefficient de Student qui dépend de la confiance accordée (ici 68 %) a 'expérience
et de n. Pour une confiance de 68 %, c’est-a-dire que I'on a 68 chances sur 100 que X soit
compris entre Z—to, /v/n et T+to, /+/n, le coefficient de Student prend les valeurs suivantes :

n 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 20 40 oo

tese 184 1,32 120 1,14 1,11 109 1,08 1,07 106 1,03 101 1

En pratique ¢ ~ 1 (avec plus de 7 mesures), les résultats se présentent alors sous la forme :

X=z+ ;% a 68 % de confiance

Pour une confiance de 95 %, le coefficient de Student prend les valeurs suivantes :

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 40 oo
tos 12,7 4,3 3,18 2,78 257 245 237 231 226 209 202 196

3. Evaluation de type B de l'incertitude

Il s’agit d’évaluer 'incertitude par des méthodes autres que statistiques et principalement
en utilisant les données du constructeur de I'appareil de mesure.

3.1. A partir de la classe de I’appareil

Le constructeur fournit la classe de 'appareil AXs. On Densité de probabilité
considére que l'indication donnée par le constructeur 1/(2AX¢)
correspond & une distribution rectangulaire de largeur

2A X . x

T — AXo T T+ AXce

On montre alors que

AXc
V3

k =1 pour une confiance & 68 % et k = 2 pour une confiance a 95 %

Az =k

Justification
On appelle distribution de probabilité d'une grandeur aléatoire z & valeurs continues la
fonction « — f(x) telle que la probabilité pour que x soit compris entre a et b s’écrive :

b
Pla <z <D) :/ f(x)dz

f(z) est donc une densité de probabilité: f(z)dz est la probabilité que la variable aléatoire
+oo

x prenne une valeur comprise entre x et x + dx. On a alors: f(x) > 0et 1 = f(z)dx.

—00

12 Incertitudes expérimentales



La valeur moyenne (ou espérance) Z d’une grandeur aléatoire x a valeur continue est donnée

par : .
T :/ xf(z)dz

o0

L’écart-type o de la distribution des valeurs de x est défini par :

+o00
ol = / (x —2)*f(x)dx
C’est une mesure de la dispersion des valeurs de z autour de sa valeur moyenne. Plus les
valeurs de z se concentrent autour de la moyenne, plus 'écart-type est faible. o2 est appelé
variance de la distribution.

Pour une distribution rectangulaire de largeur 2A X, on a nécessairement une hauteur
1/(2AX¢) afin d’avoir une aire unitaire. Le calcul donne:

z B T+ AXe
52— / +AXe (& — 5) 1 dp — 1 (z—1z)° _ AXZ
- AXe 2A X 2A X 3 Axe
AX
puis o = ¢ = Az

V3

3.2. Mesures analogiques

Pour un appareil de mesure analogique (appareil a cadran, lecture d'un réglet. .. ), 'incerti-
tude de lecture est estimée a partir de la valeur d’une graduation (précision de I'appareil).
On considére que la graduation correspond a une distribution rectangulaire de largeur
graduation (ou division) alors :

graduation graduation
x=k =k

2V/3 V12

k =1 pour une confiance a 68 % et k = 2 pour une confiance a 95 %

A

3.3. Appareils numériques

Pour les appareils numériques, le constructeur indique pour la précision un pourcentage p
de la valeur lue et un nombre N de digit (un digit correspond au dernier chiffre affiché). p
correspond & une erreur de calibrage (variable d’un appareil & 1'autre), donc systématique.
Elle peut devenir aléatoire si on répéte la mesure avec des appareils différents de la méme
série, et étre traitée par une évaluation de type A. N correspond & une erreur aléatoire de
type bruit de fond.

p X valeur lue N digit)
Ax =k +
( V3 V3

k =1 pour une confiance & 68 % et k = 2 pour une confiance a 95 %

L’incertitude ne comporte quun seul chiffre significatif et la valeur numérique de la mesure
doit étre cohérente avec cette incertitude quant au dernier chiffre donné.
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3.4. Présentation des résultats

Les résultats sont présentés avec 1 seul chiffre significatif pour I'incertitude et autant de
décimales pour la mesure et I'incertitude. Il faut également préciser la confiance.

Question 1 Des éléves mesurent l'indice de réfraction absolue de l'eau a 'aide d'un
réfractomeétre d’Abbe et une lampe & vapeur de sodium. On peut lire sur les copies:
e n=1,333£0,0005 & 68 % de confiance
e n=1,333+£0,0018 & 68 % de confiance
e n=1,3329 £ 0,005 & 68 % de confiance
e n=1,3330 40,0005 & 68 % de confiance
1) Quel est le résultat présenté correctement ? Proposer une correction pour les
autres.
2) Sachant qu'une mesure est la suivante, comment présenter le résultat avec une
confiance & 68 % ?

1.320 1.330 1.340

Réponse 1

e “n=1,333+0,0005 & 68 % de confiance” est mal écrit, cette présentation peut se
corriger selon : n = 1,3330 4+ 0,0005 ou n = 1,333 + 0, 001.

e “n = 1,333+ 0,0018 & 68 % de confiance” présente une incertitude a 2 chiffres
significatifs, il faut corriger selon : n = 1,333 4+ 0, 002.

e “n=1,332940,005 a 68 % de confiance” présente plus de chiffres aprés la virgule
que l'incertitude, il faut écrire : n = 1,333 + 0, 005.

e “n=1,3330£0,0005 a 68 % de confiance” est une présentation convenable.

La ligne de lecture indique un indice centré entre 1,3330 et 1,3335. Pour une mesure

graduation

analogique, Uincertitude est An = avec une graduation de 0,0005, il vient

An = 0,00014 et on peut présenter le résultat ainsi :

n =1,3333 40,0002 a 68 % de confiance

3.5. Exemples

Question 2 Représenter les grandeurs physiques sous la forme X +=AX avec 'incertitude
2 95 % de confiance.

1) Une pipette indique 25 mL + 0,05 mL.

2) Le compteur de vitesse affiche :

14 Incertitudes expérimentales



50 \\ // 130
0\ /140
30 \\ // 150
20 160
10 — __ 170
0— — 180

3) Une résistance affiche R =200 Q + 5%.
4) Un ampéremétre affiche 5,21 mA, la précision est de (1 % =+ 2 digit) :

Réponse 2
1) Pour une pipette indique 25 mL + 0,05 mL (classe de l'appareil), 'incertitude sur
la mesure du volume est AV = 2 x 0,05/v/3 ~ 0,0577 mL (& 95% de confiance)
donc le volume prélevé vaut :

‘ V =25,00+ 0,06 mL | pour une confiance a 95 %.

2) Le compteur de vitesse (analogique) affiche 80 km/h et une graduation correspond
2 10 km/h donc Av =2 x 10/v/12 ~ 5,8 km/h d’oi :

‘ v =80+ 6km/h [pour une confiance a 95 %.

3) Une résistance affiche R = 200 Q £ 5%, ARc = 200 x 5% = 10 Q (classe de
Iappareil) et incertitude vaut AR =2 x 10/v3 ~ 11,5 (a 95 %).
La résistance est donc :

‘ R=0,20+0,02kQ | pour une confiance a 95 %.

4) Un ampéremétre affiche 5,21 mA, la précision est de (1% + 2 digit) : ce qui corres-
5,21 x 0,014 0,02
pond donc & AT =2~ X002 +9

V3

‘ 1=5,214+0,09 A | au niveau de confiance de 95%.

= 0,083 A, I'intensité mesurée est :

4. Propagation des incertitudes

L’incertitude Ay d’une mesure y lorsqu’elle est obtenue & partir d’autres grandeurs Tyeq1 )
indépendantes (ou non corrélées) telle que y = f (1, 2, ...) s’écrit :

n 8f 2
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On retient les cas particuliers suivants:

z=x4+youz=x—y = Az=+\Ax?2+ Ay?

z=Aravec A =cste = Az=VNAzx?2=|\Az

2 2
z=xXxyouz=zaly = AZ—\/yQAﬁerZAy?oug—\/(&) +<%>
z

A Az\? Ay\?
z=Mxy" = j—\/(@j) +<byy>

Question 3 — La masse du Soleil La troisieme loi de Kepler relie la période T et le
2

demi-grand axe a de 'orbite d’une planéte autour de son étoile : pr QLM avec G la
constante de la gravitation universelle et M la masse de 1’étoile.
Déterminer la masse Mg du Soleil et I'incertitude AMg sur cette masse.

Données :

e G=(6,67408+0,015%) 10" m3kg .52

® Trerre = (31556925 + 1) s

® arerre = (1,495982620 4 0,001 %) - 10 m

Réponse 3 La masse du Soleil s’obtient facilement selon

4r2a?

Mo = =2
s GT?

= 1,98865 - 10° kg

On garde une précision relative d’environ 10~° (comparable & celle de G et a).
La propagation des incertitudes donne

AMs Aa\® AT\?  (AG)®
) 6 ()

avec pour 68 % de confiance

AG 000015 Aa 000001 AT 1 1

G V3 a V3 ' T /3 31556925

Un calcul donne

AMg

=8,8-107° soit AMg=1,8-10%° kg
Mg

D’ou le résultat

Mg = (1,9887 4 0,0002) - 10* kg & 68 % de confiance
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