
p ≥ 2 F1, · · · , Fp E

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

p�
k=1

Fk

p�
k=1

Fk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⇐⇒

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

p�
k=1

Fk

p�
k=1

uk uk ∈ Fk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

F1, · · · , Fp

p�
k=1

Fk ⇐⇒

⎡
⎢⎢⎣

0E =

p�
k=1

uk uk ∈ Fk

uk

⎤
⎥⎥⎦

p�
k=1

Fk ⇐⇒

⎡
⎢⎢⎣

B = (B1, · · · ,Bp)

p�
k=1

Fk

Bk Fk

⎤
⎥⎥⎦

F1, · · · , Fp

p�
k=1

Fk ⇐⇒ (

p�
k=1

Fk) =

p�
k=1

Fk

p = 2

F1 + F2 ⇐⇒ F1 ∩ F2 = {0E}
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F1, · · · , Fp

u1+ · · ·+up = 0E uk ∈ Fk k ∈ �1, p�
Fk uk

Bk Fk k ∈ �1, p�
B = (B1, · · · ,Bp) F1+ · · ·+Fp

Fk

Fk

p = 2
F1 ∩ F2

p ≥ 3

1 4

Q ∈ K[X] p ∈ N∗ k ∈ �1, p� Fk = (XkQ)
F1, · · · , Fp

(R1, · · · , Rp) ∈ F1 × · · · × Fp R1 + · · ·+Rp = 0K[X] (�)
R1 = · · · = Rp = 0K[X]

k ∈ �1, p� Rk ∈ Fk λk Rk = λk(X
kQ)

(�) ⇐⇒ λ1XQ+ λ2X
2Q+ · · ·+ λpX

pQ = 0K[X] ⇐⇒
Q �=0K[X]

λ1X + λ2X
2 + · · ·+ λpX

p = 0K[X]

(Xk)k∈�1,p� λk Rk

k ∈ �1, p� Bk = (XkQ) Fk

Fk

p∑
k=1

Fk =

p∑
k=1

(XkQ) = ((XkQ)k∈�1,p�)

B = (XkQ)k∈�1,p� F1 + · · · + Fp

F1 + · · ·+ Fp

k ∈ �1, p� Fk = (XkQ) = 1 Q

p∑
k=1

Fk =

p∑
k=1

(XkQ) = ((XkQ)k∈�1,p�), (

p∑
k=1

Fk) = ((XkQ)k∈�1,p�)

(XkQ)k∈�1,p�

(

p∑
k=1

Fk) = ((XkQ)k∈�1,p�) = ((XkQ)k∈�1,p�) = p =

p∑
k=1

Fk

p ≥ 3 F1, · · · , Fp E

F1 ∩ F2 = {0E} F1 ∩ F3 = {0E} F2 ∩ F3 = {0E}
F1 F2 F3

p∑
k=1

Fk ⇐⇒ ∀k ∈ �1, p− 1�, (
k∑

i=1

Fi

) ∩ Fk+1 = {0E}

E = R3

⇐

8 Compléments d’algèbre linéaire
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B = (B1, · · · ,Bp) F1+ · · ·+Fp
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B = (XkQ)k∈�1,p� F1 + · · · + Fp

F1 + · · ·+ Fp

k ∈ �1, p� Fk = (XkQ) = 1 Q

p∑
k=1

Fk =

p∑
k=1

(XkQ) = ((XkQ)k∈�1,p�), (
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⇐
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E = R3

F1 = ((1, 0, 0)) F2 = ((0, 1, 0)) F3 = ((1, 1, 0))

0R3 = (−1, 0, 0) + (0,−1, 0) + (1, 1, 0)

∈ F3∈ F1 ∈ F2

�
�

�
�⇒ F1 + · · ·+ Fp

k ∈ �1, p− 1��
�

�
�⊃

0E

�
�

�
�⊂ u ∈ ( k∑

i=1

Fi

) ∩ Fk+1

{ ∃(u1, · · · , uk) ∈ F1 × · · · × Fk, u = u1 + · · ·+ uk
u ∈ Fk+1

u1 + · · ·+ uk + (−u) + 0E + · · ·+ 0E = 0E

∈ F1 ∈ Fk ∈ Fk+1 ∈ Fk+2 ∈ Fp

F1 + · · ·+ Fp u1 = · · · = uk = −u = 0E
u = 0E

�
�

�
�⇐ ( k∑

i=1

Fi

) ∩ Fk+1 = {0E} k ∈ �1, p− 1�
F1 + · · ·+ Fp

(u1, · · · , up) ∈ F1 × · · · × Fp u1 + · · ·+ up = 0E

u1 + · · ·+ up = 0E ⇐⇒ u1 + · · ·+ up−1 = − up

∈ F1 + · · ·+ Fp−1 ∈ Fp

u1 + · · · + up−1 = −up ∈ (F1 + · · · + Fp−1) ∩ Fp = {0E}
u1 + · · ·+ up−1 = up = 0E

u1+ · · ·+up−1 = 0E (F1+ · · ·+Fp−2)∩Fp−1 = {0E}
up−1 = 0E

uk

F G K E K = R C

�
F G E

�

��
⎡
⎢⎣

E = F ⊕G u ∈ E

uF F uG G

⎤
⎥⎦ uF

uG

u ∈ E

F

G

F
�
�

�
� G E G

�
�

�
�

F E

E = F ⊕G ⇐⇒
�

E = F +G

F ∩G = {0E}

p s E

p E E = (p)⊕ (p)

s E E = (s− E)⊕ (s+ E)

10 Compléments d’algèbre linéaire
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E = R3

F1 = ((1, 0, 0)) F2 = ((0, 1, 0)) F3 = ((1, 1, 0))

0R3 = (−1, 0, 0) + (0,−1, 0) + (1, 1, 0)

∈ F3∈ F1 ∈ F2

�
�

�
�⇒ F1 + · · ·+ Fp

k ∈ �1, p− 1��
�

�
�⊃

0E

�
�

�
�⊂ u ∈ ( k∑

i=1

Fi

) ∩ Fk+1

{ ∃(u1, · · · , uk) ∈ F1 × · · · × Fk, u = u1 + · · ·+ uk
u ∈ Fk+1

u1 + · · ·+ uk + (−u) + 0E + · · ·+ 0E = 0E

∈ F1 ∈ Fk ∈ Fk+1 ∈ Fk+2 ∈ Fp

F1 + · · ·+ Fp u1 = · · · = uk = −u = 0E
u = 0E

�
�

�
�⇐ ( k∑

i=1

Fi

) ∩ Fk+1 = {0E} k ∈ �1, p− 1�
F1 + · · ·+ Fp

(u1, · · · , up) ∈ F1 × · · · × Fp u1 + · · ·+ up = 0E

u1 + · · ·+ up = 0E ⇐⇒ u1 + · · ·+ up−1 = − up

∈ F1 + · · ·+ Fp−1 ∈ Fp

u1 + · · · + up−1 = −up ∈ (F1 + · · · + Fp−1) ∩ Fp = {0E}
u1 + · · ·+ up−1 = up = 0E

u1+ · · ·+up−1 = 0E (F1+ · · ·+Fp−2)∩Fp−1 = {0E}
up−1 = 0E

uk

F G K E K = R C

�
F G E

�

��
⎡
⎢⎣

E = F ⊕G u ∈ E

uF F uG G

⎤
⎥⎦ uF

uG

u ∈ E

F

G

F
�
�

�
� G E G

�
�

�
�

F E

E = F ⊕G ⇐⇒
�

E = F +G

F ∩G = {0E}

p s E

p E E = (p)⊕ (p)

s E E = (s− E)⊕ (s+ E)

2. Montrer que deux sous‑espaces sont supplémentaires en dimension quelconque 11
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E F G
. . .

P I
F (R,R) F (R,R) = P ⊕ I

f : R −→ R f

f = g + h g h

(g, h)

⎧⎨
⎩

g
h
f = g + h

,

⎧⎨
⎩

∀x ∈ R, g(−x) = g(x) (i)
∀x ∈ R, h(−x) = −h(x) (ii)
∀x ∈ R, f(x) = g(x) + h(x) (iii)

(g, h)
x ∈ R

�
g(x), h(x)

�

�
f(x) = g(x) + h(x)

f(−x) = g(−x) + h(−x)
⇐⇒
(i) (ii)

�
f(x) = g(x) + h(x)

f(−x) = g(x)− h(x)

⇐⇒
L2←L2+L1

�
f(x) = g(x) + h(x)

f(x) + f(−x) = 2g(x)
(iii)

∀x ∈ R,

⎧⎪⎨
⎪⎩

h(x) =
f(x)− f(−x)

2

g(x) =
f(x) + f(−x)

2

(g, h)

(g, h)
g h

g : R −→ R

x �−→ g(x) =
f(x) + f(−x)

2

h : R −→ R

x �−→ h(x) =
f(x)− f(−x)

2

E = F ⊕G

u ∈ E u = uF + uG uF ∈ F uG ∈ G

⎡
⎣

(uF , uG)

⎤
⎦

(uF , uG)

uF ∈ F uG ∈ G uF + uG = u

u ∈ E uF
F uG G

F ∩G =
�
0E

�

F G p
s

n ∈ N∗ Mn(K) = Sn(K)⊕ An(K)

E = Mn(K) F = Sn(K) G = An(K)
s : E −→ E

∀M ∈ E, s(M) = M t

s E s2 = E s
E

E = (s− E)⊕ (s+ E)

(s− E) = {M ∈ E, (s− E)(M) = 0E} = {M ∈ E, M t = M} = F

(s+ E) = {M ∈ E, (s+ E)(M) = 0E} = {M ∈ E, M t = −M} = G

E = F ⊕G

12 Compléments d’algèbre linéaire
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E F G
. . .
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⎧⎪⎨
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(g, h)

(g, h)
g h
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x �−→ g(x) =
f(x) + f(−x)
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x �−→ h(x) =
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E = F ⊕G

u ∈ E u = uF + uG uF ∈ F uG ∈ G

⎡
⎣

(uF , uG)

⎤
⎦

(uF , uG)

uF ∈ F uG ∈ G uF + uG = u

u ∈ E uF
F uG G

F ∩G =
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0E

�

F G p
s

n ∈ N∗ Mn(K) = Sn(K)⊕ An(K)

E = Mn(K) F = Sn(K) G = An(K)
s : E −→ E

∀M ∈ E, s(M) = M t

s E s2 = E s
E

E = (s− E)⊕ (s+ E)

(s− E) = {M ∈ E, (s− E)(M) = 0E} = {M ∈ E, M t = M} = F

(s+ E) = {M ∈ E, (s+ E)(M) = 0E} = {M ∈ E, M t = −M} = G

E = F ⊕G
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(g, h)⎧⎨
⎩

g (i�)
h (ii�)
f = g + h (iii�)

(i�)

∀x ∈ R, g(−x) =
f(−x) + f(x)

2
= g(x)

(ii�)

∀x ∈ R, h(−x) =
f(−x)− f(x)

2
= −f(x)− f(−x)

2
= −h(x)

(iii�)

∀x ∈ R, g(x) + h(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2
= f(x)

F (R,R) = P ⊕ I

E = R3

F =
�
(x, y, z) ∈ R3, x+ y + 2z = 0

�
G = ((−1,−2, 1))

E = F ⊕G

p F G

n ∈ N∗ (A)

n
In +

�
A− (A)

n
In

�
A ∈ Mn(R)

Mn(R) = (In)⊕ ( )

p

∀u = uF + uG ∈ E, p(u) = uF

(A)

n
In ∈ (In) A− (A)

n
In ∈ ( )

u = (x, y, z) ∈ E (uF , uG) ∈ F ×G
u = uF + uG

uF ∈ F x′ y′ z′ uF = (x′, y′, z′)
x′ + y′ + 2z′ = 0

uG ∈ G λ uG = (−λ,−2λ, λ)
uF uG

u x′ y′
z′ λ x y z

u = uF + uG
⎧⎪⎨
⎪⎩

x = x′ − λ
y = y′ − 2λ
z = z′ + λ
x′ + y′ + 2z′ = 0

⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

x′ = x+ λ
y′ = y + 2λ
z′ = z − λ
(x+ λ) + (y + 2λ) + 2(z − λ) = 0

⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

x′ = −y − 2z
y′ = −2x− y − 4z
z′ = x+ y + 3z
λ = −x− y − 2z

x′ y′ z′ λ x y z
u

F G

u = (x, y, z) ∈ E (uF , uG) ∈ F × G
u = uF + uG

uF = (−y − 2z,−2x− y − 4z, x+ y + 3z) uG = (x+ y + 2z, 2x+ 2y + 4z,−x− y − 2z)

uF ∈ F uG ∈ G uF + uG = u

E = F ⊕G

F G

∀(x, y, z) ∈ E, p(x, y, z) = (−y − 2z,−2x− y − 4z, x+ y + 3z)

14 Compléments d’algèbre linéaire

9782340-033313_001_288.indd   14 05/08/2019   10:54


