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Montrer qu'une somme est directe ‘q/

Soitp > 2 et I, - - -, F}, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel F.

[ (Définition d’une somme directe)

P P
La somme Z Fj, est directe La décomposition de tout vecteur de Z Fy,
=il k=1
P Aand P
et I’on note @ Fy, sous la forme Z ug, avec ug € Fy, est unique
k=1 k=1
On dit alors que les sous-espaces F7, - - - , I}, sont en somme directe.

[ (Caractérisation 1)

P
p ) SIOE=Zu;c avec uy € Fy,
La somme Z F}, est directe <— el

k=1
ALORS tous les uy, sont nuls

[ (Caractérisation 2)

P
P B = (P, ,PB,) est une base de Ey,
La somme Z Fy, estdirecte < ! ;

k=1

ou les 4, sont des bases de F},

[ (Caractérisation 3 - en dimension finie)

On suppose de plus que F1, - - - , I, sont de dimension finie.
P P P
La somme Z Fj, est directe <= dim(Z F) = Z dim Fy,
k=1 k=1 k=1

[ (Cas particulier important : p = 2)

La somme Fy + F5 estdirecte <= FyNF, ={0g}
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Gue faire?

Pour montrer que les sous-espaces F1, - - - , F}, sont en somme directe, on peut utiliser une
des méthodes suivantes :

Méthode 1 (en utilisant la caractérisation 1)
on suppose que u; +- - - +u, = O avec uy, € Fj, pour tout k € [1, p], puis on exploite
les propriétés des Fj, pour montrer que tous les uy sont nuls.

Méthode 2 (en utilisant la caractérisation 2)
on commence par déterminer une base %y, de Fj, pour tout k € [1, p], puis on montre
que la famille concaténée B = (%, - - , %Bp) est une base de la somme F + - - -+ F),.

Méthode 3 (en utilisant la caractérisation 3 - valable en dimension finie)
on montre que la dimension de la somme des F}, est égale a la somme des dimensions
des Fj,.

Méthode 4 (uniquement si p = 2)
on montre que I’intersection £ N F5 est nulle.
Dans le cas ou p > 3, ce résultat ne se généralise pas aisément (cf exercice 1).

En pratique, on privilégie les méthodes 1 et 4 pour montrer qu’une somme est directe.
La méthode 4 est illustrée dans la fiche 3 sur les sous-espaces supplémentaires.
Les méthodes 1 a 3 sont comparativement illustrées dans la rubrique Exemple traité.

Exempie traité
Soit € K[X] non nul et p € N*. Pour tout & € [1, p], on pose F;, = Vect(X*Q).
Montrer que les sous-espaces F1, - - -, F}, sont en somme directe.
SOLUTION

Méthode 1 (en utilisant la caractérisation 1)

Soit (Ry, - - - ,Rp) el x---xFytelque Ry +---+ R, :OK[X] (%).

Montrons que Ry = -+ = R, = Og[x]-

Pour tout k € [1, p], comme Ry, € F}, il existe un scalaire A tel que Ry = \p(X*Q).
On en déduit alors les équivalences suivantes :

(*) = MXQ + M X2Q+ -+ ApXPQ = O]K[X] Q9<r£0:> MX + X2+ 4 ApXP = OK[X]
K[X]

Or la famille (X k ) ke[L,p] st libre, donc tous les A; sont nuls, a fortiori les Ry, aussi.

Méthode 2 (en utilisant la caractérisation 2)
Pour tout k& € [1,p], la famille %, = (X*Q) est génératrice de [}, et est libre (car
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constituée d’un seul vecteur non nul), donc est une base de F}. Par ailleurs,
p p
ZFk = ZVect Xk Vect((XkQ)ke[[l,p}])
k=1 k=1

La famille concaténée & = (X*Q) ke[L,p] €St génératrice de Fy + --- + F), et est libre
(car constituée de polynomes non nuls de degrés échelonnés), donc est bien une base de
Fr+---+F,.

Méthode 3 (en utilisant la caractérisation 3 - valable en dimension finie)
Pour tout k € [1, p], dim F, = rg(X*Q) = 1 (car Q est non nul). Par ailleurs,

hS]

p P
> Fp =) Vect(X*Q) = Veet(X*Q)rerp)s dott: dim(>_ Fr) = rg((X*Q)reqp)
p) =1

k=1

Or la famille (X*Q) ke[1,p] €st constituée de polynémes non nuls de degrés échelonnés
donc est libre, d’ou :

p

dim() _ Fi) = rg(X*Q)ieqp)) = Card((X*Q)reqrp)) Zdlka

k=1

Exercices

Soitp > 3 et F,--- , I, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel F.

1 Onsuppose que Fy N Fy ={0g}, F1NF3={0g}tet FbNF3={0g}.
Les sous-espaces F1, F; et F3 sont-ils nécessairement en somme directe ?

2 Montrer I’équivalence suivante :

P k
la somme ZFk estdirecte <= Vke[l,p—1], (ZFl) N Frr1 = {0g}
k=1 i=1

m 1 Considérer trois droites judicieusement choisies de F = R3.

2 Utiliser la méthode 2 pour I’implication <.
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TR nnnnnnnnnnnnnnnn s'"tlns “es exerclces TR

1 Considérons trois droites coplanaires et deux a deux distinctes de E = R3.
Fy = Vect((1,0,0)) et F;=Vect((0,1,0)) et Fz = Vect((1,1,0))

Ces trois espaces sont bien deux a deux en somme directe (car d’intersection deux a
deux nulle). Par contre, ils ne sont pas en somme directe. En effet :

Ogs = (—1,0,0) + (0,—1,0) 4+ (1,1,0)
- L
€ € Fy € Fy
Ainsi, des sous-espaces qui sont deux a deux d’intersection nulle ne sont pas nécessai-
rement en somme directe.
2 Montrons la double implication :
Supposons que la somme Fy + - - - + F), est directe.
Soit k& € [1,p — 1]. Montrons 1’égalité ensembliste demandée.
Cette inclusion est toujours vraie car une intersection d’espaces vectoriels est
un espace vectoriel, donc contient I’élément neutre Of.

a 3( )EF x---xF +
. . ul’ DR 5 uk 1 DRI k’ u = ul DR uk
Soitu € (z;F,) N Fjyqie. { we Fo
1=
On en déduit I’égalité vectorielle suivante :

up + -+ up + (~u) +0p + - +0g =0g

—— —_—

€ €F, €Fry1 € Fryo € Fp
Or la somme Fy + - - - + F}, est directe, d’oun uy = - -+ = up, = —u = Op.
En particulier, v = Op.

k
Supposons (ZE) N Fyr1 = {0g} pour tout k € [1,p — 1].

i=1
Montrons que la somme F + - - - + F}, est directe.
Soit (uy, -+ ,up) € Fy x -+ x Fytel que ug + - -+ + u, = Op.
On a alors 1’équivalence suivante :
U+ Fup, =0 u+--+up_1= —1u
-
€EF+ -+ Fp €Fp

Dot uy + - -+ up—1 = —up € (F1 +---+ Fp_1) N F, = {Og}, et on en déduit
alors que uy + -+ - +up—1 = up = Op.

Sachant que uy + -+ +up—1 = 0g et (F1+---+ Fp_2) N Fp_1 = {Og}, on montre
par un raisonnement analogue au précédent que u,_1 = Og.

De proche en proche, on montre que tous les w sont nuls.

Ainsi, on a bien montré 1’équivalence souhaitée.
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Montrer que deux sous-espaces a
sont suppiémentaires Y

el timension queicondque

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E (avec K = R ou C).
[ (Définition de la supplémentarité)

[ F et G sont supplémentaires dans E |

)

E = F ® G, ¢’est-a-dire tout vecteur u € F

se décompose de maniere unique comme la somme

d’un vecteur up de F et d’un vecteur ug de G Figure illustrative

On dit aussi que F est supplémentaire de G dans E ou que G est supplémen-
taire de £' dans E.

[ (Caractérisation de la supplémentarité)

garantit [’existence
E=F+G “7 d’une décomposition

FNG= {0 E} . garantit son unicité

sous réserve d’existence

EzF@G@#{

I (Supplémentarité des éléments caractéristiques d’un projecteur/d’une symétrie)
Soit p et s des endomorphismes de F.

" S1p estun projecteur de E, ALorRs : FE = Ker(p) @ Im(p).
"SI s est une symétrie de E, ALORs : E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg).

2. Montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires en dimension quelconque "



Gue faire?

Pour montrer que £ = F'&® G en dimension quelconque, on peut suivre une des méthodes
suivantes énoncées par ordre de praticité :

Méthode 1 (en utilisant la définition)
on procede par analyse-synthese dont on rappelle le principe et la rédaction :

- Analyse (on suppose [’existence d’une décomposition et on montre [ 'unicité).
Soit u € E. On suppose que ©u = up + ug avec ur € Fetug € G.

Raisonnement qui aboutit
a un unique couple (up,ug)

A l’issue de I’analyse, on trouve un unique couple (uf, ug) qui est CANDIDAT SOLU-
TION pour une telle décomposition.

- Synthese (on montre [’existence d’une décomposition).
On vérifie que I’'unique couple candidat solution trouvé est bien solution, ¢’est-a-dire
up € F,ug € Getup +ug = u.

Méthode 2 (en utilisant la caractérisation)

on intuite I’existence d’une décomposition de u € E comme somme d’un vecteur ug
de F' et d’un vecteur ug de G, puis on montre I'unicité de cette décomposition en
montrant que F NG = {O E}, toute la difficulté résidant alors dans I’intuition de cette
décomposition.

Méthode 3 (en utilisant les propriétés des projecteurs et symétries)
on montre que F' et G sont les éléments caractéristiques d’un certain projecteur p ou
d’une certaine symétrie s a intuiter, toute la difficulté résidant alors dans I’intuition du
projecteur ou de la symétrie.
EXEMPLE1 Soit n € N*. Montrer que ., (K) = .7,(K) @ 4, (K).

SOLUTION

Posons £ = 4,(K), F = .7,(K) et G = 7,(K).
On consideére I’application s : £ — E définie par :

VM € E, s(M)=M"'

On montre aisément que s est un endomorphisme de E et s> = Idg. Donc s est une
symétrie de F, et on déduit alors que :

E =Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg)
Or on a les égalités ensemblistes suivantes :
Ker(s —Idg) ={M € E, (s —1dg)(M) =0} ={M € E, M' =M} =F
Ker(s +1dg) ={M € E, (s+dg)(M) =0} ={M € E, M!=-M} =G

Ainsi, on a bien montré que £ = F & G.
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Ne pas hésiter a identifier les espaces E, I’ et G qui entrent en jeu et a préciser la nature
des objets manipulés (uplets, polyndmes, matrices, etc . . .).

Les méthodes présentées dans cette fiche sont valables en dimension quelconque, a fortiori
en dimension finie.

On note respectivement & et .# les sous-espaces vectoriels des fonctions paires et impaires
de .7 (R, R). Montrer que .7 (R,R) = & @ .7.

SOLUTION
Soit f : R — R. Montrons que f se décompose de maniére unique sous la forme :

f=g9+h avec g paire et i impaire

Analyse. Supposons qu’il existe un couple (g, h) solution, ¢’est-a-dire vérifiant :

g est paire Ve eR, g(—z) = g(x) (1)
h est impaire | ¢’est-a-dire : Ve e R, h(—z) = —h(z) (i7)
f=g+h VeeR, f(z) = g(x)+h(zx) (i)

Cherchons des conditions nécessaires sur le couple (g, h).
Soit z € R. Cherchons des conditions nécessaires sur le couple (g(z), h(z)).
On a en particulier le systéme suivant :

{ flz) = g(x)+ h(x) — { flx) = g(x)+ h(x)
( f(=z) = g(=2)+h(=2)  par (i) etlis) f(=z) = g(x)—h(x)
ar (idi flz) = g(z)+ h(x)
por ) T b {f<x>+f<—a:> — ()
I RO [ ZTED s s i
pres calculs, on €n de uit : Vo € s g(m) _ f(x) +f(—$) couple (g7 h) q
2

il existe un couple (g, k) solution du probléme, nécessairement il est unique
et est composé des fonctions g et i définies par :

g:|R — R h:
flx)+ f(==) et
2

R — R

x — g(z)=

2. Montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires en dimension quelconque



Syntheése. Vérifions que le couple (g, k) obtenu a I’issue de 1’analyse est bien solution du
g est paire (")

probléme, c’est-a-dire vérifie : h est impaire (i7’)
f=g+h (i)

La condition (") est bien vérifiée, en effet :

f(=2) + f(x)

Ve e R, g(—z) = 5

= g(x)

La condition (ii’) est bien vérifiée, en effet :

S VA (G R O N (U L (2 B

La condition (i) est bien vérifiée, en effet :

€ B, gla) + ) = LI | =0 _ g

Ainsi, on a bien montré que .# (R,R) = # & 4.

Exercices

On considére les sous-espaces vectoriels suivants de £ = R3 :
F={(z,y,2) eR® z+y+22=0} et G=Vect((—1,-2,1)).

Montrer que £ = F & G.
2 En déduire I’expression du projecteur p sur F' parallélement a G.

Tr(A Tr(A
1 Soitn € N*. Simplifier i )In + (A - r()]n> pour tout A € ., (R).
n

n
2 En déduire que ., (R) = Vect(l,,) & Ker(Tr).

m 1 Faire un raisonnement par analyse-synth¢se.

2 On rappelle que p est défini par :

Vu=up+ug € E, p(u) =ur
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