Chapitre 2

Principe de relativité

1l existe plusieurs énoncés équivalents de ce principe. « Les lois de la phy-
sique sont identiques dans deux référentiels en mouvement de translation uni-
forme I'un par rapport a I'autre » ou bien « Il n’est pas possible, par des mesures
effectuées dans un référentiel d’inertie, de déterminer la vitesse de ce référentiel
par rapport a un réferentiel absolu ». Le principe de relativité est donc une loi
a laquelle doivent obéir les lois de la physique. Sa validité, pour une loi donnée,
dépend de la maniére avec laquelle les observables physiques se transforment
lors du changement de référentiel. En particulier, la description du changement
de référentiel joue un role crucial. Ainsi, nous verrons d’abord que ce principe
est valide pour des particules en interaction par un potentiel si les transforma-
tions de Galilée sont utilisées pour passer d'un référentiel d’inertie & un autre.
Or ces transformations ne laissent pas la vitesse de la lumiére invariante donc
ne peuvent étre des symétries des équations de Maxwell. Einstein a alors pro-
posé de garder le principe de relativité mais d’abandonner les transformations
de Galilée. Les nouvelles transformations, dites de Lorentz, sont déterminées
dans la deuxiéme section de ce chapitre. Puis leurs principales propriétés sont
étudiées. La relativité restreinte est le cadre formé par 'ensemble du principe
de relativité et des transformations de Lorentz pour décrire les changements
inertiels de référentiels.

2.1 Relativité galiléenne

Considérons un systéme de particules, décrites par leurs positions T4, qui
interagissent par lintermédiaire d’un potentiel & deux particules V. Les équa-
tions du mouvement sont alors données par

maia=-Va Y V(Za—75l), (2.1.1)
B#A
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ot V4 est le gradient relatif a la particule A. Les équations ne sont pas valides
dans tous les référentiels. Il existe des référentiels o elles le sont et ceux-la
sont dits référentiels d’inertie. Les transformations qui permettent de passer
d’un référentiel d’inertie & un autre forment un groupe que nous appellerons
le groupe de symétrie. Ce groupe est formé par les translations (spatiales et
aussi temporelles)

Fu(t) = Zalt +to) — a, (2.1.2)
les rotations
oAty =) Rya(t), RTR=1, (2.1.3)
j=1

et les transformations de Galilée
iy =T, -Vt (2.1.4)

Le groupe de symétrie dépend de 10 paramétres et s’appelle le groupe Euclidien
de Galilée. L'invariance sous les translations et rotations exprime l'isotropie et
I’homogéneité de 1'espace et le temps : il n’y a pas de points ou de directions
privilégiés. Ce sont donc des symétries d’origine géométrique. Les vecteurs 1%
sont les vitesses de translation d'un référentiel par rapport a un autre. Les
équations satisfont donc au principe de relativité : deux référentiels en mou-
vement uniforme I'un par rapport a 'autre sont équivalents. Le principe de
relativité a un status supérieur a celui d’une loi dans le sens ou les lois de
la physique qu’elles soient mécaniques électromagnétiques ou autres doivent
satisfaire a ce principe.

Considérons un deuxiéme exemple avec cette fois des équations de champs.
Celles qui donnent le potentiel gravitationnel d*une distribution de matiére par
exemple. Notons ¢(t, ¥) le potentiel newtonien et u(¢.7,) la densité de masse.
L’équation de Newton-Poisson est

AP = 4nGp. (2.1.5)

Le potentiel permet de trouver la force gravitationnelle agissant sur une par-
ticule de masse m se trouvant en & a Uinstant ¢

F = —mV®(T,t). (2.1.6)

Sous une transformation de Galilée I'accélération est invariante et par consé-
quent la force aussi. Ceci est vérifié si (', 7') = ®(¢,Z). Comme

V=V,0=0-V.V, (2.1.7)
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I’équation dans le référentiel en mouvement uniforme est
AP = 4anGy. (2.1.8)

L’équation de Newton-Poisson est covariante sous la transformation de Galilée,
elle a la méme forme dans tous les référentiels d’inertie.

2.1.1 Exercices
1. Montrer que I'équation de diffusion

on
— = DA 2.1.
"~ Dan, (219)

n’est pas covariante sous les transformations de Galilée.
2. Montrer que I'équation de continuité

dp+Vj=0, (2.1.10)

est covariante si la densité de charge et la densité de courant se transforment
comme

d=p j=5-Vp (2.1.11)

Réponses :
On utilise les équations (2.1.7) et n = n’ pour avoir

on’ - =

— —V.V'n'=DA'n. 2.1.12

ot’ ( )
Une équation qui dépend explicitement de V et qui n’est pas de la forme d'une
équation de diffusion. De méme on trouve

dop 0 ==
—=—=_V. 2.1.1
ot or VP (2.1.13)
et
Vi=V.(j+Vp)=Vi+V.Vy. (2.1.14)

-,

L’équation de continuité pour (p,j) donne alors une équation de continuité
pour (o, 7). Cette équation est donc covariante.

Les exemples précédents semblent suggérer que les lois physiques doivent
avoir le groupe Fuclidien de Galilée comme groupe de symétrie. La non-co-
variance de I’équation de diffusion n’est pas en contradiction avec le principe
de relativité car ¢’est une équation effective qui décrit la densité de particules
dans le référentiel on les particules n’ont pas de direction privilégiée.
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Notons qu’une transformation ot les translations spatiales @ et les rotations
dépendent du temps ne laissent pas les équations invariantes; elles générent
dans les équations du mouvement dune particule des forces d’inertie ou des
pseudo-forces

E:—m(fv+2wAd—x+wA(wAf)+d—wAf), (2.1.15)

dt dt

o 7 est 'accélération de translation et w la vitesse angulaire. Ces forces d’iner-
tie ont en commun avec la force gravitationnelle leur dépendance linéaire en
m, en particulier la force d’inertie die & une accélération uniforme est la méme
que la force gravitationnelle d'un champ uniforme. Cette remarque a joué un
réle important dans 1’élaboration par Einstein de la relativité générale. 11 1'a
formulée comme un principe qu’il a baptisé « principe d’équivalence » : Un ré-
férentiel avec un champ gravitationnel uniforme et constant est équivalent a un
référentiel sans champ gravitationnel mais en mouvement accéléré et uniforme
par rapport a un référentiel d’inertie.

2.2 Relativité restreinte

Elle est le résultat de la compatibilié entre le principe de relativité et les
équations de Maxwell. Nous allons donc supposer valides les équations de Max-
well dans tous les référentiels d’inertie mais nous allons abandonner les trans-
formations de Galilée pour décrire le passage entre deux tels référentiels. En
pratique, nous allons d’abord extraire des équations de Maxwell la constance de
la vitesse de la lumiére et nous allons trouver les transformations qui laissent
cette vitesse invariante. Les transformations de Galilée sont remplacées par
d’autres transformations quadri-dimensionnelles : les transformations de Lo-
rentz. Ces transformations ne laissent pas le temps invariant. Dans le chapitre 5
nous verrons, grace au formalisme tensoriel que nous développerons au chapitre
3, que la totalité des équations de Maxwell est invariante sous ces nouvelles
transformations.

2.2.1 Principe de relativité et transformations de Lorentz

Ce principe dit que les lois de la physique exprimées dans deux référentiels
R et R’ en mouvement rectiligne uniforme I'un par rapport a l'autre sont
identiques. Une des conséquences des équations de Maxwell est que la lumiére
se déplace & une vitesse constante c. Sous une transformation de Galilée les
vitesses s’additionnent, les équations de Maxwell ne sont donc pas invariantes
sous les transformations de Galilée. Les transformations de Lorentz sont, par
définition, les changements de coordonnées qui laissent invariantes la vitesse
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de la lumiére et qui se réduisent aux transformations de Galilée dans le cas des
vitesses faibles par rapport a c. Soit 2¢,i = 1, 2,3 les coordonnées cartésiennes
dans R et 2° = ct le temps. On dit que 2*, =0, 1,2, 3 sont les 4-coordonnées
ou coordonnées tout court et (2,7 = 1,2, 3 les coordonnées spatiales) dans R.

La trajectoire d'un rayon de lumiére est donnée par Z(t), la vitesse par fli—f,
le carré du module de la vitesse est donc

dz di =
- =¢ (2.2.1)
ou bien
3 . .
> da'dat = (da)?. (2.2.2)
=1

Si I'on introduit la métrique de Minkowski 7, définie par

77,111/ =0 st H 7é v, oo = _17 Nis = 17 (223)

I’égalité entre la vitesse de la lumiére et ¢ g’écrit

3
Z dztn,de” = 0. (2.2.4)
H,v=0

Désormais nous allons utiliser la convention d’Einstein selon laquelle deux in-
dices, dont 1'un est en haut et I'autre en bas, sont sommés sans I'écriture du
signe somme . par exemple I'équation (2.2.4) s’écrit

dxtn,dz” = 0. (2.2.5)

Soit R’ un référentiel en mouvement rectiligne uniforme par rapport a R avec
une vitesse V et soit 2’* les coordonnées dans R’ , on voudrait trouver z'#
en fonction de x# de telle sorte que la vitesse de la lumiére soit ¢ dans R'.
C’est-a-dire que 'on doit avoir

dz'*n,,dz"™ =0, (2.2.6)
si
dztn,ds” = 0. (2.2.7)
Or
da'Mny,dz’” = 8ax'“nuy(95x’”dx°‘da:5. (2.2.8)

Si I'on remplace dz° par V dz.dz et on utilise le fait que dz' est arbitraire la
relation (2.2.6) donne

aox'“nw,aiw'” =0, 8136’“77”,,83-%” + 803:'“17#,,803:'”51-]- =0. (2.2.9)
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Ces relations s’écrivent comme
a1, 052" = Qnap, (2.2.10)

olt € est une fonction de x et de V. En fait cette fonction ne peut dépendre
de x car cette dépendance violerait 'homogénéité de 1’espace-temps, de méme
elle ne peut dépendre de la vitesse 1% qu’a travers son module pour mainte-
nir lisotropie de Iespace!. Et comme la transformation avec une vitesse —V
doit donner la transformation inverse on doit avoir Q(—=V) = Q(V)~!, I'iso-
tropie donne alors €2 = +1. La continuité donne alors 2 = 1. Finalement, les
transformations cherchées sont caractérisées par

3&3:/#”#”8595’” = Nag- (2.2.11)

Ces transformations forment un groupe et sont continues.

2.2.2 Transformations infinitésimales

Considérons une transformation infinitésimale 2’ = x + £ avec £ trés petit.
On obtient alors au premier ordre

3a§“77u5 + 3ﬁ§V77ua =0. (2212)

Définissons alors {g = £#n,,3. I'égalité précédente implique alors que la matrice
0a€p est antisymétrique :
dalp + 05&a = 0. (2.2.13)

Une dérivée par rapport a 7 et T'utilisation une seconde fois de la relation
(2.2.12) donne alors

0a (0485 — 0p&y) = 0 = 20,0,&3, (2.2.14)
autrement dit J,&g ne dépend pas de z. La solution pour &, est alors
o = Qo + anpa”, (2.2.15)

avec a, quatre constantes et a,g une matrice antisymétrique. Les a® décrivent
les translations, la matrice antisymeétrique contient les transformations de Lo-
rentz. L’ensemble des deux forme le groupe de Poincaré. Celui-la remplace
donc le groupe Euclidien comme groupe de symétrie des lois de la physique.

Une transformation de Lorentz finie s’obtient comme une succession de
transformations infinitésimales. 1l est donc possible de la déterminer & partir
de (2.2.15) avec aq = 0, mais nous allons procéder differemment.

1. Les transformations avec {2 ne vérifiant pas nécessairement ces propriétés forment le
groupe conforme qui est 'objet de I'exercice (2.4.10).
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2.2.3 Transformations finies

Comme les transformations infinitésimales sont linéaires, les transforma-
tions finies le sont aussi car la composée de deux transfomations linéaires 1’est
aussi. Elles sont donc de la forme

't = ALY, (2.2.16)

ou A est une matrice 4 x 4. En notation matricielle on écrit 2’ = Ax. Le fait que
la vitesse de la lumiére ne dépende pas du référentiel d’inertie s’exprime par le
fait que lorsque dztdz¥n,, = 0 alors dz'*dz""n,,, = 0. Comme dz'* = A*,dz"”
alors dz'*dz 1, est un polynéme du second degré en dz# qui s’annule lorsque
dxztdz¥n,, = 0. Deux polynémes qui ont les mémes zéros sont proportionnels
donc

dz'*dx"" ny,, = a(V)dw“dx”nW, (2.2.17)

oll a est une constante indépendante des x mais qui peut dépendre de la vi-
tesse de translation de R’ par rapport & R. Déterminons d’abord a(V). L’inva-
riance par rotation implique que a dépend seulement du module de V. Comme
a(=V)a(V) = 1 puisque R est lié & R par =V on a o2(V) = 1. Pour des vi-
tesses faibles, la transformation doit étre proche de I'identité et a proche de 1,
finalement o = 1. En résumé, la constance de la vitesse de la lumiére implique

que
datdz¥ 1y, = da'Mdz"" n,., (2.2.18)

on appelle ds? = dztdz¥n,, la distance au carré entre les événements dont les
coordonnées difféerent de dz*. On dit que la transformation de Lorentz A laisse
invariante la distance relativiste :

deTndz = de’ ATnAdz, (2.2.19)

ou bien
ATpA = 1. (2.2.20)

Les transformations de Lorentz sont par définition les matrices 4 x 4 qui satis-
font a la relation (2.2.20). Elle forment un groupe noté O(1,3).

En résumé. le principe de la relativité et la constance de la vitesse de la
lumiére sont compatibles si deux événements dans R et R’ sont liés par une
transformation de Lorentz.

Comme exemple d'une transformation de Lorentz considérons le cas ot la
vitesse est dirigée selon z. Alors la partie non-triviale de A est une matrice
2x2

A= (‘c‘ 2) . (2.2.21)
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L’équation ATnA = donne b2 — a? = —1,—c? + d?> = 1, ac = bd. La solution
(avec AJ > 0 et donc pas d’inversion du temps) s’écrit

A= (Cosha smha) ' (2.2.99)

sinha cosha

Le paramétre « est déterminé par la trajectoire de l'origine de R’ dans R
x' =Vt si 2! =0 on a alors

tanh o = —K. (2.2.23)
c

Utilisant la relation 1 — tanh? o = 1/ cosh? o on déduit
1 1 Y
AV)=——=| v 10 . (2.2.24)

Notons que dans la limite des petites vitesses on retrouve les transformations
de Galilée. Notons également que A(—V) = A(V)~!. Dans la suite nous utili-
serons souvent cette transformation spéciale de Lorentz et nous utiliserons les
notations

V= ——_—, fB=-—, (2.2.25)

AZVQ; YS. (2.2.26)

2.2.4 Simultanéité

La conséquence la plus surprenante des transformations de Lorentz est
peut-étre que la notion de simultanéité dépend du référentiel. En effet si deux
événements sont simultanés dans le référentiel R et Az® = 0 alors Az’ =
—pyAzt, les deux événements ne sont pas simultanés dans R’ si Az! # 0.
Notons que l'on a Azl = yAz! et donc Az’ = —BAz'!. Comme |3] < 1,
les deux événements simultanés dans R ne le sont pas dans R’ mais vérifient

|AZ"0] < |AxY.

2.2.5 Dilatation des temps

Considérons une horloge en mouvement rectiligne uniforme a la vitesse V
dans le référentiel R. Dans le référentiel R’ I'horloge est au repos, par exemple



