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&������ ���� 	�� ������� �� 	� ������ �� ���/� �� �6�� ��� 		��������� ���
��������� <	 �� �
�)� &�� �
��� �/���� �	���; �K �
���/�?���� ��"����� ��
�/���>��� ���� �� ����� &������ ��������� �
�		����; 	�� ����� �� ��"��
��� ���/������� �� ��� ������� �
��� (���� ��� ������� ����	������ -�
��� �
�&&	��� � �� ������ ���� 	� ����� ��� � ���(���� ��� �������� ���
�����!	�� ��� E �������	���� F L�� � ��	���� ������; �� ����	�
�
���M;
�� ��������� 	�� ������� �������	����; ��� �� � ������ !�� �������)�
�� 	� �����>�� �� ��� ����N O���; ��	� �!(��� ����� ��������� ����� ������	�
&�� ������� ������� �� ��� &�� �
�������

-� &���>�� �&&���/� ���	����� �� �����&� ������	; �� �� �� ����� 	�
��		���� �����&���; ��� 	� ������� G �
��� �� �!(�� E ���)�	�� � ������
	�� ��/�		�� F; �� &	�� &���������; ��	 ��� E ����� &���� ��� ���!	�!	� ��
���� F� 8�� ���		� ��� 	� ������ �� ��� �!(�� J -��)���&� 	 �
��� �) ��
����!�� L�P��� )��)��&/���� ��>� �����&���; &��"	� �� �������� ��)������;
�������� �� ��	���� !����>���;���M �� �
�����!	�� ��		� &��� ������ L&�&��
	���� ��� ���	�� ���� 	� )�	�#�M; �� ��� ���>	�� ���/�������� �� 	��
��&���������� G 	�� �����!	�� �������	���� ��	� ��� 	� ����!� �� O���� ��
��)� L�.3%M �� 	
�����!	� �� ������ L�..%M; 	�� ����!�� ������,��� ��		��
��� 	� ����!� �� C�9�) L�3�4M; �� Q��&& L�3�%M; �� 8�8�		�� L�3.%M ����
������� �� ��� ���>	�� ���� �� �6�� ���� ������� ��� �����!	��; 	� �����
� )	��� &�� 	� ���� ��# &������� �� ����������� ��#��H���; �� &������
	�� ��# 7���>��� �� �������� <����� L��M ����	�&&�� &�� 8� �����	�� ��
��� ���&�; �� ��������� ������� ��� !����/� �� ������ ��� 7���>���
���������� ���� ����� �&���� 	
�����!	� ������	 ��� &	��P� �� E �������
���� F; &��� "#� �
��� �&&	����� ������������ ���� 	
��&��� ��� �����!	��
���&����� + �� ���� 	� ����� L������ �� ������ ��&�� �� 	���H�� ����
	� ��&&��� 1
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&	��P� �� &������ �� �����������; �� ��� ��� �� ����������� �� �� ��!���
���� � ������ 	�� ��/�		��� 0� � �(������ �� ����>�� �� &��!�!	��� �� &���
��������� �� �H�� ���& ��� ������; ��&&����� &�� 	
����������; �� ���� 	�
&����� �#��&	� ��� 	� ������ ��)�	>�� ��������� ��� R4;�S &�� +�7� ����
�����/ L�3�$M� ����� ������ �� �
������ �� �H�� ��&�; �)�	����� �&&�	���
E ������	�� F; ��� ����� �������� � �� ��
�� �&&�		� ��������� 	
+��	���
8�	�������	��

-�� !���� ���/�������� �� 	
+��	��� ������	� ���� ���� ��>� �������; ��
�		�� ����� &��� �� 	� &	�&��� ��� ������� ������� <	 ���� ���	)��� 	
�&&���
�� 	
�	)>!�� 	����� L&��� 	�� ��������� �
��������M; �� 	� ��&�	�)� L&���
	� ��������� ��� �����!	�� ������M �� ������� �� 	� �/���� �� 	� ������
L�������� ������	��; ������� ��)�	>��� ����M� 8�� 	 �
��� &�� ���������
�� ������ �� �&���	��� �� ��	 �� ��	 ������; �� �H�� �� �/���� �� 	�
������; &��� �
� ���������� �� 	��� �/���/� � ������ 	�� ���� �������	�; ��
�������� �� ��������� 	
������ ��)��		�� <	 � ��		� &��� ��	� ����� 	�� ����
!�	���� �� 	�� )�����	������ �� �	��������� 	� &��&��� ����� 	� �)����
���/������� ��� H��� ���(���� &�������; 	 ����� ��� �,��	��� ���/�����
��� �		�� ��� ��� ������� ������ ��� &���!	��

�
��� �� ������� �� ����)������ ��� �� ��(�� � 	
0��	� ��	����/����
�� 8������	; �� &	�� ���� � �	������ �� �0+; ��� ��� �����)� � &�� ����
������ ����� ���(����; 	
����H� �� 	� ���	�� ��� �������� ��� ��&�� 	�
&��(��� ���� 	� 	�� 	 ������ !�� �T� ���	���� ������������ &���	�!	�� G 	�
������ �
��� ������� � ��� ����!	�; 	�� ������� &����		�� �� ��� �� &	��
����� ����!	��; �� &�� �� �/���� ��� �����!	�� L�	��������M; 	�� ��������
�� ������� ������� �� ������� � �� ���� �������& �� ������ ��	�� ����
��&&�	���; ���� 	� �����#�� �� ���� ��������� ��� �#��&	�; 	� ��&�	�)� ���
����� ��� �!����� �� ������� �; ��� �� ��U�� �!������ ��� ���� 	
��)	�
��� &��&����� )���������� �� 	� !��	� ����� -�� ������� ���� ������� ��
��U�� ����	����� E ����������� F; ������� �� ��	���� ��� ��!���; �� �
���
&������ ���� �� &��	��� ��� �� ������� �� ����	; �� �
�����!	�� !���	����

+ �� &��&��; 	� �����&� �
�����!	�� ������!	��; ������� &�� �����/���
����; �� ��������� � ��� �&&���/� �!������ �� 	� ������; ��� ���	� �� �� ���
&�� ��������� �� �!����	� &��� ��!���� ���� 	
������ ��� �����!	�� �� ���
����� ������	�� <� ����� &������ 	
�#������� ����� 	
������; �� �
��� ����
����� &������ 	� C/���� �� 	� 8����� ��� ��������� ����� ��� ������
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��������� �������� �
� �� �,��	��� �����&���		�� ���� ��� �������� ��		��
��� 	� 	��)����; 	
���; �� !��)�� � ��&���� �� �H�� ���� 	�� 	�� �� &��!��
!	��� �	���������� E <	 �� ���� &�� )����� 	
��&�� F; �� &���&� &��&���
&�� �����	 � ��� 	
��&����� �� ��� �����)�� 2��� �� �������� &�� �� &	���
�� ���� 	� ���� G E -
��� ��� ������ &���&�	�� �� �	�)���� ������ ���#
�� ������� ���� 	�� ������������ �� �����!	� �/��� ��
	� ������ �����
��� 	
��)����� ��
�� &���� �
�!��� ��� 	�� !����� �/���� ���� �������
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&��� ����� F�
2��� ��&����� ���� ��� 	� &������ �����)� &���� ������ ��� !���� ��

����� )��������� �� �� ��
��� ��� ������; ��� ��&&��� �� ��� &��&�����
�� ������ 	���	�� -� 	������ � ��������� �	��� ��� ��� ��)�	>�� ���� ��
&������� �� ����	�&&������ &	�� �!������; ��� 	�����	� 	�� &�!	������ �&��
��	���� �� �������� &���

 � 	
� ���&��; �� 	��� �
������� ����� ���� � 	
������� �� �� �/���/���
��� �&���	��� <	 &������ ��������� �� ������� �� &����� ���	� �������
���� �� �� �	����� &��&��������; &�� ��� �&&���/� )���������� �� �������
�� 8����� ������ ���� 	� ������� ��	�; ��� 	 ��� ���U� &��� ����� �� !���
� ��� ����� �� C/���� @��������� �� 	� 8����� &	�� �������� -
����)����
��������; ���� 	�� �#������; �� ������ ���!�� �� ��(��� �� ��O�#�� &������
����� � �� &��(�� �� "� �
������� -�� ��	����� ���� &��&����� � 	� "� ��
	
�����)�� 7 	
�� ���� �� ����� �������)�; �� 	�� ���� ����H� 	�� ����� ���
���)�� �� Q� ��	�����; &�� �#��&	� ��� �������� �� ������ ����; 	� 	��� ��
8� �����	��; ������� ����������; ��	� �� @� 0�)��; �������� �������� ���
������ ��������; �� ��	� �� �� 8���	�; �������� �� ���� ��� �������� 
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����
���� �������
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������ ���� 8��-�!; �� 	� ��#��; ��&�)���
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�� �	����� &��&��������; �� V���9 5�������# � 	
�������� �	��� �����	�
<	� �
��� ��� &��� �� 	��� &������� �#&������ �� ��� �&&���� �� ��	�&	��
&������� �� �� ��&	"������� ��� �������; �
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-�� �����!	�� ������	� ���� ������� �!����� ����� 	� ����	��� �
��� ����
�
�&������� �
�� ��&� &�����	�� G �� &��� �
�� �����!	� �����; �� 	� ����
&	��� &�� ��� ������ �� ��&�� ���������� L�� �����������M �� 	���H��; ��
���&	��� �/����� �� ��� ��&�� &�� ��� ������ �� ��&�� ����������; ���� +�
���� �
��� 	� &�������� �� ��� �������; �� ���� �����	�)��� �� �����; &	��P�
��� 	� ����	��� "��	� ���� ������� ��� ��	��� ��� �
�		���� ���� � ��� !���	�
-
�&������ ��� �� ��)�)�� ����� ����� �� ��
�� � �; �� �
����������; �� ���
	� ����	��� ���� 	����	 ������ 	�� ��!��� �������; ���&��������� �� &���
�� ��&����  � �������� ���� �� �/�&��� &�� ������ 	� �������� �
���
�&&	����� ������  � ����� ��� 	� )������� ��� ��!���; �� &�������� ��
���# ���&������; �� ����� ��� �/�&���� � �� $; 	� ��������� ���&	�#� ���
����������� �
�� ����>�� �� &	������ �&&	�������

��� ������	
� �
�� ��������

-�� ������ 	�� &	�� )�����	�� ���� ��������� ���� �� ��&��� E ���	�
������; ��� �		�� ���� ��	�� ���� �6������ �����#���� ��&������ 	�� �#��&	��
�� ����� ������ �� ������� �� (�� ��� ��� �&&	������ �� R

D ���� 	���H���
<	 �
��� &�� ��������� �� ���� !������& �
/�&��/>��� ��� E &��� &����� &���
	�� �
��!��� G ��&������ �� � !���� �� 	� ����� �� �����������; �� �
�
��
�� ��
�� �� �� ����
��
��� <	 ���� ���� ��� E ��� �� ������ �������
!�� G &��
�#��&	� �� ������ ����
!��; ��� 	����	 ��� ��"�� ��� ����� �� ��������
2��� ��&�������� 	�� ��&���� �������� �� ��U�� &	�� ����		�� ���� 	� �/��
&��� ��

(( �������

 � �����>�� ��� ������� f : E −→ E � 7�� ���&�������� �����
!�� ���
���������� &�� 	�� &��&����� �� ��� 
������; �� ���� &�����	>������ &�� 	��
��"
��� �
�� &����



$ ����
	�� �� ���
	�� �	 ��
�	� ����

-
����� f ◦ f ��� ��"�� &��

f ◦ f(x) = f(f(x)).

 � 	� ���� f◦2� �
��� ���>�� )�����	�;

f◦1 = f , f◦(n+1) = f ◦ f◦n.

-
��	�� �� x0 L&�� 	� ������� fM; ��� 	� ���� (xn) ��"�� &�� 	� ��	����

x1 = f(x0), xn+1 = f(xn).

<	 �� ����	�� ��� xn = f◦n(x0)�
����� ����� ����; ��� ��!�� &��� H��� ����������� �� �
��������� ����

�� 	��� ���� �� ���� ���������� ��
��# ��!��� ������)������
��� �#������; 	 ��� /�!���	 �� ����� f(E); &��� ���� ����������!	� E

�� E ; 	
�����!	� ����� �� ������ 	�� ��)�� &�� f ��� &���� �� E�  � �&&�		�
���� ���� ��"
�� �� E 	� ����

(E, f(E), . . . , f◦n(E), . . .) ,

�K E ��� 	
�����!	� �� ��&����

((# )���� *&�

�� ��	�� �
� �� f ��� �� &��� x∗ ��	 ���

x∗ = f(x∗).

7 x∗ ��� &��� "#�; 	
��!�� &������ �� x∗ ��� ������ � 	���H�� G �
��� 	�
���� ��������� xn = x∗� 7 �� �����!	� E ������� x∗; ���� 	�� �����!	��
f◦n(E) ���������� x∗ �)�	������

)�����	�	�� �6� �
 f ��� ����
���� ����� �
�
�� �#��"
�� ����������� ���
��
�� � �$

2���������	��� 0� �6��; � (xn) ������)� ���� ��� 	��� x∗; &�� ��������
f(xn) ������)� ���� f(x∗)� 8�� f(xn) = xn+1; ���� f(xn) ������)� ���� x∗�
����� ��� 	��� �� ���� ������)���� ��� �����; �� �� ����� ��� x∗ =
f(x∗)� ���� x∗ ��� &��� "#��

��� �T� �������� �������� �
��� ����� &��� "#� G ������� &��� �#��&	�
���� R 	� ������� f(x) = x2 + 1� C����� 	�� ��!��� �
�� ���� ���� 	
�"�� +
	
������; 	
�&&	����� 
����
�� ��"�� &�� �(x) = x ����� ���� &��� �� R

����� &��� "#��



���� �����
��� ����� ����	
�� %

((% +������ ��,��������

-� �������� �
��� �&&	����� &��� ������� �� ����	�� �� ����� ��
����!�� ��� 	�����		�� �� &���>���� 	�� ��!����

��� ����"� Γ �� E �
��� !�� ��"�� ��� 	�����
�		� ��� &���������; �
����
����� 	
��)� �
��� �&&	����� ������� γ : I → E �K I ��� �� ������		� ��
	� ����� ���		� L�������		����� I = R �� R

+M� -� ����!	� t ��� 	� �����%���;
	� ������� γ 	� ��������
���
��� -�� �#������� �
��� ����!� ���� 	�� ��)��
��� �#������� �� I 	������ I ��� �� ������		� !����� 7���; �� 	�� ��"��
&�� ��� 	��� G � &�� �#��&	� I = [0,+∞); 	�� �#������� �� Γ ���� γ(0) ��
limt→∞ γ(t); � ����� 	��� �#����

���� ��
��� ��!�� ����� ��� ��� ����!� Γ; 	 ���� ��� &��� ���� &���
�� ��&��� x; 	
��)� f(x) ��� ������ ���� Γ� ���� 	� �����)� �
�� &���
"#� x∗ �� �&&�		� ����"� 
����
���� ��� ����!� Γ; �
�#������ x∗; ��		� ���

f(Γ) ⊂ Γ.

���� 	�� �#��&	�� �� �� �/�&���; 	�� ����!�� ��������� ���������� �� ���
���)� �� x∗; ��� �		�� ���� ������ ��(����� ���# � ���#; ���� �� x∗�

((' �	����-�� ����� �..��"����� ��������

������U��� &�� ��&������ ���	���� ������ �������		�� ��� 	�� �&&	���
���� 	������ �� ������� "��� ��&������ �� �� &��� ���� ��&&�	��; ��
�� ��&&��� ������ 	�� ����������� �� 	�� �&������� �	��������� ��� 	��
������� L������; ��	�&	�����; ������M�

������� &��� E �� ��&��� �������	 ��� R �� ������� D ≥ 1� ���
!��� �������� ����� ��&&���� "#��; ���� 	�� �������� ��� &��� ���&�������
(1, 0, ..., 0); ���; (0, .., 0, 1); �� ����"� �/���� �	����� x �� E ���� 	� �������

X =

⎛
⎜⎝

x1
���
xD

⎞
⎟⎠

�� R
D� -
������� �� ��	���� ��� ��� ���������; ��� � �� &���>�� ���

������� �� 	)�� &��� )�)��� �� 	� &	��� �� ��	�� 	� ������� ���������

Xt = (x1, ..., xD).

-� ������� ��	 0 �� E ������&��� �� ������� 0 �� R
D; ���� ������ 	��

���&������� ���� ��		���
���� ��"�� ��� ����� �� ������)����; 	 ��,� �� 	� ���� ��� R

D� 7��
��� ���� x(n) �� E ; �� x∗ ∈ E � 7��

X(n) =

⎛
⎜⎝

x
(n)
1
���

x
(n)
D

⎞
⎟⎠ �� X∗ =

⎛
⎜⎝

x∗1
���
x∗D

⎞
⎟⎠



1 ����
	�� �� ���
	�� �	 ��
�	� ����

	�� �������� �� R
D ��������  � ��� ��� x(n) ������)� ���� x∗ � &��� ���� i;

x
(n)
i ������)� ���� x∗i G �
��� ��� ������)���� ����������� ��� ������������

7���� $�����	����

 � &��� ���� ��	��� 	� ���!�� ���	 ������ ������ � x; �� � X G

‖x ‖ = ‖X‖ = max{|xi| : i = 1, ...,D}. L���M

 � ���; �� ��U�� �����	����; ��� 	� ���� x(n) ������)� ���� x∗ �

‖x(n) −x∗‖ → 0.

0
���	�� �6� &��
��� !�� ‖X‖ ����%�� ��� ���
� �����
���� �������������
�#��� ����� '

($ ‖X‖ = 0 ⇔ X = 0 )

*$ +��� ���� ���� a�
‖aX‖ = |a|‖X‖.

,$ �
 X �� Y ���� ��� �������� !������!����

‖X + Y ‖ ≤ ‖X‖ + ‖Y ‖.

 � �� ��� �������)� ��� 	�� ������ ���� 	� �/�&��� ��

����	���	�� �	���	��

��� �&&	�����; �� ������������� f : E −→ E ��� �
���
�� � �		� ���&����
	� ��������� �
��&��� �������	 �� E ; �
��������� � &��� ���� �������� x; y ��
���!��� ���	� α; β;

f(α x+β y) = α f(x) + β f(y).

��� ��		� �&&	����� ��� ���>������ ��������� &�� ��� ������ A �� ��		�
D×D; ���� 	�� ��	����� ������&������ ��# ��)�� &�� f ��� �������� �� 	�
!���� ���� ���� x; 	
��)� f(x) ��� ��&�������� &�� 	� &����� AX�

-
�&&	����� 
����
�� �E ��� ��������� &�� �E (x) = x� -� ������
������&������� �
����

I =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
���

� � � 0
0 0 · · · 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

7 	
�� �/��)� �� !��� 	� ������ �� f �/��)� �� )�����	� ��&������; � A
��� 	
������� ������ �� B 	� �����		�; A �� B ��� ��� �������������� ����
������ 0� ��� 	 �#��� ��� ������ �����!	� P ; 	� ����
�� �� ����������
�� "���; ��		� ���

B = P−1AP.



���� �����
��� ����� ����	
�� *

-�� ��	����� �� P ���� 	�� ���&������� ��� �������� �� 	� �����		� !���;
�#&���� ���� 	
������� !���� ���# ������� �� ���"��� ��� ��	���� ��
��&� �������� ���� ���� ���"��"����

0� �	����	�� �

<	 �
� � ��
�� ���	 ��&� �
�&&	����� 	����� R → R G �� ���� 	�� ��������
f(x) = ax; �K a ��� �� &����>��� ���	� ���� ���� n; f◦n(x) = an x�

-
�&&	����� ������ ������&��� � a = 1 G ����� ��	��� x ��� &��� "#�;
����� ��!�� ��� ���������� 7 a �= 1; 	 �
� � ��
�� ���	 &��� "#� G �
���
x = 0� -�� ��!��� ������)��� ���� 0 � |a| < 1; ���� �		�� ����)����

0� �	����	�� �

-�� �#��&	�� 	�� &	�� ��������� ������&������ � ��� ������������� )���
�������� ������� G

5����/��� �� ��&&��� ρ G Hρ =
(
ρ 0
0 ρ

)

A������ �
��)	� θ G Rθ =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

7������ &�� ��&&��� � Ox S1 =
(

1 0
0 −1

)

-�� ���# ����>��� ������� ���� ��� ��� &�����	��� �� ������� ��
��
����
��� ������ ������ ��� ��� ������ �����!	� ��		� ��� A−1 = At; �� ����
	�� ��	����� ������� &�� ���������� ��� ���		� ���/������	�� C���� ������
������ 2 × 2 &��� �
����� Rθ �� Rθ ◦ S1; ���� �&&������ ��# ���# ��&��
������� G

A =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
��

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
.

-� ���������� ���(A) ���� ±1� -� ������������� ������&������� � 	� &���
&���� �� ��������� 	�� ��������� 0		� �������� ���� ���� 	�� ��)	�� ���
������� G �		� �� ������� &�� 	�� �!(����

��� �	�	�	���� �� ��&&��� ρ > 0 ������&��� �� &����� �
��� �������;
�������		����� �
��� �������; �� �
��� /����/���� 7� ������ �
���� ����
ρA �K A ��� ������� �
��� ��� ��	���� ������ � ���(A) = 1; ������� �
���(A) = −1� ��� ��	���� �������� 	�� ��)	��; ��� �(���� �� ������� ��
��������
�� L� ρ < 1M �� �� �
�����
�� L� ρ > 1M�

<	 �#��� !�� ������� �
������ ��&�� �� ���������������  � ����� L����
��� ���M ��� ����� ������ 2× 2 ���		� ��� ���!	�!	� � ��� ������ �� 	
���
��� ������ �������� G(

λ1 0
0 λ2

)
,

(
λ h
0 λ

)
,

(
α −β
β α

)
L���M

�K ���� 	�� &����>���� ���� ���	��  � �������� 	� ����� ρRθ ���� ��		� ��
������



. ����
	�� �� ���
	�� �	 ��
�	� ����

/�������� ����� ����	���	�� �	���	��

 � �� ��� λ ��� ������ ������ �� A �
	 �#��� X �= 0 ��	 ��� AX =
λX� �� ��	 ������� X ��� �� λ	������� ������ �� A� -
�����!	� ��� λ�
�������� &��&���; �����	 �� ��(��� 	� ������� 0; ��� 	� λ���&��� &��&��� �
���
	
�����!	� ��� �������� ��	����� �� 	
�������

(A− λI)X = 0.

C���� ��	��� &��&�� ��� ����� �� &�	��P�� �������������

ϕA(λ) = det(A− λI)

�K det ���)�� 	� ����������� ����� 	 ��� �� ��)�� D; 	 � � D ��	����
&��&��� λ1, . . . , λD; �������� �� ���; ���		�� �� ���&	�#��� 7 λ ��� ���&	�#�;
	�� �������� &��&��� ��� ��� ���&������� ���&	�#���

-� ����
��
�
�� �� λi ��� 	� &	�� )���� n ��	 ��� ϕA(λ) ��� ���!	� &��
(λ− λi)n� -� ��	��� &��&�� ��� �
���� � �� ��	�&	��� ��� ��

2	������	���	��

���� 	� ��� �K 	�� ��	���� &��&��� ���� ������ ���		��; A ��� ��)���	��!	�
�
	 �#��� ��� ���		� �� D �������� &��&��� ���&������� ��� R; ���� ������
����� ��� !��� �� R

D� ���D ��	����� ������� ��� ������ P = (X1, ...,XD)�
7

Diag =

⎛
⎜⎝

λ1 0
� � �

λD

⎞
⎟⎠

��� 	� ������ ��� ��	���� &��&��� ������&�������; �	���

P−1AP = Diag.

��	� �)�"� ��� ���� 	� !��� ��"�� &�� 	�� �������� &��&���; 	
�&&	�����
	����� f � ��� ��������� ��>� ��&	� G &��� �/���� ��	��� �� i �		� �� �����
� ��� /����/��� �� ��&&��� λi ��� 	� i�>�� �#��

���� 	� ��� �K 	 � � ��� ��	���� &��&��� ���&	�#��; 	 ��� &	�� ��&	� ��
��������� E ����� �� ��&��� �������	 �� ������� D ��� C; ���� ����"�
� C

D� -� �H�� ������� �� ��)���	����� P−1AP = Diag ����� ���� �
	
�� &��� ������� ��� ������ ���&	�#�; �����!	�; ���� 	�� ��	����� ���� ���
�������� &��&����  � ��&&�		� 	�� �������� /�!���		�� G λ &��� 	� ���&	�#�
���(�)�� �� λ �� |λ| =

√
λλ &��� ��� ����	��

7 	
��� ��� ��	���� &��&��� �� A � ��� ��	�&	��� ���������� ��&������
� 	� ������� �� 	
��&��� &��&�� ������; A �
��� &�� ��)���	��!	� G 	 ���
�&���!	� �� ������� ��� !��� �� E ���&���� �� �������� &��&����



���� �����
��� ����� ����	
�� 3

#���� ��������

-� &����>���
λ(A) = max |λi|

��� 	� ����� ��������� <	 (��� �� �P	� �&������ ���� 	� �������� �
���
������� 8�� 	 ���� ����� ��� �� &����>��� ���������� f ���� !�� ���
�� ������ ��&���������� A� 0� �6��; � A �� B ���� ���!	�!	��; �� ���"�
����N ������� ��� ϕA(λ) = ϕB(λ)� -
�����!	� ��� ��	���� &��&��� �������
	� �H��; �� � !�� λ(A) = λ(B)�  � &����� ���� ���� ����� λ(f) 	� �����
�&�����	�

*���	�� ������	���

��� ������ ��������� A ��� �)�	� � �� �����&���� At� ���� �� ���
&�����	��; �� &��� ������� ��
�		� ��� ��)���	��!	�; �� ���

LM ������ 	�� ��	���� &��&��� ���� ���		�� I
LM ���# �������� &��&��� Xi; Xj ������&������ � ���# ��	���� &��&���

�������� ���� ���/�)����#; �� ���� �� &����� ���	��� ���� R
D GXt

i Xj = 0�
 � ����� �� ��� &��&����� ��
	 ��� &���!	� �� ������� ��� !��� �����	

������� �� �������� &��&���; ��������� �� ��� ������ �� �/��)����� ��
!��� P �� ��� ������� -
������� �� ��)���	����� �
����

P tAP = Diag.

0
���	�� �6� -� ����
��� ���� ��
� �� �����
!�� ��� ����
��� ��
������ '

(
0.8 −0.15
0.1 0.45

)
,

(
1.23 0.36

−0.64 0.27

)
,

(
1.15 −0.4
0.2 0.75

)
.

.������� ����� ������� ������� ���� R �� C$ ������� !�� �� ����
%�� �� ��
���
�
%�� ���� �
������
��"��� /������� P ����� !�� P−1AP ��� �
�������0�
�� !�� �� ��� 
%�� �� �#��� ���$

0
���	�� �6� 1#�!���
�� �� ������ ��
�� C ���� R
2 ��� Xt X = 1$ ��
� A

��� ����
�� 2× 2 �� ������
���� ��� ���$ -� ���� ������ �#���
��� Γ� 
����
�� C ��� A$

�0 ��
� B = (AAt)−1$ ������� !�� �#�!���
�� �� Γ ��� XtBX = 1$
"0 ��
� λ1� λ2 ��� ������� ������� �� AAt$ ������� !�#����� ���� ���

������� �� !�#
� � 
��� ��� ����
�� ��
��
�� P ����� !��

P tBP =
(

1/λ1 0
0 1/λ2

)
.

�0 ������� !�� �#�!���
�� �� Γ ���� �� �������� "��� ������
��� ��� P
���

z2
1

λ1
+
z2
2

λ2
= 1.



�4 ����
	�� �� ���
	�� �	 ��
�	� ����

�0 2���
���
�� ' ��
� A =
(

2 1
1 2

)
$ 3�����
��� �#�!���
�� �� Γ� �������

�� �
����
�� �� ��� � �� �� ������ �#���
���$

)�	�� �
� �� &��� "#� L������� ��	����M �� A ������&��� � �� &��� "#�
L�������M �� 	� ������������� 	����� �������� �
��� ���� ��� ��	���� X∗

��		� ���
AX∗ = X∗ ,

�� ������
(A− I)X∗ = 0.

-� ������� 0 ��� ���(���� &��� "#��

0
���	�� �6 &��
��� !�� 0 ��� �� ���� ��
�� � � �
 ( �#��� ��� ������ ������
�� A$ 1���!�� A � ��� ������ ������ ����� 4 ( 
� � 
��� �� ������
�� ���

���
�� �� ��
��� � ��$

�5������ �6� ��
� f ��� ����
���
�� �
���
��� �� ����
�� A ���� ��� "���
������$ ������ ��� ��"
��� �� f ���������� ���� 0 ⇔ λ(A) < 1$

2���������	���  � �� ��	��� 	�� �������� ������		�� A �� X ��������
� f �� x�  � �� �� ������ � ��� 	� ���; ��>� ��&	�; �K A ��� ��)���	��!	��
⇒ 7�&&����� ��� λ(A) ≥ 1� +&&�	��� λ1 ��� ��	��� &��&�� L���		� ��
���&	�#�M ��		� ��� |λ1| = λ(A) L	� ����� �&�����	M; �� U1 �� λ1��������
&��&���  � � AU1 = λ1 U1; ���� An U1 = λn

1 U1; �� ‖An U1‖ = |λn
1 |‖U1‖ ≥

‖U1‖� ��	� &����� ��� An U1 �� ���� &�� ���� 0� ���� � ������ 	�� ��!���
�� f ������)��� ���� 0; ������������� λ(A) < 1�
⇐ <	 ��,� �� ��������� ��� � λ(A) < 1; 	� ���� ��� ������� An ����
���� 	� ������ 0� 7�� ��� ������ �����!	� P ��		� ��� P−1AP ��� �)�	� �
	� ������ ��)���	� Diag� ���� ���� n; P−1An P = Diag

n� -� ������ Diag
n

��� ���� ��)���	�; �� 	�� �	������ �� �� ��)���	� ���� �� ��&� λn
i ; �K λi

��� ��	��� &��&�� �� A� ����� |λi| < 1 	� ������ Diag
n ���� ���� 0� ����

���� An�

7 A �
��� &�� ��)���	��!	�; �� ����� � 	� �H�� ����	���� �� ��	����
	� ����� ����
�� �� 5����� �� A� 2��� �� ������� &�� 	� ����	; �� &��
���/�����

#������� 7�&&����� A ��)���	��!	�; �� ��	���� &��&��� λi ���� λ(A) =
|λ1|; �� �� �������� &��&��� ������&������� Ui� 7�� �� ������� X0� ���� 	�
!��� ��� �������� &��&���; 	 �
���� ���� 	� �����

X0 = a1 U1 + ...+ aD UD.

7�&&����� ��� |λi| < |λ1| &��� ���� i ≥ 2; �� a1 �= 0� �����

AnX0 = a1λ
n
1 U1 + · · · + aDλ

n
D UD

= λ(A)n
[
a1(

λ1

λ(A)
)n U1 + · · · + aD(

λD

λ(A)
)n UD

]
,



���� ���
	�� ����� ����
��	
�� �
� �
�� ���� �� ���� ��

�� �!����
1

λ(A)n
AnX0 −→ a1 U1.

7 �� �����	��; � �/���� �������; 	� ������� AnX0 G

1
‖AnX0‖

AnX0 =
AnX0/λ(A)n

‖AnX0/λ(A)n‖ → a1 U1

‖a1 U1‖
=

U1

‖U1‖
.

-� ������� �� AnX0 ���� ���� ��		� �� U1; 	� ������� &��&�� ������� ��
����� �&�����	�

0
���	�� �6� ������� !�� �� ����
��

(
λ h
0 λ

)

�#��� ��� �
������
��"�� �
 h �= 0$ &��
��� ��������� !�� �� �����%�� ($( �����
���
� �#���	4	�
�� !�� �
 |λ| < 1� ����� An → 0$

��� ������� �
�� ����������� �������� ���� �� ����

-
�&&	����� 	����� f ��� ������� � 	� ������ A �� ��		� 2 × 2; ��
��	���� &��&��� λ1; λ2�  � ��&&��� ��� |λ1| = λ(A) < 1�

(#( ������� .��.��� ������� �� ������"���

7�� P = (U1, U2) 	� ������ ���� 	�� ��	����� ���� ��� �������� &��&���
&��� 	�� ��	���� &��&��� λ1; λ2� �� &��� �� ����������� X ���� 	� !���
��)��	� � &��� ����������� Y ���� 	� !��� ��� �������� &��&���; ���� X =
PY � ���� ����� ����>�� !��� 	� ������ �� f ��� P−1AP = Diag; �K

Diag =
(
λ1 0
0 λ2

)
.

������� �� X0 =
(
x0

y0

)
= PY0 ���� Y0 =

(
u0

v0

)
�� ��	��	� 	�� ������

����������

Xn = AnX0 = P Diag
n P−1X0 = P Yn,

�K

Yn =
(
λn

1u0

λn
2v0

)
.

-� ���� (Yn) ��"�� 	�� &���� �� 	
��!�� ���� 	� �����		� !����  � &���
����)��� &	������ ��� G



�� ����
	�� �� ���
	�� �	 ��
�	� ����

�8 0 < λ2 < λ1 < 1 9

<	 ��� &	�� ������� �� ��	��	�� 	
��!�� ���� 	� !��� ��� �������� &��&����
-�� &���� (λn

1u0, λ
n
2v0) ���� ����� ��� 	� ����!� &���������

Γ(u0,v0) :
{
u(t) = λt

1u0

v(t) = λt
2v0

t ≥ 0.

7 x ��� �� &��� ���	������ �� Γ(u0,v0); 	 �#��� ��� ��	��� t ��		� ��� 	��
����������� �� x ���� (u(t), v(t)) ���� 	� �����		� !���� -� &��� f(x) � &���
�����������

Diag

(
u(t)
v(t)

)
=
(
u(t+ 1)
v(t+ 1)

)
:

�
��� ������ �� &��� �� Γ(u0,v0)�  � �� ����� ��� ����� ����!� ��� ��������
���� 	� ���� ����� &�)� %� 7�� ������� ���������� �
����

v = v0

∣∣∣∣
u

u0

∣∣∣∣
α

���� α = log λ2/ log λ1� ����� α ��� &	�� )���� ��� �; 	� ����!� ��� ���)����
� 	
�#� 0u � 	
��)��� + 	
�"�; 	� ������� ����&������ ��� 	
�#� 0v�

0� �������� ��# �������� �����������; 	
��!�� (Xn) ��� ����� ��� ���
����!� �� ��� ��� ����������� 	����� �� Γ(u0,v0) G �		� ���� ���� 0; �K �		�
��� ���)���� �� ������� U1 L������� &��&�� ������� �� ����� �&�����	M� 7�
������� ����&������ ��� U2�

−8 −4 0 4 8
−8

−4

0

4

8

−8 −4 0 4 8
−8

−4

0

4

8

���� ��� W + )���/�; ��!�� �� ����!�� ��������� �� 	� ������(
0.8 −0.15
0.1 0.45

)
L��� 	
�#����� ��� &��� ��� ����� �&�����	�M� -�� ��������

&��&��� ������� 	� &���� �� 	� ���)���� �� 0 �� 	� ������� ����&�������
+ �����; �H�� ")��� ���� 	� !��� ��� �������� &��&����
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8 0 = λ2 < λ1 < 1 9

�
��� �� ��� 	��� �� &��������� -� ������ A ��� 	� &����� &�� λ1 �
���
������ �� &��(����� ��� U1; &���		>	����� � U2� +&�>� 	� &���>�� �������;
	�� ��!��� ���� ������ ��� 	� ����� &������ &�� 0 �� �� ������� U1� -� ���	�
����!� �������� ��� 	� ����� &������ &�� 	
��)��; �� ������� U1�

�8 −1 < λ2 ≤ 0 ≤ |λ2| < λ1 < 1 9

7�	�� 	� &���� �� 	
����� n; 	� ���� (Yn) ��� ����� ��� 	
��� �� 	
�����

��� ���# ��!��� �� 	� ������

(
|λ1| 0

0 |λ2|

)
&������ &��

(
u0

v0

)
��

(
u0

−v0

)
.

��� ����!� �������� ��� ���� 	� ������ �� ���# ����!�� ��������� ���
�������� �� ��� ����

�8 ������ ��� 9

�� ���� ���# �K λ1 < 0� <	� �� �������� ��� ��� &���������� -� ����� ���
����!�� ����� 	� �H���

−8 −4 0 4 8
−8

−4

0

4

8

���� ��� W  �!��� �� 	� ������ A =
(

1.23 0.36
−0.64 0.27

)
L��� 	
�#����� ���

&��� ��� ����� �&�����	�M� -
����� ������� &��&�� ����� � 	� ��� 	� &����
�� 	� ���)���� � 	
��)�� �� 	� ������� ����&�������




