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	 �
�� �	� ���� ����	� �
��	������ �	 �� ����	 �
	������� �� ����	 ��	� �	 ���
�	 �	�������

�	 ������	 �����	���� ���� ���������	��
�	  !�! ���	�� �� ���"�#�	 $%$ �	 "��	 �	���& ' �� ����������� �	 �� ����	 �
	�������
�� ����	 ���� �	� �������	� 	����	��	� 	��	 �	� ���	�� (��� � ���������) ���� �	 ���
�	 ����	 ��	������	) �� �����	 �$* + !�!�!, -�� �����	 ��	 �	����	����� .�����	�
����	�	��/ 	 �� �����	 *$* + !�!�0, -�� �����	 ��	 �	����	����� .�����	����	�/�
�	� �	�� �����	� �	��� �������	� ��  !�!�1) �	�� 	� ����	��	 �	��� ������	� 	
���������	��� �	 ��� �	 ����	 �������	 �	� ���	� �	�� ������� ��  !�!�2 ��	� �� �����	
$345�
�
������	 �	� �	������	� �	�� �
�"�	 ��  !�0� �� ����������� �������	 ���� &���	 �	 ����
"�#�	 �������	 	� �����"�	� ���	� +*6�$, �	�� &������	 ��  !�0�!� 3����	) �	��� ������
�	� ��������	� �	�����-�	�) �� ���� �� ������� �	 �������
�� ������������� +.�	�	�
7��/, �� ��	 ������	�) ���� �
8���	) 	��) �
	��'����	 �	� ���	�� -�� �	�	� ������
��"�	� ���#� ���-�	 ��������� + !�0�0,) -�	 ���� �� ������� �	 �������
�� 
�����������

�� �����	����	��"�	� +.�����	�	7��/, �� ��	 ���#�	� ��	��#�	�) ���	�� 9�����	��) 	��)
�
	��'����	 �	� ���	�� �������� �� &�� 	 ' �	���	 �	 �	�� ��������� + !�0�1,�
�	  !�1 �
����	��	 ' �
������	 �	� ����� (��� ���	���� ���������	�	�
� �	 �� ��9����� 	 �	 �� &��������� �� ���"�#�	 ������� + !�1�!,
� �	 �� ��������� �� ��� ��� �
�� ���������	�	� ���� �������� �	 �� ����	

+ !�1�0,
� �	 �� ��������� �	 �� ����	 �
�� ���������	�	� �� ������	 ��� + !�1�1,
:�	�-�	� 	�	����	� 	 ����������� ��;��	��� �		 ����	 ��  !�2�

<	 ���"�	�� ������	� ����������� ���	� ���� 	� ����� �	 �
���������	�	� �	 ����	 =
	� ��������	� �	� ������	� �������	��� 	�� >?@) >!0@ 	 �	� ������	� ���� ���	�� >!1@) >!2@)
>0@) >!A@ �� �� ������	 ���	�� �	�� �	� 	�	����	� >!@�

��� ��������	�
� �� ���� ������	�
� ���� ��
��	

<��� �	 ���������	) ���� ����������� �� ����	 -�� �
	� ������ -�
' �	� �������	�
	����	��	� +.	������ ����	� ���	������/,�
�
�"�	��& 	� �
���������	� � �
	��'����	 �	 �����9	� ���� �	 	��� � �	� ��B��	�	�
���	� �� ����	 �	 &�C�� ' ������	� �	 ����	 	� �	 ����� �	 	��� �����"�	) �� 	�
�	��	��� "�	� ��� �	� �������	� 	����	��	� 	��	 �	� ���	��
�
���������� �����#	 �
��	 �����	 �
���������	�	� ���	���	 �� ������ �����������	
�
��&������� 	 �	 �	��	�� �	� �����	� �� ��� ������ 6� �����	�
� �	 ��������	� �	 ����	 	� �	� ��B��	�	� ���	� D
� �	 ��9��� �	� �������	� 	����	��	� ���� �	� ���	� D
� �
	���	� �	 ���� ��������	� �	� �������	�) ����� -�	 �	� ����	� �	� ���	��
�
	� ���� �� ������ �����	�� ��� �� �	 &�� ��� ���� 	���	� �� ��E���� . . . 	 -�	
���� ������	���� �������� ���� �	� ��B��	�� 	�	���	� 	���������
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����� �� ����	
� CPM �	 PERT �

���� �� �	�
�� ���� �� ������ ���� �������� ���������� � ��� ����	������ �� �����	��	���
��	���� ���	�������� �����	������� �� ���� �� ����� j �� ���� ������	 ��� �� � ����� i ���
��	�������
�� xi 	��	������ �������� �� ����� ����� ����� i �� di �� ��	��� ��� ����	����� �� ����� 
	��	��� ��	���� ����	��

xj ≥ xi + di

!��� � ������� �� ������ �	������ �CMP � �� ������� ���� 	��	�������� ���� "�	��
���� �#	���� �$��������� �������� �� ��#��� %&% �%���$��� �� �	�� ���'�	(� )
* �� ������� 	��	�������� ��� ������ ��� �$�������� �� ���������� ����� m,n, . . .�

&� ���	����� �� ������ ������ �DEB �� O� �� �� ������ +�� �FIN �� N��
* �� �	
� 	��	�������� �� ��
��� �� �� $���	� ��	���� ��	 �� �	�� ��������� �� ��	���

��� �������
,�� ����� i ��� ���� 	��	������� ��	 � +#�	� -�-
�� ��� ����	����� �� �����	��	��� ��	���� ��	 � +#�	� -�.

i di

������ -�- * /���� ���� �� #	���� �$��������

i j

������ -�. * 0���	����� �� �����	��	��� ��	���� ���� �� #	���� �$��������

%$�� �� ��������� ��������� �� � ����	�� ��� #	����� �$��	 ��	��� 12 �� ���� -�

Γ−1(m)

m

Γ(m)

������ -�3 * 4������ ��� �	���������	� �� ���������	� ��	���� ���� ������

* Γ−1(m) ����#�� �������� ��� ������� �	�������� ��	���� �� ������ m
* Γ(m) ����#�� �������� ��� ������� ���$���� ��	���� �� ������ m
���� ������	�
� ��� ����� ������ �� ������� ���� 	���� ��	 �� ���� �
 �	� �
�� ��	�� ��� ��� ���� ��	�	 �� � ����� (m,n)� ��� 	��� � ������ m �� ������ n� ��
��	�� d(mn)�
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������ �� # $����� ��"�� �	��������

$����
�	� ��	�������	� �� ������ ���	��� �� ����� ���� ��� ���
�	� �� �����	��� �� ����
��� �%����� �� ��� &��	� ����� ��'! ���� ���������� �� �	����	� �(
# �� ����� c � ���� ��"���� ��� �	 ��� ������ a �� b ��� ����	����
# �� ����� d � ���� ��"���� ��� �	 �� ����� a ��� ����	���

�

�

� �

�

������ ��' # )�������	� ���� ����� ���	�� �� ����� ����

*	 �� ���"�+�� ��� "	� ����� � ����	���� �� ������,�������� � �������� ��� ��
�	���	��
)� ���	�� ��� ������ �����	
 � "	� �%��	��� ��� �	-����� �����	��� �� ���������
���� ��� ������ ��� �����"����	� �� ������,���������
.��� ��� ����� �"���� �� �	���	�� 	� ��� ����	"�� �� ��������� 	�
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�� ��
 ���
� &��	� ���	�	� �/��� �� ���� �!�
0�������
# ���� ������ ��� ������������� &	�	 DEB! ��� �� ��� 1 2
# ���� ������ ��� �� ��� k �	 ���� ��� ������������� ��� �� ��� 	
��	��� � k�
3�� ������� �� ���� ��� ��� �������� ��� � ����� ��������� �� �� ���������
��� ����	���� 4������ �������� �� ������ FIN &��	� ������ N!�
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�
�!��� ��������� �� !��� ��
��� �� �	���
�
��� ��� �����	��
�� �� ��������
��
��� ������� ��� !��	� ���� 	�
���� D �� ��	������ (N + 1 × N + 1) ���
 �����	��

(m,n) ���� m < n� ��
 �� ���� d(mn) = di �� �� 
���� i = (m,n)�

�� ����� ��� 	��
��

�	
����� ��� ��� �� ���� � �� ��	��� � � tm
����� �� ���� 	�
	�������� �� 
	���	 ������� ������ �� 
��� ��������	� � �� �� �� ������

������ �� ������ ��� ������ ��� 
	������� ����� ���
�� ����� ���� �� 
��� ��� �� �����
� m
��� ����� tm �� ��		��
��� � �� �������	 �� ����� �� 
��� ���� 
��	 ����	 �� ����

������� ��� �� ���� m�

"�� ������� ��� ��
�� � ��� 
#
� ��� ������ ���� �������� ��������
�	� �� $��%�
��

������
 �� 	������ ���	��
���� �� ������		�
��� �&��	��� ��� ������� �� ������
��� ���	��� ��� ��� ����� � ��		�
 DEB �' ��(����
� ��		�
� m )���� * +,� � �

�	�  -� .� �����
 ���
����	��
 t0 = 0� ��� ��
�� tm ���
 ���� ��
��	����� ��� �� !��	��
�������
� �� m = 0 / m = N �

tDEB(= t0) = 0

tm = max
l∈Γ−1(m)

(tl + d(lm)) ) � -

�	
����� ��� ���	� �������� ����	����� �� �����

 � ���� �� 
��� ��� tN �� ���� !"# ��		��
��� � �� ��	�� ������ ����������� ��


	�$���

�	
����� ��� ��� �� ���� ��� �� ��	��� � � t�m
����� �� ��	���	 ������� ������ ���� �� ��	���	 ������ ��� ������ ��� 
	������� ����� ���
�

���� 
���� ���������	 �� ��	�� ����������� ������ tN �� 
	�$���

����� ���� �� 
��� ��	� �� �����
� m ��� ����� t�m �� ��		��
��� � �� ��%�	���� ���	� ��

��	�� ������ �� 
	�$�� (= tN ) �� �� �������	 �� ����� �� 
��� ���� 
��	 ����	 ��

���� m �� ���� FIN �

01� �� ������
�� �� ���� 	���	��� � �����
� �� ���� �������

t�N = tN

.���
�� ��������
�	� �� $��%�
�� ��
 / ����� ������� ��� ������� �� ������ ���
���	��� ��� ��� ����� ��� ��(����
� ��		�
� m � ��		�
 FIN �
 ��� ������ ���

���
���
�� �� t�N � 2�� ��
�� t�m ���
 ���� ��
��	����� ��� �� !��	�� �������
� �� m = N
/ m = 0�

t�N = tN

t�m = min
p∈Γ(m)

(t�p − d(mp)) ) �+-

��� ��' ��
�� tm �
 t�m �� ���
��� m �����
 �����	��
 3
�� �������� �� �� 	�
����
D �������� � ������ 4 ��� ��� !��	��� ) � -� ��� ��		�
� l ∈ Γ−1(m) ���
 ��' ��
��
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���� �� �	�	��
 m ��
� ��
 ���
� �	�����
 d(lm) ������ ��
 �	� �
� �	���
� ������ �
�
�	��
�� p ∈ Γ(m) �	�� �
�� ������ ���� �� ����
 m ��
� ��
 ���
� �	�����
 d(mp) ��	�
����
 ��� �
 �����������	� �����

��������

�� ����	����	� m ���� �	��
� � 
� �
� ���
� �� ���� ��� tm 
� �� ���� ��� t�m� �	��
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� �
 �� �� 	� �������
 �� �
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 i� 	� ���	��
 ����
 ���
� *

�	
����� ��� �	�� �� ���� � �� �� ���� i � ES(i)
����� �� ���� �� 	�
� 	����� ����� ES(i) ���������� �������� ������ � ���
���� �� ��� 	�������
�� ������� �� ���� i �

ES(i) = tm ���+�

�	
����� ��� ��� �� ���� � �� �� ���� i � EF (i)
����� �� ���� �� 	�
� 	����� ����� EF (i) ����������  ���� ������ � ���
���� �� ��� 	�������
�� �������� �� ���� i �

EF (i) = ES(i) + di ���,�

�	
����� ��� ��� �� ���� ��� �� �� ���� i � LF (i)
����� �� ���� �� 	�
� ��������� ����� LF (i) ��!�����  ���� ������ � ���
���� �� ���� i ����
�� �������� ��
� 	���� ���������� �� �
��� ���"�
���� �������� �
 	��#�� �

LF (i) = t�n ���-�

�	
����� ��� �	�� �� ���� ��� �� �� ���� i � LS(i)
����� �� ���� �� 	�
� ��������� ����� LS(i) ��!����� �������� ������ � ���
���� �� ���� i
���� ������� ��
� 	���� ���������� �� �
��� ���"�
���� �������� �
 	��#�� �

LS(i) = LF (i)− di = t�n − d(mn) ���&�

.
� ����
 ���
� �	�����
�� �	� �!���
 �#�!
 i
{

' �� ���
����
 �
 ����� : [ES(i), LS(i)]
' �� ���
����
 �
 %� : [EF (i), LF (i)]
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������� ��	��������� ������ �� ��� ES(i) � �� ������� �� ��� EF (i)��
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��� ��� ����� �
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������� ��	��������� ������ �� ��� LS(i) � �� ������� �� ��� LF (i)�� �
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�� %
�&� �	��� ���� i ' �
�� MT (i) ' ��������� �� ����� ��� ���
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� � �
� � ����
� �� ���� �� ���� ���
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MT (i) = LF (i)− EF (i) = LS(i)− ES(i) = t�n − (tm + d(mn)) !��"#

$� �
 ��	�
 ���� � �
���� ������
� � ���� � �� ����
 �����
� �� 
�� �������
 ���� ����
��	
�����
 �
 �
������
� �
� ��	�
� ������
� ���� 	
�� �
� �
 ����
 ���� �
�
���
 
�
	��
 �� ���
 ����
 ��� �� �� � ����
��

��������� �	�� ����� �������� �� ������ ��������

(�� ���� ������� �� ��� ���� �
�� �������� MT (i) = 0 )
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�� � �	� ����
� �	��� ���� ���� ������ �	�������� ����� �
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 ���� �� ��
�� ��� ��	
�����
�
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�
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 ��
&�	���� �������
 tN � ����
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�� ����
 � �� ����
� 	����
 �
� 	�
����
	�����
� �� ���� �
� 	�
���� �
� ��� ����� ������ � ����
� '()*+ � ����
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��������� �	�� ����� �� �� ���� �����

"� ���#� ����� �$���� %
�&� �	��� ���� i ' �
�� ML(i) ' ��������� �� ����� ��� ���
����� ��� ���� ��� ����
� � �
� � ����
� �� ���� �� ���� ������� �	� ����
� �	���
���� ���1����
2��� �� �
�� ��������� ��� �� �����
�

ML(i) = tn − (tm + d(mn)) !��.#
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!�������� �	� "������� ����� ��� ������ ������ �� �� ��

0 ≤ML(i) ≤MT (i)
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ML(i) =MT (i)− min
j∈Γ(i)

MT (j)

�� Γ(i) ��������	� 
������
� ��� 	����� ��� ������	 �����	����	 
� 	���� �
����� ����� ����.

tn

m n

tm t�m t�n

i

j ∈ Γ(i) p ∈ Γ(n)

������ ��� � ��	��� Γ(i) �	 ����	 ��� 	����� �������� �� ���� i

������������

ML(i) = tn − (tm + d(mn))
= t�n − (tm + d(mn))− (t�n − tn)

= MT (i)−
(
min

p∈Γ(n)
(t�p − d(np))− tn

)
= MT (i)− min

p∈Γ(n)
(t�p − (tn + d(np)))
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���� ML(i) =MT (i)− min
j∈Γ(i)

MT (j) �
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