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�	
��	��  !���" � 	� ����	� �� �� �	����	�
 �# $ �� ��	� �� ��
��	�
 $ ���	�	��� �� ��� ��
���	
���
$ ��������� ��
� �	
��	���� ������$��	�� �� ����	�� ����� �
 ��� ���	������
�� ����� �� ���� ��
����� ���
 �������� �� !��� ��� �� ��	��
�� �� 
��� 
�����
�  �!"
 %�	
��� !�������	
�&" �

(LP )

��� z =
n∑

j=1

cj xj (1.1)

n∑
j=1

tijxj
≤
≥ di i = 1, . . . , p (1.2.a)

n∑
j=1

tijxj = di i = p+ 1, . . . ,m (1.2.b)

xj ≥ 0 j = 1, . . . , q (1.3)

(xj �� �	�
� �����
�� ) j = q + 1, . . . , n

���� cj � tij � di ��
���
��� �� xj ���	������
 '�'" � ��
��	�
 ���
��	�� �� ��
��	�
 ��(���	�
 '�)" � ��
���	
��� �������
 '�*" � ��
���	
��� �� 
�
�
����	�	��  �� �� �����	��	�
 �� �	�
�"�
+�� 
����	�
� ����
� �������� ����
� ����� ����� ����	�� ,	
�	 �
� ��	� ���� ������ �
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• �� � ���� n �����	�
� ���
� xj (j = 1, . . . , n)
• z �
����
��
 �� ������ � ������
� � cj 
�� �
 �
���
�� �
 �� �����	�
 xj ���� �
��


������ z
• i (i = 1, . . . ,m) 
�� �������
 �
� m ��������
� ��
��
� ��������� � ����������� � tij


� di �
����
��
�� �
��
����
�
�� �
 �
���
�� �
 �� �����	�
 xj ���� �� ��������
 i
����
�� �
���
�� �
��������
� 
� �
 �
��
 �����
����� �� �
��� �
�	�
� �
 �
��

��������
�

�
� ������� �
����
��
� �������
� �
��� ������
���	�
�  
x = (x1, . . . , xn) �
��
�� ����
 (n× 1)
c = (c1, . . . , cn) �
��
�� ����
 (1× n)
d = (d1, . . . , dm) �
��
�� ����
 (m× 1)
T = (tij ; i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) ������
 (m× n)
τi = (ti1, . . . , tin) �
��
�� ����
 (1× n) �
 �� ������
 T
tj = (t1j , . . . , tmj) �
��
�� ����
 (m× 1) �
 �� ������
 T �

�� ���
 �������
 ��!�
���� �������  

(LP )

�� z = cx

τix
≤
≥ di i = 1, . . . , p

τix = di i = p+ 1, . . . ,m
xj ≥ 0 j = 1, . . . , q

xj �
 ����
 ��� j = q + 1, . . . , n

�
� �����"�
� �
 �� ����������� �������
 ��� ��������
� ���� �� ��������� �� �!
�"�
 �
����
��� ��� �
 ��	�"�
 ��!�
���� � 
��
� �
��� �������� 
#�������
� �� ����!
�����
 ������� ���� �
 ����
 �
 �����
��������� �������
 �� ��"�
 �
 �� $���
%
��
 ���
 �������
 �
�� &��
 ������'�
  �� 
�� 
� 
(
� ����	�
 �
 ���
�
� �
 ��	�"�
 �
�
� ���
� ���� ������
�) ���� �������
��
�) 
� ���������
� ��# ���
� ���
� *�������
+

� *��������+� %
� �
�# ���
� �������
��
� �
��� �������
� �	�����
�� ���� �� ����
  
�� ���
 �������� �
�� �
��
 �������
�
�� �������
 ��� �� �
�������� �
� ��������
�
���� �������
� , 
� -� � �� ���
 �������
 �
�� ���������"�
�
�� ����
 ��� ������
 �
 ��
������� ���� �������
 .��
/�� ���	��) �
 ����"�
 ����
��
) �� 
�� ��0��� ����	�
 �
 ���
�
�  
1 ������������ � ��
 ����������� ����#����
� �� ������ z 
�� �������
�� � �������
�

�� ������ −z�
1 ���
� �
� ���������� �2�,��� � �
� ���������� �
 �&�
 ���
 ��� ���� �
 �
� ��������
� ���
−1) �
 ��� ��������  ���) ��� ���
����) �
� ���������� *������
�� � ����+ �≥�

1 ���
� �
� �����	�
� � &��
 �� �������
�� 3�
 �����	�
 xj �
 ����
 ��
�����
 ��
��!&��

�������

• ��� 
� �
�# �����	�
� �� �������
�

xj = x+
j − x−j ��
� x+

j = max (0, xj) 
� x−j = max (0,−xj)

�
 ��� ����
��
 ����������
�� �
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� �
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 �
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• ���� �� ���	��
xj = x′j − x̄ 	
�� x′j ≥ 0, x̄ ≥ 0

�� �� ���������� ���� ���� 
	��	��� ���������	����

��������� �	� 
��� �������� �� ������� ����
���� �����	� 
���� ����� ��	�������� ������ ��� 
�����	���� �����	�� ������� ���� �	���
���� ����� ��	����	� �� ��	� �� ����������� ��	���� �

τix = di ↔
{

τix ≥ di
−τix ≥ −di

}

�� �����	�� ��
���	����� �� ����� 
����	��� ��� ���
 �

(LP )
min z = cx (1.4)

Tx ≥ d (1.5)
x ≥ 0 (1.6)

��������� �	� 
��� �������� �� ������� ����
���� �����	� 
���� ����� ��	�������� ������ ��� 
�����	���� ��	����	� ������� ���� �	���
���� ����� �����	� ��� ��	������
�	�� �� 
	��	���� ����	�� ��� ����	��� �

τix ≥ di ↔ τix− xe
i = di �� xe

i ≥ 0
τix ≤ di ↔ τix+ xe

i = di �� xe
i ≥ 0

�� ���	���� 
����������� �	 ����� ��	��	�� ��� ���� �

(LP )
min z = cx

Tx = d (1.7)
x ≥ 0

��� 
	��	���� ����	�� ������� ���� ����	�� ������� ����� ��� �������� �� ��� �������
������� ��� �����	����� �����	� � T ��� 	������ �	����� ��� ����!����

������������ �	�
"��� � �����#�� ��� �	 ����� !����	�� �

max x1 − 4x2

x1 ≤ 7
3x1 − 2x2 ≥ 4
x1 + x2 = 5
x1 ≥ 0 �� x2 �� ��!�� ���

�� �� �	���	�� $ ��� 
	��	���� ��� ��!	��
��� x2 = x+
2 − x−2 �� �� ����%	�� �	 ���	����

x1 = x1, x2 = x+
2 , x3 = x−2 � �� �����#�� ��
���� �

max x1 − 4x2 + 4x3

x1 ≤ 7
3x1 − 2x2 + 2x3 ≥ 4
x1 + x2 − x3 = 5
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
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��� ������ 	
������ �� ��
��
�� ���� �����	�������� �

min −x1 + 4x2 − 4x3

−x1 ≥ −7
3x1 − 2x2 + 2x3 ≥ 4
x1 + x2 − x3 ≥ 5

−x1 − x2 + x3 ≥ −5
x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0

min −x1 + 4x2 − 4x3

x1 + x4 = 7
3x1 − 2x2 + 2x3 − x5 = 4
x1 + x2 − x3 = 5

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5

�x4 �� x5 ���� ��� �
��
���� ���	
���

��� ������	
��� �
 ��
�����
	
��� ����������

����� ������	
���

�
 ���� ��� �
 ��	����� �� ��	���	�� ����
��������� ������ �
 ���� ��������  	�	� ��� �!
" �
 �
	����� �� �
 �������
����# " ���$	
	��� ��� 
�%�������� ���������� �� " ���&�����	�
��� �� �
�	�� �� �������& ��%�	���� �� ��� ��� �
 ���� " �
 ������ �� �����
��� 
����	
����� �� �
 ���� ���� ���	 �&��'������ ����������� (���������)���� �� 	����
��� ����� ����
����� ��� ���� 	�
������ �������� �
�� �
 ������
����# �� ��� �������
�� �
� ���
�&������ ���
	������

����������	 
�
 � ������� �� ���	�������	 �� ���������	

������ m �
	����� Mi (i = 1, . . . ,m) �� �
������� �� ����� n �*��� �� ��������
Pj (j = 1, . . . , n)� �
 �
	���� Mi 
 ��� 	
�
	��� �
&���� �� di ������ �� ������ �

�
���	
���� ����� ����� �� ������� Pj ��	������ ��������
���� �� �
 �
	���� Mi ���
�� tij
������ �� ������
�� cj ���������� �� %
�� ���
��� " �
 �����	���� ����� ����� �� ������� Pj # �
 ����������
�� �����+��

max
n∑

j=1

cjxj

n∑
j=1

tijxj ≤ di i = 1, . . . ,m

xj ≥ 0

�������
 ��� �
����� �����
��� ��� �
������ xj " �������� �� 	�
	�� ��� ��������  �

���	���� �	������� ���������� �� %
�� ���
�  �� ������� ������ ��� 	����
����� �������
���������� �� ����� ���
� ��������
���� �� 	�
	��� ��� �
	�����  ��� �
����� �����
��� ���
�
��
���� ���	
�� 
���	���� " 	�
	��� �� 	�� 	����
����� 	������������ 
� ����� �����)
����� ��� ������� �� 	�
�� �
	�����
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� 	 
������ � � ��������
� ��� ����� ��������� �� ���������� �� ���� � �� � �� � �� � ���
� ��� ��������� ��� 
������ �� ��
�� �� ���� � ��� � ��� � ����
� ��� ��
�� ������������� ��� 
������ ���� ��  �!�������� ��� ��������

P1 P2 P3 P4 P5

M1 4′ − 2′ − 4′

M2 2′ 3′ − − 3′

M3 3′ − 1′ 4′ −
M4 − 5′ 4′ 2′ −

"� ���!�#
� �������

max 100x1 + 75x2 + 50x3 + 25x4 + 50x5

4x1 + 2x3 + 4x5 ≤ 500
2x1 + 3x2 + 3x5 ≤ 800
3x1 + x3 + 4x4 ≤ 700

5x2 + 4x3 + 2x4 ≤ 900

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5

���������	
 �� � ��	����� �� ����
�� �	� �� ��	����� �����������
$���� ����������� ������%�� �� �� &'"' ��� ��������
��� ��������� ���� ��  ��
� ���(���� )
�� ������ �� �������� �� ����
� ���
������� %��* ���� �� ����� �� 
������� 
���� �����!��*
���������� �� ������ ��+���� �� ���
���� ������� �'
������ n ���
���� �� ���, cj (j = 1, . . . , n) ��� ����� � m ���
���� ������� � � tij (i =

1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) �� %������� �� i#
� ���
��� ������� �������� ���� ��� �����

�� j#
� ���
��� � di (i = 1, . . . ,m) ��� !������ �������� � �� ��� m ���
���� ������� �'
�� ��� (����!��� x1, . . . , xn ������������ ��� %�������� ��� ��(��� ���
���� �� ����
�* ��
�!����� �� ���!�#
� )

min
n∑

j=1

cjxj

n∑
j=1

tijxj ≥ di i = 1, . . . ,m

xj ≥ 0

$� ���!�#
� ����� ���� ������� %���� ���!�#
� �� 
������' -� �� �������� ���� �� ��
.
!������ ���������� � ��� ��� ����  ��%��

��� ������ ��� ����� �� �� ������������ �����
����
���� ���
��, �(��� /�0 ���� 	��' "������������� ���(���� �������� ��� ����� ��������� ��

������'

����������	
 ���
1�� ������� ���!����#�� ��� ����� ��  ������ ��%�� 
��� 2 ��� �������� �������%�� ��
����
!�� � ������ 
������ � �� ��3������ ���!��� ��  �4��
� 2 ������� �� ��
!�� Q �� �������� 2 �� ��������
� 2 ��������� ����� ����������� �� %������ �� 
������ ������(�� ��������(�
��� )

� 2 �� ������ 
�,�
��� C �� �������
� 2 �� ������ 
�,�
��� H �� ���
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� � �� ��	�
� �	���� V �	 ������� ��������
���	������� ������� �� ����� �� ������	� �	 �
�	���� ����	���� di (i = 1, ..., 10)�
���� ��
� ����
� ���� i �� ������	 �� ��� ������ �� ��		���
qi �� 	����� �� �������  
ci �� ��	�
� �	 ��	����  
hi �� ��	�
� �	 ��
  
vi �� ��	�
� �	 ������� ���������
� pi �������	�� �� ���!� ������ ��� �� ��	�� ��
	 ����� �� ��		�� �� ������	 �� ���� i�
�� �������� �� �� ��������	 �
 ���!� �� �� ������ ������		��� ������

max
10∑
i=1

pixi

10∑
i=1

qixi ≥ Q

10∑
i=1

cixi ≤ C (
10∑
i=1

xi)

10∑
i=1

hixi ≤ H (
10∑
i=1

xi)

10∑
i=1

vixi ≥ V (
10∑
i=1

xi)

xi ≤ di i = 1, ..., 10
xi ≥ 0 i = 1, ..., 10

�" xi �������	��� �	 ������ �� ��		��� �� �
�	��� �� ������	 i 	��
�� ��	� �� ����	#��

����������	 
��  �������� �� ���	�����

���	� r ��	���� �� ����
���	 $�
 ���%��& ��
	 ��	 ��		� �������	� ��� ����'� ��(
��	���� �	 �
�	���� ���������� q1, . . . , qi, . . . , qr� )�	� s ��	���� �� ��	�������	� ��
����	�� �� �� ��	 ��� �����������	� �� d1, . . . , dj , . . . , ds� ��� *��� $�
 ��+��& �� ���	�(

���� ��
	� 
	�� �� ��	 �
 ��	��� i � �� j��� ����	���	 ��� cij � ,� ���#� �� ������	��
�����	� ��������		�� ��� ��	���� �� ��	�������	 � ����� ��� ��	���� �� ����
���	
�� ��	��� � �	���� �� ��+� ����� �� ���	������
��� �������� xij (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , s) �
 �������� �������	��	� ��� �
�	���� ��
��	 ���	�������� �
 ��	��� �� ����
���	 i �
 ��	��� �� ��	�������	 j� �� ��������
������ -

min
r∑

i=1

s∑
j=1

cijxij

s∑
j=1

xij ≤ qi i = 1, . . . , r

r∑
i=1

xij ≥ dj j = 1, . . . , s

xij ≥ 0

��� ��
� �	������� �� ��	���	��� �������	��	� �����������	� �� ������� ��� �
�	����
����	���� ��	� ��� r ��	���� �� ����
���	 �� �� ����*����	 ��� ����	��� �	 ��� s
��	���� �� ��	�������	�



���� �������	�
�� 	 ��	����	�	�
� ��
�
���� ��

q1

qi

dsqr

dj

d1

cij

������ ��� � �����	
� �� �������

���������

�� �� �����	
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������ ���� ��� ���� ��������� �������� �� ����� �� ��������� i � �� ����� ��

�����

���� j� � ���� �� ���#���� !��� " ��

T =
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x11 x12 . . . x1s x21 . . . . . . xrs

1 1 . . . 1 0 . . . . . . 0
0 0 . . . 0 1 . . . . . . 0

r
���

���
���

���
���

0
0 0 . . . 0 0 . . . . . . 1

1 0 . . . 0 1 . . . . . . 0

0 1 . . .
��� 0

���

s
��� 0

���
���

0 0
0 0 . . . 1 0 . . . . . . 1
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r∑
i=1

qi ≥
s∑

j=1

dj
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r∑
i=1

xij = dj j = 1, . . . , s
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ds+1 =
r∑

i=1

qi −
s∑

j=1

dj

ci,s+1 = 0 i = 1, . . . , r
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min
r∑

i=1

s+1∑
j=1

cijxij

s+1∑
j=1

xij = qi i = 1, . . . , r

r∑
i=1

xij = dj j = 1, . . . , s+ 1

xij ≥ 0
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#�� ��� !�
���� ����������� (, � 5 � 6 � �7 � 6* �
� ��/ ���	�� �� �������
��� 
#�� ��� ���
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i\j
9 12 9 6 9 10
6 8 9 11 3 11
7 3 11 2 3 10
6 8 7 10 3 5
5 6 9 2 7 3
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