Chapitre 1- Limites d’une fonction.

l. Essentiel.

1. Limite finie a I’infini.
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]a; +oo[. Soit / un réel.

La fonction f admet / pour limite en +oco si tout
intervalle ouvert contenant / contient toutes
les valeurs f (x) des que x est suffisamment grand.

Onnote: lim f(x)=I

Définition. \
1

De méme:
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]-c0;a[. Soit / un réel.

Définition.
La fonction f admet / pour limite en -oo si tout intervalle ouvert contenant / contient

toutes les valeurs f (x) des que x est négatif et suffisamment grand en valeur
absolue.

On note: lil}l f(x)=1

Interprétation graphique.
Si lim f(x)=[ou lirp f(x)=1, la courbe représentative de la fonction f admet la
droite d’équation y = [ comme asymptote horizontale.

» Limites de fonctions usuelles (a connaitre).

lim1:0 et limlzo
x~>+°°x X‘>‘°°x

.1 o1 .
lim —=0 et lim—=0 (pour tout entier naturel n non nul).

7 C—>—
X—>too X Ao X

2. Limite infinie a I’infini.

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]a; +oof.
Définition
La fonction f'admet pour limite +oo (respectivement /\/
-00) en +oo si, quel que soit le réel A, I’intervalle A

JA;+oo[ (respectivement 1’intervalle ]-oo0; A[) contient
toutes les valeurs f (x) dés que x est suffisamment \

grand.
On note: lim f(x)=+c et lim f(x)=—00.
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De méme:
Soit fune fonction définie sur un intervalle du type ]-c0;al.

Définition.
La fonction f admet pour limite+oo (respectivement -c0) en -oo si, quel que soit le
réel A, I'intervalle ]A;+oo[ (respectivement I’intervalle ]-co; A[) contient toutes les
valeurs f (x) deés que x est négatif et suffisamment grand en valeur absolue.
On note: Xlim f(x)=400 et xli_)m f(x)=—00.

» Limites des fonctions usuelles (a2 connaitre):

lim x" =+oo (pour tout entier naturel n > 0).
X—>Foo
nestimpair lim x" =—co
X——o0
n est pair lim x" =40
X——o0

lim\/;=+°°.

X—>+oo
Remarque: certaines fonctions n’ont pas de limite a I’infini, comme les fonctions
sinus et cosinus.

3. Limite infinie en un point.
Soit f une fonction définie sur un ensemble E et a une borne ouverte de E.

Définition.
La fonction f admet pour limite +oo (respectivement -co)
en a si, quel que soit le réel A, I’intervalle JA;+oo[
(respectivement I’intervalle ]-oo; A[) contient toutes les
valeurs f (x) dés que x est suffisamment proche de a.
On note : liinf(x) =40 ou liinf(x) =—oco,

Remarque:
On est parfois amené a séparer les cas : x < aetx > a.
On note alors : lim f(x)=lim f(x) et lim f(x)=lim f(x).
x—a x—a” x—a x—a*
Interprétation graphique.
Quand lim f(x)=1co, la courbe représentative de la fonction admet la droite
X—a
d’équation x = a comme asymptote verticale.

» Limites des fonctions usuelles (a connaitre):

liml=—<>o et liml=+<>o

—0 —0
§<0 X §>0 X
. .1
nestpair: lim— =+
x>0 x"
. | .
n est impair: lim— =—co et lim— =+oo
x>0 x x>0 x"

x<0 x>0
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4. Limites et opérations.

Dans ce paragraphe, f et g sont deux fonctions définies sur un méme ensemble E. a

représente soit un réel, soit +eo, S0it -co.

a. Somme de deux fonctions.

lim f(x) lim g(x) lim( f(x) + g(x))
l r I+
l +oo +o0
l -00 -0
+oo “+oo +oo
+o0 -c0 On ne peut pas conclure

La derniere ligne est une forme indéterminée, ce qui signifie qu’il faut effectuer
des calculs ou transformations d’écriture avant de pouvoir conclure. Cela ne
signifie pas que la fonction n’a pas de limite.

b. Produit de deux fonctions.

lim £ (x) lim g(x) lim( f (x)x g(x))
[ I I
170 +o0 +o0 ou -co(suivant le signe de /)
10 -o0 +o0 ou -eo(suivant le signe de /)
+o0 +o00 +oo
+oo o0 00
—co ) 400
0 +o00 QU -00 On ne peut pas conclure

On remarque qu’il y a aussi une forme indéterminée.

c. Quotient de deux fonctions.

lim / (x) lim g (x) )
x—sa g(x)
[ I'#0 L
l 1l
l -0 OUl +00 0
l#) O -co QU +oo
(en fonction du signe de i )
0 0 On ne peut pas conclure
-co QU +oo r -0 QU +oo0
(en fonction du signe de ~—)
00 OU 400 -00 Ol +o0 On ne peut pas conclure

On remarque dans ce tableau deux nouvelles formes indéterminées.
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» Les formes indéterminées.

Il existe donc, entre autres, 4 formes indéterminées, c'est a dire des formes ou le
résultat n'apparait pas directement. Il convient dans ces cas-1a de procéder a des
transformations d'écriture permettant de lever l'indétermination ou permettant
d'utiliser un résultat connu.

» Limites a ’infini de fonctions polynomes.

Pour déterminer la limite en -co et en +oo d’une fonction polynéme, on peut mettre
en facteur la puissance de plus haut degré.

La limite d’une fonction polyndme en +oo (respectivement en -oo) est égale a la
limite en +oo (respectivement en -eo) du terme de plus haut degré.

» Limites a I’infini de fonctions rationnelles.

Pour déterminer la limite en -o et en +oo d’une fonction rationnelle, on met en
facteur au numérateur et au dénominateur le terme de plus haut degré.

La limite d’une fonction rationnelle en +oo (respectivement en -oo) est égale a la
limite en +eo (respectivement en -oo) du quotient des termes de plus haut degré du
numérateur et du dénominateur.

Exercicesde2 a6 p 11

d. Limites d’une fonction composée.

Soit f est une fonction définie sur E et g une fonction définie sur E' tel que, pour
tout xeE, f (x)eE'
a, B et y sont soit des réels, soit -0, soit +o.

Si lim f(x)=f et 1irrﬂ1g(x) = yalors limg(f(x))=7.

Exercicesde 7a8p 12
5. Limites et comparaison.
o est soit un réel, soit -oo0, soit +oo.

Théorémes de comparaison :

Si, au voisinage de o, f (x) = g(x) et lim g(x) =+eo alorslim f(x) =+co.

Si, au voisinage de o, f(x) < g(x) et lim g(x) =—co alorslim f(x) =—co.

Théoréme dit “théoréme des gendarmes”

Si, au voisinage de o, g(x) < flx) < h(x) et si limg(x)=limh(x)=1 alors

lim f(x)=1.

Théoréme de comparaison des limites.

Si, au voisinage de a, f (x) > g(x), si lim f(x)=letsi limg(x)=1["alorsl>1[".

Exercicesde 11 a 12 p 13
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Il. Exercices et problémes.

1. Exercices d’application du cours.

Exercice 1
Déterminer les limites des fonctions suivantes en -oo et en +o0.
a) f(x)=x’ b) g(x)=-3x"
2 3
¢) h(x)= - d) k(x)=—
X X

Meéthode: utiliser les limites des fonctions usuelles.

Exercice 2

Déterminer les limites des fonctions suivantes en -oo et en +oo.
a xX)=-2x2+x-1 4 7

) f(x) s ¢) h(x)=—x" =3x" +—x2—-1
b) g(x)=0,5x"+4x-7 3 2
d) k(x)= —x/§x3 +2x2-5x+8
Meéthode: factoriser le terme de plus haut degré ou utiliser les limites des fonctions
polynémes.

Exercice 3
Déterminer les limites des fonctions suivantes en -oo et en +o0.
2x-1 —2x" +4x2-1
+5 V=
2x—1 3x2-2x-2
b X)= SN
)8 3x2=5 ©) i) = 5x°+x+6
3x2—-2x-2 3
c) h(x)zﬁ b j(x):—Zx +3x2-12x-1
XX 72 +3x+2

Méthode: factoriser le terme de plus haut degré au numérateur et au
dénominateur ou utiliser les limites des fonctions rationnelles.

Exercice 4

La fonction f est définie sur R\{2} par: f(x) = iz

X—
a) Déterminer les limites de f'en -oo et en +eo.
b) Préciser le signe de f (x) en fonction de x.
c¢) Déterminer les limites suivantes: £1£r21 f(x)et 1{1321 f(x).

x<2 x>2
d) Montrer que la courbe représentative de f admet deux asymptotes.
Meéthode: utiliser les limites d’un quotient dont le dénominateur tend vers 0.

Exercice 5

La fonction f est définie sur R\{-2} par: f(x) = 2x +25 '
x+

a) Déterminer les limites de fen -co et en +oo.
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b) Déterminer hm2 (2x+5)et lirrg (x+2). Préciser le signe de (x+2) en fonction

de x.
¢) En déduire les limites suivantes: }Lmz f(x) et Xh_)mz f(x).
x<=2 x>=2
d) Montrer que la courbe représentative de f admet deux asymptotes.
Meéthode: utiliser les limites d’un quotient dont le dénominateur tend vers 0.

Exercice 6.

Déterminer la limite en a (on sera amené éventuellement a distinguer les cas: x < a
et x > a) de chacune des fonctions suivantes.

x2-3 5x-3
a = a=2 c) h(x)=—— a=1
) f0) x=2 ) h(x) x2—3x+2

x+7 x2+7x-1
b) g(x)= a=-2 d) k(x)=———— a=2
) &) x2—4 ) k() —2x2+3x+2

Meéthode: utiliser les limites de quotients quand le dénominateur tend vers 0.

Exercice 7
Déterminer la limite en -oo et en +o0 de chacune des fonctions suivantes.
3 2
a) f(x)—(4x—3) 0 h(x):(Zx—lj
Sx—=2 x+2

b) () =\~ d) k(x)=x?—5x+2

Méthode: utiliser les limites de fonctions composées.

Exercice 8

Déterminer la limite en a de chacune des fonctions suivantes (on sera amené
éventuellement a distinguer les cas: x < aetx > a)

2 3

¥ f(x)=(x+3j a=2 b g(x>=[2“7j a=3
x—2 x-3

Meéthode: utiliser les limites de fonctions composées.

Exercice 9
Déterminer la limite en a de chacune des fonctions suivantes.
a) f(x)=x—~/x—2 a=+oo ¢) h(x)=vJx—1-Vx+4 a=+w
b) g(x)=2x+\/m a=— d) h(x)=+/x2-3x—x a =+

Meéthode: factoriser ou multiplier le numérateur et le dénominateur par
I'expression conjuguée pour lever ’indétermination.

Exercice 10
Déterminer la limite en a de chacune des fonctions suivantes.

AS5x—-1-3 NS5x—-1-2

a X)=———mmm a= 2 b X)=——""""—+
) F= Ja ="
Méthode: multiplier le numérateur et le dénominateur par l’expression conjuguée

pour lever 'indétermination.

a=1
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Exercice 11

La fonction f est définie sur R par:  f(x) =3x + 1 - sin(2x).
1) Montrer que, pour tout réel x, on a: 3x < f (x) < 3x+2.

2) En déduire les limites de f'en +eo, en -co.

Meéthode: utiliser les théorémes de comparaison.

Exercice 12

La fonction f est définie sur R\{0} par: f(x) = 2 +sin(x) .

P . ... 1 3
1) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, on a: — < f(x) <—.
x by

c . P 3 1
2) Montrer que, pour tout réel x strictement négatif, on a: =< f(x) <—.
X x

3) En déduire les limites de f en +oo et en -co.

Meéthode: utiliser le théoréme des gendarmes.

2. Corrigés des exercices 1 a 12.

Exercice 1
a) lim f(x)=—o0; lim f(x)=+eo
¢) lim A(x)=0 ; lim h(x)=0

b) lim g(x)=—eo; lim g(x)=-

d) lim k(x)=0 ; lim k(x)=0
Exercice 2

a) lim f(x)=—co; lim f(x)=-

b) lim g(x)=—c0; lim g(x)=-+oo

¢) lim h(x)=
d) lim k(x) =+eo ; lim k(x) =—co

x——eo

—oo ; lim /i(x) = +oo
X—>Foeo

Exercice 3

a) l1m f(x)= l1m2— 2 lim f(x)= limﬂ=2.

x—o—o X340 x—teo y

b) hm g(x)— hmz— 0 hm g(x)=lim ﬂzo_

X—>—o0 3 X—>+oo 3x2
2 2
¢) lim i(x)= lim 3% =0 lim A(x) = lim 314 =0.
X——o0 x——eo y X—>+oo x—>teo y
23 2 -2x 2
d) lim k(x =lim =—— lim k(x) = lim =——,
) x50 ) 1o 33 3 T>too () xtee 33 3
2 2
e) lim i(x) = lim 2 2 lim i(x) = lim 202 _2
— S)C 5 X—>+oo X—>oo Sx 5 )

3

f) lim j(x)= lim _2’2 -
X——o0 X—>—c0 7 X

Exercice 4

a) lim f(x)=lim i:0
X—>—o0 X——eo x

3

lim ()= lim —=- =~

lim f(x) = lim i:0
X—>too x—teo x
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b)f(x)>0six>2 et f(x)<O0six<2.

¢) On en déduit : lin;(x -2)=0" et lin;(x -2)=0".
x<2 x>2

D’o: lim  (x) =~ et lim £ (x) =+
x<2 x>2

d) Les droites d'équation x = 2 et y = 0 sont asymptotes a la courbe.

Exercice 5
. . 2x . . 2x

a) lim f(x)=lim —=2 lim f(x)=lim —=2

x—>—co X——e x X—>+oo Xteo x
b) '}1%1{12(2x+5)=1 xlg{lz(x+2)=0
fx)>0six>-2 et f(x)<0six<-2.
c) D’olt: 1in}2 f(x)=—o0 lim2 f(x) =o0.

x<-2 :;‘;

d) Les droites d'équation x = -2 et y = 2 sont asymptotes a la courbe.

Exercice 6
a) lim(x2-3)=1 lim (x~2)=0" lim(x~2)=0"
x<2 x>2
d’oi: £i_r)r221f(x) =—oo et 1Xg?f(x) = oo,
b) lim(x+7)=5 lim (x2-4)=0"
x>-2
d’oti: }Lr}}g(x)=+w et }ngg(x)=—w.
¢) lim(5x-3)=2 Ei?(xz—3x+2) =0 Ei?(xz—3x+2) =0
d’ou: lxiglllh(x):+oo et lxlirllh(x)=—°°.
x< x>1
d) lim(x2+7x-1)=17 lim(—-2x2+3x+2)=0"  lim(-2x?+3x+2)=0"
XH );?2 ).Cx:)Z
d’ot: £i_r)r2%k(x)=+°o et ygzzlk(x)z—oo :
Exercice 7
lim (4x —3) = +oo
a) " = lim (4x—3)* =400 ; de méme: lim (4x—3)° =—oo.
hm X =400 X—>too X—>—o0
fim 2X=2 =5
b) {7 x+3 = lim 5x—2=\/§; de méme lim Sx—2 —\/g.

hn}\/;:\/g o=\ x+3 o=\ x+3



