Sujet 2017

T o ot
On désigne par » un entier naturel supérieur ou égal a 1 et on considére la fonction
f, définie par : Vxe[0,1], f, (x)=D x*.

k=1

1) a) Compléter la fonction Scilab suivante pour qu’elle renvoie la valeur de
/,(x) alappel de £ (x,n), ol x et n sont donnés par I'utilisateur.

function y=f (x,n)

endfunction

b) Transformer, pour x=1, Pexpression de f,(x) puis en déduire une

deuxieéme fagon de déclarer £, en complétant la déclaration suivante ou la fonction
est toujours nommee £ :

function y=f (x,n)
if x==1 then y=------

end
endfunction

2) Montrer que I’équation f, (x) =1, d’inconnue x élément de [0,1], posséde une
unique solution o, dans [0,1].
3) a) Montrer que f,, (OL,, ) >1. En déduire que la suite (an )neN* est décroissante.

b) En déduire que la suite (ocn )n converge.

eN*
4) a) Déterminer o, puis justifier que 0<a., <1.

b) Utiliser les variations de la suite (o) . pour établir que lim o"' =0.

n—+00

¢) En déduire que lim o, = %

n—+o0
5) On suppose que f, a été déclarée (voir question 1) et on considére les
commandes supplémentaires suivantes :

n=input (‘entrer la valeur de n : ')
x=0

while f(x,n)<1

x=x+0.001

end

disp (x)

Quel est le lien entre le résultat affiché et o, ?



10 Sujet 2017

[ =] (o [ = 2

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on considere »
variables aléatoires X,, X,, ..., X,, définies sur le méme espace probabilisé,

mutuellement indépendantes, et suivant toutes la loi uniforme sur [0,1].

1) Onnote M, la variable aléatoire définie par M, =max(X,, X,, ..., X,), c'est-
a-dire que, pour tout ® de Q, on a Mn(oo)=max(Xl(o)),Xz(m),...,Xn(m)). On
admet que M, est une variable aléatoire et on note £, sa fonction de répartition.

a) Déterminer, pour tout réel x, expression de F,, (x) puis montrer que M,

est une variable a densité.
b) En déduire une densité f,, de M, .

¢) Etablir I’existence et donner la valeur de E(M, ) et E(M?).

d) Donner, pour tout & >0, un majorant de P( (M, —1)2 >g? ) ne dépendant

que denete.
e) Conclure que lim P( |Mn —1| >¢g ) =0. Que signifie ce résultat ?

2) On pose 7, =n(1—Mn).

a) On rappelle que grand (1, n, "unf', 0, 1) simule » variables aléatoires
mutuellement indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0,1].
Compléter la déclaration de fonction Scilab suivante afin qu’elle simule la
variable aléatoire Y, .

function Y=f (n)
x=grand(l,n, 'unf',0,1)

endfunction

b) Voici deux scripts (celui de droite utilise la fonction £ définie ci-dessus) :

e=grand(1,10000, 'exp', 1) n=input ('entrez n : ')
s=linspace (0,10,11) Y=1[]
histplot(s,e) for k=1:10000
Seript (1) Y=[Y, f(n)]
end
s=linspace(0,10,11)
histplot (s, Y)

Script (2)
Chacun de ces scripts simule 10000 variables mutuellement indépendantes,
regroupe les valeurs renvoyées en 10 classes qui sont les intervalles [0,1], ]1,2],

]2,3], s ]9,10], et trace 1’histogramme correspondant (la largeur de chaque

rectangle est égale a 1 et leur hauteur est proportionnelle a 1’effectif de chaque
classe).
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Le script (1) dans lequel les variables aléatoires suivent la loi exponentielle de
parametre 1, renvoie 1’histogramme (1) ci-dessous, alors que le script (2) dans
lequel les variables aléatoires suivent la méme loi que Y, , renvoie I’histogramme

(2) ci-dessous, pour lequel on a choisi »=1000.

Histogramme (1) Histogramme (2) pour » =1000

Quelle conjecture peut-on émettre quant au comportement de la suite des variables
aléatoires (Yn )

3) a) Déterminer la fonction de répartition F, de la variable Y, définie a la
question 2).
b) Pour tout réel x positif ou nul, calculer lim F, (x).

n—>+00

¢) Démontrer le résultat conjecturé a la question 2b).

=) o3 (o = e 7

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1) Soit 4 la matrice de M, (R) dont les éléments diagonaux sont égaux a —n, les

autres étant tous égaux a 1. On note J la matrice de M, (R) dont tous les éléments
sont égaux a 1 et / la matrice identité de 9, (R).

a) Exprimer A comme combinaison linéaire de 7 et J, puis écrire 4> comme
combinaison linéaire de / et J.

b) En déduire un polynéme annulateur de 4 puis donner les valeurs propres
possibles de 4.

¢) Montrer que 4 est inversible.

Dans la suite, on considére un espace euclidien E, de dimension n+1, dont le
produit scalaire est noté ( , ) et la norme associée || |.

1 n
S,

On note (80,81,...,8n) une base orthonormale de E et on pose : u = 1
n+1 k=0

vie[0,n], eiz\/?(ai—@i,u)u)

2) Calculer la norme du vecteur u.
3) a) Montrer que, pour tout i de [[O,n]], ona: || e, || =1.

On pose aussi :
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b) Montrer également que, pour tout couple (i, j ) d’entiers distincts de [[O,n]],
ona: (e.e)=—1.
: n

¢) Montrer que les vecteurs ¢),e,...,e, appartiennent tous au sous-espace
€
F =(Vect(u)) de E.
d) Montrer, en utilisant le résultat de la question 1c¢), que (el,ez,...,en) est une

base de F.
4) On considére I’application fde F x F dans R définie par :

V(xy) e FxF . f(x.3)= 2 (x.e ) (v.e) ="t (x. )

k=0

a) Montrer que f'est une forme bilinéaire symétrique.
b) Pour tout couple (i, j) de [[I,n]]2 , déterminer f (ei,ej) en distinguant les
casi=jeti#j.
¢) En déduire que: V(x,y)e FxF, Y (x,e)(r.e,) =n—+1<x,y>.
k=0 n

d) En déduire également que, pour tout x de F, on a :

2 n o< 2
o =5 )

[ 0] o] 1= 1 1= 3

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel non nul et Rn[X ] est l'espace
vectoriel formé du polyndome nul et des polynomes a coefficients réels dont le
degré est inférieur ou égal a n.

On note B = (ey, e, ..., €,) la base canonique de R, [X ] . On rappelle que ¢, =1 et

que:Vke[[l,n]], e, =X".

Partie 1 : étude d’une application définie sur R [X ]
On considére l'application ¢, qui a tout polyndme P de RW[X ] associe

o(P)=>.P® , ot PY désigne la dérivée K™ de P avec la convention P = P.
k=0

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X ] .

2) a) Calculer @(ep) et en déduire une valeur propre de o.
b) Montrer que :

Vje [[l,n]], (p(ej)—ej eR [X]
¢) En déduire que la matrice de ¢ dans la base 3 est triangulaire et que la seule

valeur propre de ¢ est celle trouvée a la question précédente.
d) Montrer que ¢ est un automorphisme de R, [X ] .
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3) a) Pour tout polyndme P de R, [X ] , calculer (p(P - P') .
b) Déterminer ¢ ' puis écrire la matrice de ¢ dans la base (e, ey, ..., e).
¢) On donne le script Scilab suivant :

n=input ('entrez la valeur de n : ')
M=eye (n+1,n+1)

for k=1:n

M(k, k+1)=-k

end

Compléter la sixiéme ligne de ce script pour qu’il affiche la matrice 4 de ¢ dans la
base (e, €1, ..., e,) lorsque la valeur de » est entrée par 1’utilisateur.

Partie 2 : étude d’une autre application définie sur R [X ] .
On désigne par x un réel quelconque.

4) a) Montrer que, pour tout entier naturel k, 1’intégrale J-fxt"e”dt est

convergente.
b) En déduire que, si P est un polynome de Rn[X ], alors D’intégrale

I M P(t)e 'dt est convergente.
5) a) Donner la valeur de ‘[ etdy

b) Etablir que, pour tout entier naturel k, on a :
k i
J‘m the'dt = k!zx.—e"‘
. oo 1!
6) Informatique.

a) On admet que, si u est un vecteur, la commande prod (u) renvoie le
produit des ¢léments de u et la commande cumprod (u) renvoie un vecteur de
méme format que u dont le ™ élément est le produit des k premiers éléments de u.
Utiliser I’égalité obtenue a la question 5b) pour compléter le script Scilab
suivant afin qu’il calcule et affiche la variable s contenant la valeur de I’intégrale

J.MO t‘e”'dt , les valeurs de x et de k étant entrées par ’utilisateur.

k=input ('entrez la valeur de k : ')
x=input ('entrez la valeur de x : ')
p=prod(1l:k)

u=--—---—- N

S=p*--—-—-- *exp (-x)

disp(s)

b) Montrer, grace a un changement de variable simple, que :

J.MC the™'dt = e’x-l.gw(u + x)k e"du

X
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En déduire la commande manquante du script Scilab ci-dessous afin qu’il

permette de calculer et d’afficher une valeur approchée de J.M the”'dt grace a la

méthode de Monte Carlo.

k=input ('entrez la valeur de k : ")
Z=grand (1,100000, 'exp', 1)

s=mean (—-———-- )

disp(s)

On considére maintenant 1’application y qui, a tout polynome P de ]Rn[X ],

associe la fonction F = (P) définie par :

VxeR, Fx)= e :”’ P(t)e”'dt

7) a) Montrer que y est un endomorphisme de R, [X ]
b) Justifier que F est de classe C' sur R et donner une relation entre F, F' et P.
¢) Montrer que y est un automorphisme de R, [ X].

8) On considére un polyndme P non nul, vecteur propre de y pour une valeur

propre A non nulle.

a) Utiliser la relation obtenue a la question 7b) pour établir que : P’ = %P .

b) En déduire, en considérant les degrés, que A =1 est la seule valeur propre
possible de v .

¢) Montrer enfin que A =1 est la seule valeur propre de y (on ne demande pas

le sous-espace propre associé).
9) a) Montrer que les endomorphismes ¢ et y sont égaux.

b) En déduire que, si P est un polyndme de R, [X ] et s’il existe un réel a tel

que, pour tout réel x supérieur ou égal a a, on a P(x) > 0, alors :

Vx>a, ZH:P(i)(x)ZO
i=0
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+» Conseils de méthode

1) a) Il faut construire le vecteur (x1 2

,X ,...,x”), la commande sum fera ensuite

son office.
b) Penser a la somme de certains termes d’une suite géométrique.

2) Utiliser le théoréme de la bijection.

n+l

3) a) Noter que £, (x)=Y.x* => x*+x" =1 (x)+x" etappliquer ceci pour
k=1 k=1

x=a, . Pour la décroissance de la suite (o, ), comparer £, (a,,) et f,.,(a,)

b) C’est typique de I’application d’un théoréme de limite monotone.

4) a) 1l suffit de résoudre une équation du second degré puis de choisir ['une des
deux solutions.
b) Etablir, pour tout »>2, I’encadrement 0 <o, <a.,, puis utiliser la question

précédente.

_ n+l
¢) Il faut s’appuyer sur la question 1b) qui donne : L%
-

n

5) Ce script cherche la premicre valeur de x pour laquelle on a f, (x) >1 et celle

d’avant était telle que £, (x)<1.

% Conseils de rédaction
1) b) Ne pas oublier le cas x =1. Le symbole de la division est /. Faire attention
d’avoir autant de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes !

2) N’oublier aucune hypothése du théoréme de la bijection : continuité, stricte
monotonie et appartenance de 1 a l’intervalle d’arrivée (ne pas se contenter

d’écrire : « d’apres le tableau de variation, ... »).

3) a) Pour conclure, bien citer la croissance de f,;} ou la stricte croissance de
fns (la croissance large de f,,; ne suffirait pas).

4) a) Il faut prouver que o, <1 et non pas a, <1 (ce qui est déja connu).
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b) Penser a citer la croissance de la fonction ¢+ ¢*! sur R, pour obtenir

I’encadrement 0 < o' < !

% Aide a la résolution
1) a) Il est bien de s’appuyer sur le vecteur 1 : n.

3) a) Ayant I’égalité 7, (o,)=f,(a,)+a,*", on conclut en se souvenant que
a, >0. Pour les variations de la suite (o, ), se souvenir que ona f,,(a,,)=1,

puis utiliser les variations de f, ., .

4) a) Se souvenir que o, >0.

b) Ona lim o;*' =0, ce qui permet de conclure par encadrement.

n—+o0
n+l

¢) Passer a la limite dans 1’égalité a”l—” =1.

n

5) N’aurait-on pas une valeur approchée par excés de a, ?

+ Les fautes qu’il ne fallait pas faire
1) a) La commande sum (x”~k) ne renvoie rien d’autre que la valeur de x* : on
somme le seul élément x "k (au lieu d’en sommer ).

b) Il est dommage d’écrire, pour tout x différent de 1, ZX" = 11—_x au lieu de
k=l -X

3
=
—_
|
=
N

2) e Pas question d’affirmer que la dérivée de f, est strictement positive sans le
démontrer pour de bon. Pire est d’affirmer que f, est croissante en tant que

somme de termes positifs (voici un contre-exemple avec deux termes :
f(x)=e~*+1).1ly aeu confusion avec la suite des sommes partielles d’une série
a termes positifs

¢ Il ne fallait pas essayer de résoudre I’équation f, (x) =1 (c’est impossible

dans le cas général).

3) b) Pas question de faire 1’énorme faute consistant a écrire que, comme la suite
(an )neN* est décroissante et minorée par O alors elle converge vers 0 : les deux

derniers mots de cette phrase sont faux et ¢a la fiche trés mal !

4) b) Ce n’est pas parce que 0<oa,6<1l que l’on peut en déduire que

lim a”*' =0 : on n’est pas face a une suite géométrique !
n—>+00



