Chapitre 1

Matrices
Systemes linéaires

James Sylvester s’intéresse a des tableaux de nombres

qu’il nomme matrices en 1850. Peu aprées, Arthur Cayley
définit des opérations sur les matrices. Curieusement,

c’est au barreau de Londres que les deux mathématiciens
anglais se rencontrent et sympathisent malgré des caractéres
trés différents. Sylvester est irascible, coléreux alors que
Cayley est d’une gentillesse extréme. Hommes de culture tous
les deux, le premier compose des poemes alors que le second
écrit des romans. Leur collaboration a fait faire de
remarquables progres a 1’algébre linéaire.

James Sylvester
1814-1897



HE Objectifs

M Les incontournables

>
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Connaitre les définitions des matrices particulieres (matrices diagonales, triangulaires,
symétriques...).

Maitriser les opérations matricielles, en particulier le produit.
Connaitre les propriétés des opérations matricielles.
Connaitre la définition d'une matrice inversible et les propriétés de l'inverse.

Connaitre la méthode du pivot de Gauss.

B Et plus si affinités

>
>

Savoir utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour inverser une matrice.

Savoir travailler sur des matrices de taille 7.



HE Résumeé de cours

B Matrices

Définition 1.1. — Soit (n,p) € (N*)2 . On appelle matrice a n lignes et p colonnes le tableau de

al,l alﬂz Cle

, . M1 Ga -
réels suivant: A=| . .

anﬂl an,z an)p

L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes est noté M, , (R) .

Si p=n, la matrice 4 est dite carrée d'ordre n et on note M, (]R) I’ensemble de ces matrices.

Remarque 1.1. — On consideére qu’un élément de 9, (R) est un nombre réel.

Notation 1.1 — La matrice 4 s’écrit : Az(al,‘]) ou simplement, s’il n’y a pas

1<i<m,1<j<p
d'ambiguité sur le nombre de lignes et de colonnes, A4 = (a,) ,-) .

Définition 1.2. — Si tous les éléments de la matrice 4 sont nuls, on dit que A est la matrice
nulle et on note 4=0.

On appelle matrices lignes les éléments de M, , (]R) et matrices colonnes ceux de M, (R) .

Définition 1.3. — Deux matrices sont égales si elles ont méme nombre de lignes, méme nombre
de colonnes et si elles ont les mémes coefficients.

B Opérations matricielles

O Addition de deux matrices
Définition 1.4. — Soit deux matrices 4= (a,-)_,-) et B :(b:,_/) de M, ,(R). On appelle somme
de 4 et de B la matrice de 91/1,1,[,(]1%), notée A+ B, définie par A+B=(c,,j) ou :
V(i,j) € [[l,n]]x[[l,p]] G =a+bh

MATRICES - SYSTEMES LINEAIRES 3 mm



O Produit d'une matrice par un réel
Définition 1.5. — Soit une matrice 4 :(a,,j) de M, ,(R) et A unréel.

On appelle produit de 4 par le réel X, la matrice de M, , (R) notée A4 définie par Ad =(a; )
ou: V(i.j)e[Ln]x[Lp]. a , =na,,.

. 1 0 -5 -2 -3 4 8§ 9 -22
Exemple 1.1. —Si 4= et B= ,ona: 2A4A-3B= .
2 4 6 1 4 -5 1 4 27

QO Produit de deux matrices
Définition 1.6. — Soit (n,p,q) € (N*)3 , A= (aw) une matrice de M, , (R) et B= (bz,,/) une
matrice de M, , (R) On appelle produit de 4 par B la matrice de M, , (R) notée AB définie

)4
par AB=(c,.)__, __ ou: (i) e[LalxLa]. e, =S ab,
T k=1

= Meéthode 1.1. Comment multiplier deux matrices ?

Remarque 1.2. — 1l est exceptionnel que, si 4 et B sont deux matrices, on ait AB = BA.
Lorsque cependant c’est le cas, on dit que les matrices 4 et B commutent.
Remarque 1.3. — Le produit de 2 matrices peut étre nul sans qu’aucune des deux matrices ne

. . 1 -2 2 -6 0 0
soit nulle : par exemple, si 4= et B= ,alors AB = .
-2 4 1 -3 0 0

O Propriétés des opérations matricielles

Propriétés 1.1. — Pour toutes matrices 4, B, C telles que les opérations ci-dessous soient
possibles, on a :

e A(BC)=(4B)C.
e A(B+C)=AB+AC et (A+B)C=AC+BC.
e VAeR, A(AB)=(Ad)B=A4B .

U Transposée d'une matrice
Définition 1.7. — Soit une matrice A4 = (a,’J) de M, , (R) .

On appelle transposée de A la matrice de M, ,, (R) noté ‘4 définie par ‘4= (a," }/) ou:
v(i,j)e[Lp]x[Ln]. da ;=a,,.

1 2
I 0 -5
Exemple 1.2. —Si 4= ,alors ‘A= 0 —4|.
2 -4 6 5 6
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X N "
Remarque 1.4.—Si X =| : |et Y =| : |, ‘XY estleréel égal a Zx,y,.

i=l1
Xn Yn

Propriétés 1.2. — Pour toutes matrices 4 et B telles que 4+ B existe et pour tout réel A, on a :
« '(14)=4. o '(4+B)="4+'B. o '(M)=2'4.

B Matrices carrées
U Définitions
Définitions 1.8. — Soit 4= (a,,j) une matrice de M, (R).
e Pour tout i élément de ﬂl,n]] , lesréels g, ; sont appelés coefficients diagonaux.
¢ A est une matrice triangulaire inférieure si pour tout (i, j) de [[1,n]]2 telque i<j, a ;=0.
e 4 est une matrice friangulaire supérieure si pour tout (i, /) de |Il,n]]2 telque i>j,a ,=0.

o A est une matrice diagonale si pour tout (i,j) de [[1,n]]2 telque i#j,a ,=0.

Définition 1.9. — La matrice identité (ou matrice unité) de M, (R) est la matrice diagonale

dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1. Elle est notée 7, ou tout simplement /.

Remarque 1.5. — Une matrice est dite scalaire si elle est de la forme o/, ou a est un réel.

Propriété 1.3.— VAe M,(R), AI=I4=A4 et VX eM,,(R), X=X .

U Puissance d'une matrice carrée
Définition 1.10. — Soit 4 une matrice de %, (R).
Par convention, on pose A° = I, et, pour tout entier naturel p non nul, on pose A7 = AP 4.

En fait, pour tout p de N*, A7 est le produit de p matrices toutes égales a A4.

= Meéthode 1.2. Comment calculer une puissance d'une matrice par conjecture ?

Q Formule du bindme

Théoréme 1.1. — Si 4 et B sont deux matrices de M, (R) qui commutent (4B = BA), alors

pour tout entier naturel p, on a : (A + B)p = Zp:( o )AkBP‘k :Zp:( 4 )Ap—kBk ;
k

k=0 =0

= Meéthode 1.3. Comment utiliser la formule du binéme ?
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O Matrices carrées inversibles

Définition 1.11. — On dit qu'une matrice 4 de M, (R) est inversible s’il existe une matrice B

de M, (R) telle que AB = BA=1.Lamatrice B est l'inverse de A et onnote B=A".

Théoréme 1.2. — Si 4 et B sont deux matrices de M, (R) telles que 4B =1, alors 4 et B sont

inversiblesetona: A '=B et B'=4.

= Meéthode 1.4. Comment calculer l'inverse d'une matrice carrée par produit ?

) 1 -3 7 -3 1 -3)(7 -3 1 0
Exemple 1.3. — Soit 4= et B= . AB= = .
2 -7 2 -1 2 -7) 2 -1 0 1

Comme AB =1, alors 4 et B sont inversibles et ona: B= A" (ousil’on veut 4=B"1).

Propriétés 1.4.— Si 4 est inversible, alors :
e A" est inversible et (A")fl =4.

. . . -1 .
e Pour tout entier naturel p, A” est inversible et (Ap) = (A‘1 )p , matrice que I’on note 47

e Si A4 et B sont inversibles alors 4B est inversible et on a : (AB)_1 =Bl41,

4 Inversibilité des matrices carrées d'ordre 2

a
Propriété 1.5. — La matrice 4= [
c

d -b
cas,ona: A7 = ! ;
ad —bc\—-—c a

b
d] est inversible si et seulement si ad —bc # 0 . Dans ce

U Propriétés des matrices diagonales

Propriété 1.6. — Le produit de deux matrices diagonales est la matrice diagonale obtenue en
multipliant entre eux les termes diagonaux de méme place.

. a 0 a o0 aa’ 0
Par exemple, si D = etD'= , alors DD'= .
0 b 0 b 0 bbb

Propriété 1.7. — La puissance n"™ d'une matrice diagonale est la matrice diagonale obtenue en
élevant les termes diagonaux a la puissance 7.

i a 0 . (a0
Par exemple, si D = ,alors D" = .
0 b 0 »"
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Propriété 1.8. — Une matrice diagonale D est inversible lorsque tous ses coefficients diago-

-1 9 . .
naux sont non nuls. D~ est alors obtenue en inversant les coefficients diagonaux de D.

. a 0 B 1/a 0
Par exemple, si D = ,avecaz0etbh=0,alors D =
0 b 0 1/b

B Systémes linéaires

Q Ecriture matricielle d'un systéme
alﬂlxl +-e-+ alﬁpxp =N
Définition 1.12. — Soit le systéme linéaire (S)

anl.xl+. +a X :yn

~ta, ,x,
Clu e al, p
La matrice 4=| : ©o | de wm,, (R) est appelée matrice associée au systéme (S)
an>1 .o an’ p
x| N a1,1x1+”'+al,p p =N
Notation 1.2 —Avec X =| : |et VY =| : |, (S) : s'écrit AX =Y.
X, Y Ay X +. ¥ @, X, =Y,

U Interprétation matricielle des systemes de Cramer

Propriété 1.9. — Soit 4 une matrice de M, (]R) .

La matrice A4 est inversible si et seulement si 4 est la matrice d’un systeme de Cramer, ¢’est-a-
dire si le systtme AX =Y, d’inconnue X élément de M, , (R) , posséde une seule solution, cette
solution étant X = 47'Y .

= Méthode 1.5. Comment calculer I'inverse d'une matrice carrée par résolution de systéme ?

Propriété 1.10. — Soit 4 une matrice de M, (]R) . On a I'équivalence suivante :

A est inversible si et seulement si, pour toute matrice X de M, (R) tAX =0 X=0.

Théoréme 1.3. — Soit 4 une matrice triangulaire.
A est inversible si et seulement si les coefficients diagonaux de 4 sont tous non nuls.
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O Réduite de Gauss
Définition 1.13. — Soit 4 une matrice carrée de M, (]R) On appelle réduite de Gauss de 4,

toute matrice triangulaire obtenue par des opérations élémentaires effectuées sur les lignes de A.

Remarque 1.6. — Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice sont les mémes que
celles décrites sur les systemes.

Théoréme 1.4. — Soit 4 une matrice carrée de M, (R) .

¢ Si une réduite de Gauss de A4 est inversible, alors 4 est inversible.
¢ Si A est inversible, alors toutes ses réduites de Gauss sont inversibles.

= Meéthode 1.6. Comment montrer qu'une matrice est (ou n'est pas) inversible ?

O Meéthode de Gauss-Jordan

Théoréme 1.5. — Toute matrice inversible peut se transformer en la matrice identité a I’aide
d’opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice et son inverse s’obtient en effectuant,
dans le méme ordre, les mémes opérations élémentaires sur les lignes de la matrice identité.

= Meéthode 1.7. Comment calculer I'inverse d'une matrice carrée
par la méthode de Gauss-Jordan ?
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