Chapitre 1
Intégrales impropres

Introduite parallélement par Isaac Newton et Gottfried
Leibniz a la fin du XVII®siécle, la notion d’intégrale

est utilisée tout au long du siécle suivant, sans souci

de justification de son existence ni de précision de la classe
des fonctions que I’on peut intégrer. Augustin-Louis Cauchy
est le premier a le faire mais se restreint aux fonctions
continues. L’apport du mathématicien allemand Bernhard
Riemann est fondamental. 11 définit I’intégrale de fonctions
plus générales, englobant les fonctions continues, et justifie
la conservation des propriétés essentielles a son utilisation.
Le mathématicien frangais Henri Lebesgue fait en 1902
un nouveau pas, grace a une approche partant de mesures
d’ensembles. Ceci permettra de nouvelles généralisations
vers ce qu’on appelle I’intégrale abstraite, qui englobe

de nombreuses théories comme celle des probabilités

ou des sommations de séries.

Bernhard Riemann
1826-1866



mE Objectifs

B Les incontournables

> Savoir étudier la convergence d'une intégrale impropre.
Savoir mettre en ceuvre les critéres de convergence.
Savoir intégrer par parties dans une intégrale impropre.

Savoir effectuer un changement de variable dans une intégrale impropre.
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Connaitre et savoir utiliser les intégrales de Riemann.

B Et plus si affinités
> Connaitre la définition et les propriétés de la fonction gamma.

> Savoir étudier la convergence d'une intégrale plusieurs fois impropre.



HE Résumeé de cours

B Généralités
QO Définitions d'une intégrale impropre
Définition 1.1. — Soit une fonction f continue sur [a,b[, ou a <b <+,

b
On dit que l'intégrale _[ f(t)dt estimpropre (ou généralisée) en b.
. 1 dt . +oo .
Exemple 1.1. — L'intégrale .[0 1-: est impropre en 1, f . e du est impropre en +oo .
Définition 1.2. — Soit une fonction f continue sur ]a,b],ou —o<a<b.
b
On dit que l'intégrale f f(t)dt estimpropre (ou généralisée) en a.

1 0
Exemple 1.2. — L'intégrale jo a est impropre en 0, j e" du est impropre en —o .
t —0

Q Convergence d'une intégrale impropre
Définition 1.3 — Si f est continue sur [a,b[, avec b réel ou b=+, on dit que l'intégrale

b X
J. f(®)dt converge si f f(¢)dt admet une limite finie lorsque x tend vers b. On a alors :

j:f(t)dt = tim [ " feydr

Exemple 1.3. — L'intégrale impropre LM%t converge. En effet, tHiz est continue sur
t t
[1,+ oo[ etona:‘v’le,J'xﬂz -1 =_—1+1.Onadonc lim xﬁzl etainsi:'[mﬁ:l
12 t | X xo+od 1 1 ¢2

Définition 1.4 — Si f est continue sur Ja,b], avec a réel ou a=—w, on dit que l'intégrale

b b
J. f(t)dt converge si J f(¢)dt admet une limite finie lorsque x tend vers a. On a alors :

ij(t)dt - )lci_lg}ljjf(t)dt.

= Meéthode 1.1. Comment étudier la nature d'une intégrale une fois impropre gréace a la
définition et, le cas échéant, donner sa valeur ?
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1
Exemple 1.4. — L'intégrale I 0% converge. En effet, t+—>1/ Jt est continue sur 10,1],eton a
t
=2- 2\/; , donc lim

d ! d
Vx>0,'|.;Tl;=[2\/;]x *OIITZ

Définition 1.5. — On dit qu'une intégrale diverge si elle n'est pas convergente.
Etudier la nature d'une intégrale impropre, c'est déterminer si elle converge ou non.

1 dx
=2 etainsi:j —=2.
0\/;

b b
Théoréme 1.1. — Si l'intégrale I f(t)dt , impropre en b, converge, alors linl} I f(@®dt=0.
a x—=>b Jx

On dit que /e reste d'une intégrale impropre convergente tend vers 0.

QO Cas d'une intégrale "faussement"” impropre

Théoréme 1.2. — Si une fonction f'est continue sur [a,b[, et prolongeable par continuité en b,

b -
alors l'intégrale I f(¢)dt converge. En notant f ce prolongement, on a :

b b ~ b
j f(tydt = j F(¢t)dt . On dit parfois que l'intégrale j F(t)dt est "faussement" impropre.

Remarque 1.1. — Dans ce cas, la borne b ne peut étre qu'un nombre réel.

1
Exemple 1.5. — L'intégrale J Otlntdt est "faussement" impropre (car la fonction #+> ¢fIn¢ est

continue sur ]0,1] et prolongeable par continuité en 0 puisque lirgltlnt=0). L'intégrale
t—0*

1
J.Otlntdt est donc une intégrale convergente.

Q Cas d'une intégrale deux fois impropre

b
Définition 1.6. — L'intégrale J. f(t)dt, impropre en a et en b, est dite convergente lorsque,
a

pour un réel ¢ arbitrairement choisi dans ]a,b[, les deux intégrales, chacune une fois impropre,

c b b c b
j f(t)dt et j f(t)dt convergent. On pose alors : j f(tydt = j (0 dt+j f(o)de.
b
Sinon (c'est-a-dire si au moins l'une des deux diverge), l'intégrale I f(t)dt est dite divergente.

= Meéthode 1.3. Comment étudier la nature d'une intégrale deux fois impropre ?

Remarque 1.2. — Le résultat précédent ne dépend pas du réel ¢ choisi.
Remarque 1.3. — Il est facile de généraliser au cas d'une intégrale plus de deux fois impropre
(ce qui est trés rare) avec f continue sur [a,b] sauf en un nombre fini de points a;, i€ [[l,n]],
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b a [
tels que a<a <---<a,<b. L'intégrale jf(t)dt converge si I f(de, J. f(@)dt

(1<isn—1)et [ f(t)ds convergent et jbf(t)dt=j”lf(t)dHnZ_lj“’“f(z)debf(t)dt.
n a a l:l a,- a”

B Propriétés et calculs sur les intégrales impropres

QO Propriétés

b b

Théoréme 1.3. — Linéarité. Si les intégrales I f(®)dt et I g(?)dt convergent, alors quels
b

que soient les réels A et p, l'intégrale I (M (¢)+pg(?))dt converge. En outre, l'intégration est

lindaire, clest-d-dire que Tona : | ab(xf(t) +ug(t)dr = b SOt " g(0)dt .

Remarque 1.4. — La condition pour écrire « I :(Xf (t)+pgt))dt=xr j ab f(Hdt+p j j g(t)ydt »

est la convergence des deux intégrales de droite, et pas seulement celle de I'intégrale de gauche !

Théoréme 1.4. — Relation de Chasles. Soit une fonction f continue sur [a,b[, et un réel ¢ de

c 1y b b © b
[a,b] . Si l'intégrale Ia f(¢)dt converge, alors Ia f(t)dt =Ia f(t)dt+_[c f()de.

Théoréme 1.5. — Positivité et croissance de l'intégrale. On suppose que —o <a<b <+,

b b

* Si f'est positive sur ]a,b[ et si l'intégrale j f(¢)dt converge, alors j f(¢)dt =0 (positivité).
b b

* Si pour tout réel ¢ de |a,b[, f(z) < g(¢) et si les intégrales impropres I f(®)dt et I g(t)dt

b b
convergent, alors J. f()dt< I g(¢)dt (croissance).

Q Calcul des intégrales impropres

Théoréme 1.6. — Intégration par parties. On ne procede pas a une intégration par parties
directement dans une intégrale impropre. On se ramene a une intégrale définie sur un segment et
on passe ensuite a la limite.
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Théoréme 1.7. — Changement de variable. Soit une fonction f continue sur ]a,b[ et ¢ une

bijection de classe C! strictement croissante, de Ja, B[ sur Ja,b[ (avec a, b, a et B réels ou

b
infinis). Les intégrales I fu)du et I ’ f(o(0)o'(t)dt sont de méme nature, et en cas de
a o

b B
convergence, on a : J.a fw)du= J.a f(o®)o'(¢)dt .

b o
Remarque 1.5. — Si ¢ décroit, alors, en cas de convergence : J f(u)du= .[ 5 f(o@)o'()dt.

Remarque 1.6. — Le changement de variable # = —¢ conduit aux deux résultats utiles suivants :

Théoréme 1.8. — Si j Om f(¢)dt converge avec f paire ou impaire, alors j +w f(¢)dt converge.

Si fest paire, alors [ T rwdi=2 | 0+°° f()dt  etsi fest impaire, alors | T rwdi=o0.

B Cas des intégrales impropres de fonctions positives

4 Criteres de convergence
Dans ce qui suit, fet g sont deux fonctions continues sur [a,b[, avec —0 <a<b <+,

Théoréme 1.9. — Critére d'équivalence. Si f'et g sont de signe constant au voisinage de b et si

b b
f(@ = g(?), alors les intégrales j f(@®dt et J. g(¢)dt sont de méme nature.
t—>b" a a

Théoréme 1.10. — Critére de comparaison.

b b
* Si, au voisinage de b, 0< f(¢) < g(¢), et si j g(¢)dt converge, alors J. f(¢)dt converge.

* Si, au voisinage de b, 0 < f(r) < g(¢), et si I ’ f(t)dt diverge, alors I ’ g(t)dt diverge.

Théoréme 1.11. — Critere de négligeabilité. Si f et g sont positives au voisinage de b, si

b b
() =o0(g(?)), et si l'intégrale I g(t)dt converge, alors l'intégrale I f(¢)dt converge.
b a a

Remarque 1.7. — On adapte les résultats précédents pour des intégrales impropres en a.

= Meéthode 1.2. Comment utiliser les critéres de convergence ?
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O Comparaison sérielintégrale

Théoréme 1.12. — Si une fonction f est continue, positive et décroissante sur [a,+o[ , ou a est

+00
un réel, alors la série de terme général f(n) est de méme nature que l'intégrale I f()de.
a

= Meéthode 1.4. Comment étudier la nature d'une série a I'aide d'une intégrale ?

O Convergence absolue

b b
Définition 1.7. — L'intégrale J. f(t)dt est absolument convergente si I | f (t)|dt converge.

Théoréme 1.13. — Toute intégrale absolument convergente est convergente, mais la réciproque
est fausse.

Théoréme 1.14. — Inégalité triangulaire.

<[lrwlar.

[ b [t

b
Si l'intégrale I f(t)dt estabsolument convergente, et si a <b, alors :
a

B Intégrales de référence

4 Intégrales de Riemann
pr e . . . bdx . +o dx
Définition 1.8. — Soit a un réel. Les intégrales J — , avec b > 0 (impropre en 0) et J —,
0 x¢ a x®
avec a > 0 (impropre en +o0 ) sont appelées intégrale de Riemann de paramétre o .

1
Remarque 1.8. — Les intégrales de Riemann les plus utilisées sont J 0@ (impropre en 0) et
x(l

J.:wd—f (impropre en +o0 ). On a choisi b = 1 pour la premiére et a = 1 pour la deuxieme.
X

Théoréme 1.15. — Cas d'une intégrale de Riemann impropre en 0.

, . p s bdx . .
Pour tout réel b strictement positif, I'intégrale j o o convergesi, et seulement si, a<1.
X

b
dx t 'f % (ou a et b sont des réels tels que

b
Remarque 1.9. — Les intégrales '[ (
a(x—a

— e
@ (b—x)"

a < b)) convergent si, et seulement si, a <1 (il suffit d'effectuer un changement de variable pour
se ramener aux intégrales citées dans la définition 1.8).

Théoréme 1.16. — Cas d'une intégrale de Riemann impropre en +oo .

, . e p e +o0 dx . .
Pour tout réel a strictement positif, 1'intégrale I —, converge si, et seulement si, a>1.
a x

INTEGRALES IMPROPRES 7 ml




. . fep . . a dx
Remarque 1.10. — Pour tout réel a strictement négatif, si o est un entier, l'intégrale I —

—0 O
converge si, et seulement si, a>1 (le changement de variable x = —f raméne au théoréme 1.16).

On a pris a entier car x* n'est pas défini pour x négatif et o non entier.

4 Fonction gamma d'Euler

. , +00 1 . . ,
Théoréme 1.17. — L'intégrale I . x'le*dx converge si, et seulement si, le réel ¢ est

strictement positif. On note alors I'(¢#) sa valeur.
La fonction I, ainsi définie sur ]0,+o[, s'appelle la fonction gamma d'Euler.

Propriété 1.1. — Quel que soit le réel 7 strictement positif, I'(z+1) =zI'(¢).
On montre alors par récurrence que, pour tout entier naturel » non nul, ona : I'(n)=(n—1)!.

QO Autres intégrales de référence

Nous verrons au chapitre 15 certaines fonctions, appelées densités, qui fournissent des
exemples d'intégrales convergentes dont on connait la valeur.

Par exemple, on a : J.Moe_7 dx=+2m, J._Moxze_7 dx=+2m, J.:O?»x e M dx :% (A>0), ...
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