Chapitre 1

Nombres complexes

1.1 Expressions d'un nombre complexe

1.1.1 Point de cours

Définitions et propriétés : il existe un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres com-
plexes, qui posséde les propriétés suivantes :

1. Lensemble des nombres réels R est inclus dans C.

2. Laddition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres complexes et
les régles de calcul sont les mémes.

3. Il existe un nombre complexe, noté i, tel que i2=-1.

4. Tout nombre complexe s’écrit de maniere unique sous a + ib avec a et b réels.

e L'écriture z = a + ib avec a et b réels est la forme algébrique du nombre complexe z. a est la
partie réelle de z, elle est notée Re(z). b est la partie imaginaire de z, elle est notée Sm(z).

¢ Le nombre complexe a — ib est appelé conjugué de z et noté z.

e Uécriture: z=rcosf0+irsin6 est appelée forme trigonométrique de z, ot

r = |z| = Va? + b* désigne le module du nombre complexe z et 6 désigne un argument de z :
arg(z) =0[2n].

e Lécriture: z=re'? est appelée forme exponentielle de z.

1.1.2 Exercices d’application du cours

EXERCICE 1 10 minutes
Ecrire les expressions suivantes sous la forme algébrique :

1. z=(2+50)+(8+9i) 5. z=(-2-2i)—(3+41i) 9. z=3(2-2i)-2(3+4i)

2. z=(9-3i)+(3+61) 6. z=(2+5i)—-(8i—-9) 10. z=9(2+5i)-5(8+9i)

3. z=(2+5i)+@B8i—-9) 7. z=(2+5i)+3(8+9i) 11. z=(9-3i)—-3(3+6i)

4. z=(2+5i)—(8+910) 8. z=2(9-3i)+5(3+61i) 12. z=-3(-2-2i)+(3+41i)
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EXERCICE 2 5 minutes
Déterminer le conjugué de chaque nombre complexe :
1. z=1+i 5. z=2i(3-41i)
2. z=-34+2i 6. z=(2-1)(1+2i)
3. z=V3-1i 7. z=-1-iV2
4. z=-3i 8. z=2
EXERCICE 3 15 minutes
Ecrire les expressions suivantes sous leur forme algébrique :
2+5i V2+iv2 1+i
= " 3. Z=—"+ 5. z=——
8+9i V2-iV2 1-i _
—2-2i V3—i (2+50)(8—-91i)
zZ= - 4 z= 6. Z=——"—""
3+4i : 1+i 2i(3-21)
EXERCICE 4 10 minutes

1. Calculer i?, i3, i* et i°.
2. Calculer i" en fonction de n.

3. En déduire I'expression algébrique de Z = 272016 — 372019

EXERCICE 5 10 minutes
Déterminer le module des nombres complexes suivants :
1. z=1+1i 5. z=5 9. z=-3-61
2. z=1-1i 6. z=7i 10. z=—iV7
3. z=-1+3i 7. z=5i—7 11. z=-9
4. z=4-3i 8. z=6+8i 12. z=-V19-iV6
EXERCICE 6 10 minutes
Démontrer les propriétés suivantes :
L |-zl =zl l:ﬁ g:%
— z z z2 4
2. |Zl><z2| |le><|,22| 4. |E|=|Z| 6. |Zn|=|Z|n
EXERCICE 7 10 minutes

Déterminer le module des nombres complexes suivants :
1. z=(1+0)2-3i . . zZ= 2(8—6i)3

z (—l-i-l)B(i i) 3. 2= (/5 + i) 5. z (E)3+_8é)l (8—-61)
2. z= 4. z=(i-7Q+7)2~1)

&

2-3i 1+i
EXERCICE 8 10 minutes
Déterminer un argument des nombres complexes suivants :
1 1+i\/§
cZ=—+i—

2 2 4. z=/5 1 V3

V2 V2 5. z=7i Tass iy

AR Ty 6 L V2 V2 8. z="9

1 V3 CEETR Y 9. z=-2i
3. z=—+i—

2 2
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EXERCICE 9 10 minutes
Démontrer les propriétés suivantes :
1. arg(—z) =arg(z)+n 4. arg(z) = —arg(z)
1 z
2. arg(—) = —arg(z) 5. arg(z—l) = arg(z;) —arg(zp)
z 2
3. arg(z) x zp) = arg(z;) +arg(zy) 6. arg(z") = narg(z)
EXERCICE 10 10 minutes
Déterminer un argument des nombres complexes suivants :
3
N LG 6 oo | Y2 _.v2|[1_.v8
R PR R ) 2 J\2 2
3
2. z=|——-1— 7. z2=|—+i—
2 2 2 2
gooo (L B) (L1 B) 4 (2, V2
2 2272 i I
4. z=(V5)" 9. z=(-9)7
5. z=(7i)> 10. z=(-2i)°
EXERCICE 11 15 minutes
Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
1. z=1+iV3 5. z=12 V6 V6
2. z=2-2i 3i 9. z=—+i—"
V3 8. 2= 10 2= V54 1V5
=——+i— . 2=—V5+1
S 2=75%g 7. z2=-3V2-3iv2 V3
3 .3V3 8. gD i5\/§ 1L z=-—>
4 z=—5-1— FET3TI 12. z=-2i
EXERCICE 12 15 minutes

Ecrire les expressions suivantes sous la forme trigonométrique, puis sous la forme exponen-
tielle :

L z=-2 ) 7. 2= Y22
2. z=1+ 5 5
3. z z\fl by 5. z=-51 8. z=—4+4i

6. z=1iV3 9. z=-5-5i
EXERCICE 13 15 minutes
Ecrire les expressions suivantes sous la forme trigonométrique :

5. z:—z(cos —)+isin(—) 8. z=-3e's n
2. z=-iV5 (3 3 ) 9. z:—i\/f’;(cos(—)—isin(—))
3. z= 2 6. z=-9 6 6
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EXERCICE 14 10 minutes
Ecrire les expressions suivantes sous la forme algébrique :

L z=2(cos(3)+isin(5)) s, z=\/§(cos(—%”)+isin(—%”))

2. z=6(cos(5§)+isin(5§)) 6. z:%(cos(—%)+isin(—%))

3. Z=3€i2'7n3 7. Z:\/Eeisfn
4. z=\2e 7 8. z=v3e %
EXERCICE 15 10 minutes
Ecrire les expressions suivantes sous la forme exponentielle :
s .. (T -7 .. (7T

1. z=i(3+iV3) 5. z=2 (cos (—) + lSlIl(—)) (cos (—) + lsm(—))

. 4 4 3 3
2. z=-2(3+iV3) 6. 22 —ilcos[3®) 4 isin (" 51 isin2F
3.22\/21-(3_1-\/5) - z==i|cos| - | +isin| - f[|cos| = | +isin|
4. z=2e"i x3ie's 7. z=-2ie"i5 x3e!7 x \/3e”I"
1.1.3 Exercices d’approfondissement
EXERCICE 16 10 minutes

Soit le nombre complexe z = 1+iv/3.
Donner la valeur exacte de (z)?°'6 sous forme exponentielle puis sous forme algébrique.

EXERCICE 17 10 minutes
Atout point M d’affixe z du plan, on associe le point M’ d’affixe z' par I'application f qui admet
(3+4i)z+5z
— Y
1. On consideére les points A, B, C d’affixes respectives za = 1+2i,zg =1 et z¢ = 3i.
Déterminer les affixes des points A’, B/, C’ images respectives de A, B, C par f.
2. Onpose z=x+ iy (avec x et y réels).
Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z’ en fonction de x et y.

pour écriture complexe : z’ =

EXERCICE 18 10 minutes
On considere les points A, B et C d’affixes respectives za, zg et zc oll : 2y = 1 +2i, zg = za,
etzc=1+vV3+i.

ZB — % .
Calculer 2—=C et donner le résultat sous forme algébrique.

ZA — ZC
EXERCICE 19 10 minutes

On considere les points A et B d’affixes respectives: zy =1—i et zg=2+V/3+1i.
1. Déterminer le module et un argument de z4.

. %B 1
2. Ecrire — sous forme algébrique.
<A

Z i
3. Montrer que — = (1+v/3)e'5. En déduire la forme exponentielle de zg.
ZA
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EXERCICE 20 15 minutes
On appelle f I'application qui a tout point, d’affixe z # 0, associe le point d’affixe z' définie par :
1

Z=z+i—--.
z

On considere les points A et B d’affixes respectives a =i et b = e & et leurs images A’ et B' par f
d’affixes respectives a’ et b'.

1. Calculer a’ et b'.

-b V3,

2. Démontrer que ——— = —i.
MYy~ 3

3. Soit 8 un réel. Démontrer que si z = e'? alors z/ = (2sin0 + 1) i.

EXERCICE 21 15 minutes
Soit les nombres complexes z; = e!% et z, = e'? (a et b réels).

1. Donner la forme trigonométrique des nombres complexes z; et z,.

2. En utilisant les résultats de la question précédente, calculer z; z;.

3. Déterminer la forme exponentielle de z; zy, puis en déduire sa forme trigonométrique.

4. Enutilisant les questions précédentes, retrouver les formules d’addition de cosinus et sinus.

EXERCICE 22 n . 15 minutes
Soit le nombre complexe z; = 3 (cos n +isin E) On pose : zp = z1, ol z; désigne le nombre
. , 2in
complexe conjugué de z;, z3 = -2, 24 = z1€ 3 .
1. Déterminer la forme algébrique des nombres complexe z;, z, et z3.
Déterminer le module et un argument des nombres complexes z, et z3.
5im
Montrer que z4 =3e’s .
En déduire le module et un argument du nombre complexe z;.
Quelle est la forme algébrique de z4?

AN

EXERCICE 23 2 15 minutes
Soit les nombres complexes : z; = V2 +iv6, ,zp=2+2i et Z= 2,
Z2

Ecrire Z sous forme algébrique.
Donner les modules et arguments de z;, z, et Z.

b1 7

En déduire cos — et sin —.
12 12

Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe

L e

ZZ 016

EXERCICE 24 15 minutes
On considere les trois nombres complexes suivants :
iz . 21
z1 =V 2elz ; Z=1-1i ; Z3=—.
22
1. Ecrire z, sous forme exponentielle.

2. a. Ecrire z3 sous forme exponentielle.
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V3

. |
b. En déduire que z3 = 2 + 17.
3. a. Enremarquant que z; = z» x z3, donner I'écriture de z; sous forme algébrique.

T T
b. En déduire les valeurs exactes de cos p et sin —

12°
EXERCICE 25 20 minutes
On considere les points A, B et C d’affixes respectives za, zg, et z¢c définies par :
ZA=2+21 , zg=-2+2i, zc=—-V3+ioli désigne le nombre complexe de module 1 et

, /4
d’argument >

1. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes za, zp et zc.

2. Calculer |zp — zg|% et |za — zcl?.

3. On consideére la transformation f(z) = ze™'s.
a. Soit z/; = f(z4). Calculer sous forme exponentielle I'affixe z/,.

b. Préciser le module et un argument de z/,.
c. Déterminer la forme algébrique de z/,.
d

b4 T

Déduire des questions b et c les valeurs exactes de cos (— E) et sin (— E)
EXERCICE 26 20 minutes
On considere les nombres complexes suivants : za = V2+iv6, et zg=2-2i.

<A
Onpose z=—.
<B

1. Ecrire z sous forme algébrique.

2. a. Calculer le module et un argument de z, et de zg.
b. En déduire le module et un argument de z.
c. Ecrire z sous forme trigonométrique.

. . . - n
3. Déduire des résultats obtenus aux questions précédentes les valeurs exactes de cos IR etde

. In
sin —.
12

EXERCICE 27 20 minutes
On considére les nombres complexes za = 5—5i et zg de module égal 4 5v/2 et d’argument égal

T
a- TR d’images respectives A et B.

Calculer le module et un argument de z4.
Montrer par le calcul que zg = zne '3,
Exprimer e~'3 sous forme algébrique.
Calculer zp sous forme algébrique.

ANl oA A

-7 -7
En déduire les valeurs exactes de cos (7) et sin (—)
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EXERCICE 28 Lai 15 minutes
. +1
On pose zy =2 et, pour tout entier naturel n, z;,.; = — n

1. Calculer z;, 22, z3, 24 et vérifier que z4 est un nombre réel.
2. Pour tout entier naturel n, on pose u, = |z,|. Justifier que la suite (u,) est une suite géomé-

1 n
trique puis établir que, pour tout entier naturel n, u, =2 E) .
3. Apartir de quel rang ny, |zn0| <0,1?

. . Zpn+1 — 2 .
4. Etablir que, pour tout entier naturel », el TR,

Zn+1
5. Onnote ¢, lalongueur de la ligne brisée AgA1Az...Ap—1A,.Onaainsi: £, = AgA1 + A1 Ax +
...+ Ap_1A,. Exprimer ¢, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (¢£,,)?

EXERCICE 29 20 minutes
Soient A, B et I les points d’affixes respectives 1+, 3—i et 2. A tout point M d’affixe z, on associe
le point M’ d’affixe z’ telle que z’ = z2 — 4z. Le point M’ est appelé 'image de M.

1. Calculer les affixes des points A’ et B/, images respectives des points A et B. Que remarque-
t-on?

2. Déterminer les points qui ont pour image le point d’affixe —5.

3. Vérifier que pour tout nombre complexe z, ona: z' +4 = (z— 2)2,

4. En déduire une relation entre |z’ + 4| et |z — 2| et, lorsque z est différent de 2, une relation
entre arg (2’ +4) et arg(z — 2).

5. Soient E le point d’affixe 2 + 2e'3,Jle point d’affixe —4 et E’' 'image de E.

a. Calculer zg — zj, donner la forme exponentielle, puis la forme algébrique.
b. Calculer zg — zj, donner la forme algébrique puis la forme exponentielle.

EXERCICE 30 20 minutes
Partie A. Restitution organisée de connaissances

Prérequis : on rappelle les deux résultats suivants :
i. si z est un nombre complexe non nul, on a I'’équivalence suivante :

|zl =r z = r(cosf+isinf)
R R —
argz = 6a2npres r > 0

ii. pour tous nombres réels aet b :

cos(a+b) cosacosb—sinasinb
sin(fa+b) = sinacosb+sinbcosa

Soient z; et zp deux nombres complexes non nuls. Démontrer les relations :

|z122] = 121]122| et arg(z;zp) = arg(z1) + arg(zp) a 27 pres
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Partie B.

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.
1 1

.Siz= -3 + =i, alors z* est un nombre réel.

. Siz+z=0,alorsz=0.

. 1 . .
.Siz+—=0,alorsz=iouz=-i.

B W N -

z
. Silzl|=1etsi|z+ 2| =1, alors 2/ =0.

1.2 Equations du second degré

1.2.1 Pointde cours

Propriété
Soit P le polyndme défini par P(z) = az®+bz+c, ol a, b etc sont des nombres réels et a # 0,
(E) I'équation P(z) =0 de discriminant A = b% —4ac.

Signe de A Racines de P Factorisation de P

:—b—\/Z —-b+VA

A>0 21 , 20 = P(z) =alz—z1)(z— zp)

a
racines réelles distinctes

-b )

A=0 Z0=— P(z) =a(z—zp)
2a

racine double

-b-1ivIA -b+ivIA
A<o | = boiVIAL, _ ZhriVIAl
2a 2a

racines complexes conjuguées

P(z)=a(z—z1)(z— zp)

1.2.2 Exercices d’application du cours

EXERCICE 31 10 minutes
Résoudre dans C les équations suivantes (on donnera les solutions sous forme algébrique) :

1. z+2-3i=0. 4. 2-3i-2z=0. 7. 3iz+4=4z-2i.

2. 3z+8i-2=0. 5. 2iz+2=0. 8. z4+2z=0.

3. 3iz+z=2+1. 6. iz+2-3i=0. 9. 2z—-iz=3.



