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��� ������	 �
 	��	�������	

��������� �	� 
���
��� �� ������ (G,�) �	
 �� ��	���
� G ����� ����� 
�� ��
�����	�
��� ��
���� ��
�� � �������
 
�	 
���	 �������
�	 	�����
�	 �

� 
� 
�� � �	
 �		����
��� � ∀x,y,z ∈ G, �� � x � (y � z) = (x � y) � z �

� �

� �	
 ���� ���� �
����
 ���
�� e ∈ G � x � e = e � x, ∀x ∈ G �

� 
��
 �
����
 a ∈ G ��		��� 	�� 	���
����� ���	 G � ∃a′ ∈ G 
�
 ��� a � a′ =
a′ � a = e.

�� �� ���� � ��	 
����	
	���� �� ��	 ��� G ��	 �� ������ 
����	
	�� ��� 
��������

��������� �	� 
��
�����
��� ���
 (G,�) �� ������� ��� ���
�� H ⊂ G �	
 ��
	��	������� �� G 	� �

� e ∈ H,
� ���� 
��
 x,y ∈ H, �� � x � y ∈ H,
� ���� 
��
 x ∈ H, �� � x−1 ∈ H.

�������� �	� 
��������������� ��� ��
�����
���� ���
 G �� ������ �
 H ���
���
�� �� G. ��	 �		��
���	 	�����
�	 	��
 ������
��
�	 �

� H �	
 �� 	��	������� �� G.

�� eG ∈ H �
 ∀h,h′ ∈ H, �� � � h−1h′ ∈ H.

��������� �	� 
��
�����
�� �������� ��� 
�� ������� ���
 G �� ������ �
 S
��� ���
�� �� G. !� ����

� 
� 	��	������� �� G �������� ��� S, 
���
��	��
��� ��

��	 
�	 	��	�������	 �� G ��� ���
������
 S. "��	
 
� �
�	 ��
�
 	��	������� �� G
���
����
 S, �� 
� ��
� 〈S〉.

� ���!� �	� Z = {n = n.1 | n ∈ Z} = 〈1〉.
Un = {z ∈ C | zn = 1} = 〈e2iπ/n〉.

�������� �	� #��
� ��
��	��
��� �� 	��	������� �� G �	
 �� 	��	������� �� G.
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��� �����	
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� ������


��������� 	
� ������ G �� H ���	 
��
��
����
� ��� ����������� f : G→ H �
� ��
������
���
�� 
� �� �
��
���� 
������� �
� ��
���� �

∀a,b ∈ G, f(ab) = f(a)f(b).

�� �� ���


�� ������������� f �
� ���������� �� ��������� ������
���
�� �� �� �� ����
f : G ↪→ H �

 � ������������� f �
� 
�
�������� �� ��������� �����
���
�� �

!� ������������� f �
� "��������� �� ��������� �
���
���
�� �� �� ��� #�� G �� H

��� �
���
���
� $������� G 	 H.

�� ����������	�
 ��
	�� �	�������	�

 �
 G ���	G 	����
��
 �� 
���������	�

��
	�� ����������	�

�

�
����� 	
� ������������� 
����
���
��
 
	� �� �	�������	�
 �� �����
 ������� �
	
�����
	 ��
�	 ���	 �
 �����
 ������������� �
	 �����
	 ��
�	 ��	����	� ��� ���
�	
 
	�
������������� ���������
�

��������� 	
� ���� f : G→ H �� ������
���
�� �� �
����
�
%� ��&�� �� f �
� ����
��"�� f−1({eH}) = {x ∈ G | f(x) = eH} ���� Ker f.
%������ �� f �
� ����
��"�� Im f = {y ∈ H | ∃x ∈ G : f(x) = y} = f(G).

�������� 	
� �� ������
���
�� �
� �������' 
� �� 
�������� 
� 
�� ��&�� �
�

����� ( ��������� ����
��

��� ������
 ��������
 �� ����	���


��������� 	
� ���� �	�
�� �� ������� x �� G ��� #�� G = 〈x〉,�� ��� #�� G �
� ��
�
���� �����)���

��������� 	
� �� �
���� �&���#�� �
� �� �
���� �����)�� ���� *� �
� ������
� ��

�� 
��� ��������

�������� 	
� %�
 ����
����

 �� Z/pZ 
��� ��
 k̄ ���� k ∧ n = 1.

��� ��
�� 
��� ������� 
��
 �� ������

�������� 	
� �� x �
� ���
�
� ���� ���
�
� �� x �
� �� ��
����� �� 
��
��
���� �� G
������
� ��
 x.

�������� 	
� �� x �
� ���
�
� ��� d �� 
� e ��
���� ��������� ����
� �� G, ���

�
���
 n ���
 Z, �� � � xn = e⇔ d | n.

�������� 	
� %��
�
� ���� ������� ���� �
���� ��� ����
� �� ��
����� �� �
�����



���������� �

��������� 	
� �
����������� ������ ����������� �� ������� ����	
�
��� 
�
{1, . . . ,n} 
�	
� �����
��� 
� {1, . . . ,n} 
��� �	�������

�� ���� Sn ������	
�� ��� ��
	�������� �� {1, . . . ,n}. ���
� (Sn,◦) ��� �� �
�����

������ �� �
���� ��	��
���� �� ���
� n.

��������� 	
� ������� �������������� • ���
 p ∈ [[2,n]]. �� ������� p������ 
�
{1, . . . ,n} �	 ����� 
� ����	�	� p 
� {1, . . . ,n} 
�	
� ����	
�
��� σ 
� {1, . . . ,n}
��	� ���	���� �� ����
� 
�� ������
� 
�	� � 
�	� 
��
���
� a1,a2, . . . ,ap 
� {1, . . . ,n}

��� �	� �

σ(a1) = a2, σ(a2) = a3, σ(ap−1) = ap �
 σ(ap) = a1

�
 σ(a) = a �� a ����
 �	�	� 
�� ������
� a1,a2, . . . ,ap.

	� 
�� ������� ��
 ����� ��
� (a1 a2 . . . ap).

• �� 2������ 
� {1, . . . ,n} ��
 �	��� ������ 	�� 
��������
��� 
� {1, . . . ,n}.

����� �� 	
� �������������� !"��� ������������ ��	
� ����	
�
��� 
� Sn
�� 
�������� �� �������
��� 
� ������ � �	����
� 
������
��  � ��	� ��

� 
��������
���
��
 	���	��

����� �� 	
� �Sn ��� �����!�� ��� ��� ��������������� ��	
� ����	
�
��� 
�
{1, . . . ,n} ��	
 �
�� 
��������� ����� 	� ���
	�
 
� 
��������
�����

����� �� 	
	# �$��������� !� ����
� 	�� �
 	�� ��	�� �������
��� ε 
� Sn 
���
{−1,1} 
���� �	� ε(τ) = −1 ��	� 
�	
� 
��������
��� τ �
 ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′) ��	�

�	�� ����	
�
���� σ �
 σ′.

��� ������	

��������� 	
	# �� �����	 ��
 	� 
�����
 (A,+ ,.) �" A ��
 	� �������� ����#�
�
�
 + �
 . ���
 
�� ���� 
� �������
��� ��
����� 
����� �	� �

$% (A,+) ��
 	� ���	�� ������� &

(A,.) ��
 	� ��	�����	�� &

�%��% �� �	�
������
��� ��
 
��
���	
�#� ��� ������
 � ���

�
���� '� �	� �����(�
�	� ��	� 
�	
 
�����
 (x,y,z) 
�������
� 
� A, �� � � x.(y + z) = x.y + x.z
�
 (x+ y).z = x.z + y.z.

)% *�������
 ��	
�� 
� ���

�
��� ��
 ��
� +A �	 0�

,% �� 
� ��	� �� �	�
������
��� ��
 ����	
�
�#�- �������	 ��
 
�
 ����	
�
�.�

/% �� 
�
 �	� A ��
 	��
���� ���� ��
 ��� �	� �
 �	� (A,.) �
��
 	� ������
 ��	
��
��
� 1A �	 1 �	 e.

0%  �	� ������
� x �
 y 
� A ����	
��
 1�	 ���
 ����	
�����% �� �� � x.y = y.x.

%&����� 	
� (Z,+ ,×) ��� �� ������ ��		�������



� �������� 	

��������� 	
		 ���
�������
� �� ����������� 	� A ��
 ��� ���

� 	� B 	� A
��
 ���
�� ��� �����
�
�� ��
���
� �

�� (−1A) ∈ B
�� B ��
 �
���� ���� ��� �����

��� + �
 −.

��������� 	
	� ���������� �������
�� ��
��
 (A,+,.) �
 (B,+,.) 	��� ��������

�� �� ������� ���������
��� 	�������� 	� A 	��� B ��� ����
��

�� f 	� A
	��� B ���
���
 ��� 
��
� �����

��� ��
���
�� �

f(x+ y) = f(x) + f(y) f(xy) = f(x)f(y) �
 f(1A) = 1B.

��  � �!�� ��������
�� ���������
 ��� ���������
����" ��� ��
�����
���� �
 ���

�������
���� �� �� 
����
� 	�� #������ �� �������� ���� ��� ���������
����
	���������

$� �� 	

 ��� A �
 B ���
 	��� ������� 
��������� ��
� ��
�
� �� 
�������
���
	�������� 	� A ��� B.

�������� 	
		 ��

 f �� ���������
��� 	�������� 	� (A,+ ,.) ���� (B,+ ,.).

��  �
��#� ��� f 	� 
��
 ����������� 	� A ��
 �� ����������� 	� B.

��  �
��#� 	� f ��
 �� ����������� 	� B.

$�  �
��#� ��� f 	� 
��
 
	��� 	� % ��
 �� 
	��� 	� f(A).

&�  �
��#� ���
������ ��� f 	� 
��
 
	��� 	� B ��
 �� 
	��� 	� A.

'�  � ��(��" Ker(f) = {x ∈ A | f(x) = 0B} = f−1({0B}), 	� f ��
 �� 
	��� 	� A.
)� �
 f ��
 �� 
�������
��� 	��������" ����� f−1 ����
 ����
�
*� �
 I ��
 �� 
	��� 	� A, ����� �� ���+��

�� �����
��� 	� A ��� A/I ��
 ��

���������
��� 	���������

��������� 	
	� ������
 ���� ���  ������� A ��
 	

 
�
,#�� ��
� ��
 �������"
�����
�

-" ��

�
�� �
 �� ���

��
 ����� 	
�
���� 	� .����

��������� 	
	� �!����� �� ����� ��
 �� ������ ��

�
�� 	��� ������ 
��
 ������

������� ��
 
�����
���� /� ��
 	

 �����
�

- �
 �� ��
 ���

��
��

�� ��
 �����
�

���

"����#� 	
� �� ��� ������	 Q, R, C �
�� ��� 

��� 

����������

�� Q[
√

2] = {a + b
√

2 : (a,b) ∈ Q2}, Q[i] = {a + bi | (a,b) ∈ Q2} ����� ��� �
��
�������� ��� 
����� �� C �
�� ��� 

��� 

����������

��� �����	 �
�� ������ 
���������

��������� 	
	$ �%���#� �� 
	��� 	��� ������ A ��
 �� �����#����� �		


- I 	� A
���
���
 ���� 
��
 a 	��� I �
 
��
 x 	��� A, �� � � a.x �
 x.a ���
 	��� I.

"����#� 	
$ �
�� A �� �������

�� {0A} �� A �
�� ���	 �����	� ������� �����	 ���&��
� �� A.



���������� �

�� �� ����	 
� A 	
� ��

������� ����
 ���� ���� a ���
 A, aA = {ax | a ∈ A} 	
�
�� ����� �	 A.

�� ����� �����	 �	 A 	
� �� ����� ������������

�� �� A 	
� �������	 	� I �� ����� �	 A, ����
 I = A 
� 	� 
	��	
	�� 
� 1A ∈ I.

��������� 	
	� ���� A �� ������ ���	
��� ���� a �= 0 �� b 
��� �������� 
� A.

�� �� 
�� ��� a 
����� b ��� ��� a ��� �� 
������� 
� b �� ��� b ��� �� ��������

� a� ���� ������ c 
��� A ��� ��� � b = ac �� �� ����� a | b �� c = b

a
.

�� ��� �������� a �� b ���� 
��� �������� �� a 
����� b �� b 
����� a � �����  
��� ����
������ u �������!�� 
��� A ��� ��� a = ub.

�
������ 	
	� ������ a �� b 
��� �������� 
� A� "����# �� � �

�� a 
����� b �� �� ��������� �� (b) ��� ����� 
��� (a) �

�� a �� b ���� �������� �� �� ��������� �� (a) = (b).

$� a ��� �������!�� 
��� A �� �� ��������� �� (a) = A.

%� a ��� �������!�� �� �� ��������� �� a 
����� ���� ������� 
� A.

��� �������	 Z/nZ

�
������ 	
	� &��� ���� ������ ������� n, Z/nZ ��� �� ����� �� �� ��������� �� n
��� ��������

�
������ �
�����
�� m �� n ���� 
��� ������� �������� ����� ���# ��� �����!��� Z/mnZ ��� Z/mZ ×
Z/nZ ���� �������'���

��
 �����	� 
� ��������� � 	�� ��
���������

��������� 	
	� ������ n ∈ N∗# (P1, . . . ,Pn) ∈ (K[X]−{0})n, �� ������ �� ���(�)��
�� �� ���� D# ��������# ��� ���# 
������� ������ 
� P1, . . . ,Pn � D ��� ������ �� ����

���
 ������ 
������� 
� P1, . . . ,Pn �� ���� PGCD(P1, . . . ,Pn).

�
������ 	
	� ��������� �� ������� ���� P �� Q 
��� ���(�)���# P �� Q ����
�������� ����� ��� �� �� ��������� ���� ������ 
��� ���(�)��� M �� N ���� ��� �

PM +QN = 1.

����� ��  !���
*���� 
���� ����� ���(�)��� P, Q �� R ���� ���

P | QR P ∧Q = 1 ����� P | R.

��������� 	
	" �#�$%�&�� ���������'$�� +� ���(�)�� P 
� K[X] ��� 
��
����
����!�� ��� �� ����� K ���� ��� ��� �������!�� �� �� ��� ����� 
�������� 
��� K[X]
���� ��� ���(�)��� ��������  P, �� ��� �������� 
� K\{0}�



� �������� 	

�������	 
	 
������
�����
���� �����	
� ����
������� P ���������������� ���� ���
���� ����� 
������ ������
���� �� ���
� �

P = λP α1
1 P

α2
2 . . . Pαr

r

���
 λ ∈ K∗ = K\{0} � P1,P2, . . . ,Pr ��� �����	
�� ������
������ �� α1, . . . ,αr ���
������� ���������

���������	 ��� ��� �����	
�� ������
������ �� R[X] ���� ��� �����	
�� �� �� �� ��
�� ��� �����	
�� �� �� �� ���! �� ���
��
����� ���
��
��� �� �����

�������	 ���� ��� ����� �����	
�� ������
������ �� C[X] ���� ��� �����	
�� ��
�� �� 1.

��� �����	
�

��������� ���� "��� E �� ����
���# 
��� �� ���! ���� �������� +, × �� ����� ���
�!����� $ ���������� ���� K, .� %���� (E,+ ,× ,.) ��� �� K−�� ���� ������� �

&� (E,+ ,× ,.) ��� �� K−����
� ��
�������

'� �� ��� × ��� ����
������ �� ��
�� �� ���
��� ������ ������ ���� 1E��

(� �� ��� × ��� ������������ ��� �� ��� +.

)� *��� ���� u,v ∈ E, �� ���� λ ∈ K, (λu)× v = u× (λv) = λ(u× v)

��������� ���� ����
��� �!�	" +� ������� ���� ���� K−�� ���� (E,+ ,× ,.), ���
��� ������ F �� E ��� 
������� 1E �� ��� ��� ������ ���� 
,�
��� ��� ����� ����# 
�����
$����� �

&� 1E ∈ F
'� ∀(u,v) ∈ F 2, u+ v ∈ F �� u× v ∈ F
(� ∀u ∈ K, ∀λ ∈ K, λu ∈ F.

��������� ���� �#�����
�	 
$�� �!�	" "����� (E,+ ,× ,.) �� (F,+ ,× ,.) ���!
K−�� ������ "��� φ : E → F. -� ��� ��� φ ��� �� 
���,��
� �� K−�� ����� �� ���
���������� ��������� ���� ����.��� �

&� ∀(u,v) ∈ E2, φ(u+ v) = φ(u) + φ(v)

'� ∀(u,v) ∈ E2, φ(u× v) = φ(u)× φ(v)
(� ∀u ∈ E, ∀λ ∈ K, φ(λu) = λφ(u)

)� φ(1E) = 1F .

���� 
�
	���
� 	������

%&	����	 ��� "��� G = R� ×R �� � �� ��� �� 
�
�������� ������� ��.��� ��� G ���

(x,y) � (x′,y′) = (xx′,xy′ + y)

&� /������ ��� (G,�) ��� ��  ����� ��� 
�

�������



���������� �

�� ������� 	
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(x,y) � (x′,y′) � (x′′,y′′) = (xx′,xy′ + y) � (x′′,y′′)

= (xx′x′′,xx′y′′ + xy′ + y)

�


(x,y) � ((x′,y′) � (x′′,y′′)) = (x,y) � (x′x′′,x′y′′ + y′)

= (xx′x′′,xx′y′′ + xy′ + y)
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(x,y) � (1 /x,− y/x) = (1,0) �
 (1 /x,− y/x) � (x,y) = (1,0)


��� 
��
 ������
 �	
 	���
��	�����

���������
 
���� 	 ��� �� �
 ��� �� � � (G,�) �	
 �� !������
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#� H = R�+ × R �	
 �����	 
��	 G.

(1,0) ∈ H.
∀ (x,y) , (x′,y′) ∈ H, (x,y) � (x′,y′) ∈ H

��� xx′ > 0
∀ (x,y) ∈ H, (x,y)−1 = (1 /x,− y/x) ∈ H

��� 1/x > 0.

$��% H �	
 �� 	��	 !����� 
� (G,�) .
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