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Chapitre 1
Rappel d’algébre linéaire

R et C désignent respectivement le corps des nombres réels et le corps des nombres
complexes. S’il n’y a pas lieu de les distinguer, on parlera du corps K des scalaires. L’ensemble
FE muni de deux lois, 'addition et la multiplication par un scalaire désignera un espace
vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel).

1.1 Espace vectoriel

Définitions générales
Définition 1.1 (Espace vectoriel) Un espace vectoriel sur le corps K est un ensemble E
muni des deuz lois suivantes :

— une addition qui donne a E une structure de groupe commutatif

— un produit «externey d’un élément de E par un élément de K qui posséde les propriétés
suivantes :

- V\p € K, Vi e E: (A)T = A(pZ)
-VApe K, Vi€ E: (A p)T = A\ + ud

- VAe K, NZ+Yy) =+ Ny

- VZ e E: 18 =7 (ou 1 est l’élément unité de K )

Les éléments de E seront appelés vecteurs.

Définition 1.2 (Sous-espace vectoriel) Soit F' un sous ensemble de l’espace vectoriel E.
On dit que F est un sous espace vectoriel (s.e.v. en abrégé) de E s’il reste stable pour les
opérations sur E, c’est-a- dire si:

-VigeF, r+yeF

-VAe K,VZeF, A\ F

Définition 1.3 Soit E un K-espace vectoriel, F' et G deuz sous espaces vectoriels de E.
1. On appelle somme de F et G et on note F + G ’ensemble

F+G={Z=y+ZzZye FzZeG}

C’est un sous espace vectoriel.
2. F et G sont en somme directe si F NG = {0}. On note alors la somme F & G.
3. Si de plus, on a E = F @& G, on dit que F' et G sont des sous espaces supplémentaires.

Théoréme 1.1 Si F' et G sont supplémentaires, alors pour tout élément & de FE, il existe un
unique couple (4,2) de F x G tel que T =+ Z.
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Familles libres, génératrices, bases

Définition 1.4 Soit B = {Z1,...,Z,} une famille de vecteurs de E.
— On dit que B est liée si l'un de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres, c’est @

dire s1:

p
Itr,. .. tp) € KP\(t1,.. . ty) # (0,....0) tel que Y t;7 =0
=1

— On dit que B est libre si elle n’est pas liée. Ses vecteurs sont alors linéairement indé-
pendants

~ On dit que B est génératrice de E (ou engendre E) si tout élément de E est combinaison
linéaire des éléments de B.

Définition 1.5 Une famille B = {é\,...,e,} d’éléments de l’espace vectoriel E est une base
de E si elle est libre et génératrice.

Il existe une base particuliére appelée base canonique définit de la maniére suivante :

Définition 1.6 On appelle base canonique la base composée des vecteurs {e;}i—1.n telle que
le j-1éme élément de e; vaut 0 sauf si ¢ = j dans ce cas, il vaut 1.

Ainsi tout vecteur x de R™ se décompose sur la base canonique de la maniére suivante :

n
VreR";, == Z:ciei.
i=1

Théoréme 1.2 (de la dimension) Dans un espace vectoriel engendré par une famille finie,
toutes les bases ont le méme nombre d’éléments.

Définition 1.7 On appelle dimension d’un espace vectoriel E engendré par une famille finie,
le nombre d’éléments de toute base de E. On la note «dim E».

Si dans un espace vectoriel de dimension finie n, on travaille toujours avec la méme base
B = {é1,...,é,}, alors un vecteur ¥ de E se décompose de maniére unique sur B sous la
forme

Tr=ux1€1+ -+ Tneh

L’élément X = (7, ...,4,) de K™ peut étre choisi comme représentation de Z sans ambiguité
possible.

Proposition 1.1 Soit E un espace wvectoriel de dimension n, F et G deux sous espaces
vectoriels de E. Alors :

1. toute famille libre de n vecteurs est une base,

toute famille génératrice de n vecteurs est une base,
dim F < dim F,

st FNG = {0} alors dim F+ dim G < dim E,

si de plus E = F & G alors dim F+ dim G = dim E.

AT R
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1.2 Applications linéaires

Définition 1.8 (Application linéaire) Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur le corps
K. Une application v : EE — F est appelée application linéaire si elle vérifie les propriétés
suivantes :

- u(@+7Y) =u@) +uly) VEygeFE
~u(AY) = () Vi e E,VA e K

L ’ensemble des applications linéaires de E dans F sera noté L(E,F).

On peut remarquer que I’application linéaire est une application qui conserve les structures
d’espace vectoriel.

Définition 1.9 1. On appelle noyau de u le sous espace vectoriel de E noté Ker(u) définit
par:

Ker(u) = {7 € Elu(z) = 0}
2. On appelle image de u le sous espace vectoriel de F noté Im(u) définit par:

Im(u) = {y € F|3Z € E tel que y = u(Z)}

Théoréme 1.3 — u est injective si et seulement si Ker(u) = {0}.

— u est surjective si et seulement si Im(u) = F.

Définition 1.10 (Inverse) Soit i (respectivement ip) Uapplication identité de E (resp.
F). L’application linéaire u de E dans F est inversible s’il existe une application linéaire
notée u~! de F dans E telle que :

wlou=ip et uwouT!=ip (1.1)

Une application linéaire inversible est donc bijective c’est-a-dire injective et surjective.

Théoréme 1.4 Soit u € L(E,E). On a les équivalences suivantes :
— u est injective
— u est surjective

— u est bijective

Théoréme 1.5 Soit u € L(E,F) et soit B={é1,...,6,} une base de E. Alors:
- si u est injective, {u(€1),...,u(€,)} est une base de Im(u),
— siu est surjective, {u(€1),...,u(€,)} est une famille génératrice de F,

— on a la relation suivante
dim E = dim Ker(u) + dim Im(u).

Définition 1.11 On appelle rang d’une application linéaire et on note «rang u» la dimension

de Im(u).
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1.3 Matrices

Dans cette partie, E, ' et G représentent trois espaces vectoriels sur le corps K, de
dimensions finies respectivement égales a n, p et ¢. Les familles By = {é},...,6,}, Br =
{fi,....fp} et Ba ={gi,...,d;} sont des bases de E, F et G.

Définition 1.12 (Matrice) Soit u € L(E;F). On appelle matrice associée d u dans les
bases By et Bp le tableau A de scalaires (i.e. d’éléments de K) a p lignes et n colonnes tel

que : la jiéme colonne de A est constituée par les composantes dans la base de Br du vecteur

u()).

Si a;; est 'élément de A situé a la i*™¢€ ligne de la j*™€ colonne, on a:
P
(@) =Y aifi
i=1

La matrice A a p lignes et n colonnes est dite de format (p,n), ou de type (p,n).

On ne peut raisonnablement rien démontrer sur les matrices sans faire référence aux
applications linéaires qu’elles peuvent représenter. On utilise cette référence pour définir les
opérations sur les matrices.

Opérations sur les matrices

Définition 1.13 Soient A et B deuz matrices de méme format (p,n). On définit la somme
A+ B de A et de B comme étant la matrice C, de format (p,n), dont le coefficient c;; est
donné par

Cij = aij + bij
C est la matrice de l’application linéaire somme des applications linéaires représentées par A
et B.

On définit de méme le produit du scalaire A par la matrice A comme étant la matrice notée
AA, obtenue en multipliant chaque coefficient de A par A. L’ensemble des matrices a p lignes
et n colonnes forme un espace vectoriel noté M, ,(K) (ou M, lorsque le corps de base est
explicite).

Définition 1.14 Soientuw € L(F,G) etv € L(E,F). On pose w = uov (et doncv € L(E,G)).
Soit A la matrice de u dans les bases Br et Bg et B la matrice de v dans les bases By et

Bp. Par définition, la matrice de w dans les bases Bg et Bg est égale au produit de A par
B noté AB.

Proposition 1.2 Soient A € M,,, et B € M,,. Soit C = AB, alors C € M, et ses
éléments sont donnés par la formule:

p
iy =Y agby; i=1,...nj=1...4¢ (1.2)
k=1

Définition 1.15 Une matrice A est inversible (dite également réguliére ou non singuliére)
si lapplication linéaire associce l'est. St A € M,,,, est inversible, alors il existe une matrice
inverse, notée A7, telle que

AA =A71A=T

ot I est la matrice identité de M, .
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Propriétés
En supposant que les matrices A,B et C sont de dimensions telles que leurs multiplications
soient possibles, « € R, on a:

- C(A+B)=CA+CB

- (A+ B)C = AC + BC

- A(BC) = (AB)C = ABC

- a(AB) = (aA)B = A(aB)
Matrices de changement de base

Définition 1.16 Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’une base Bp = {€1,...,6n}.
Soit une nouvelle base de E notée B’ = {6_71, e ,e_7n}. On appelle matrice de passage ou ma-
trice de changement de base la matrice P dont les colonnes sont formées des composantes des
éléments de E dans l’ancienne base E. On a donc:

n

- § Lz

€5 = Dbijé€i
=1

La matrice de passage ne permet pas de calculer directement les nouvelles composantes d’un
vecteur Z en fonction des anciennes. Posons

n n
i=1 i=1
Soit X le vecteur de K™ formé des composantes de Z dans I’ancienne base By et X’ le vecteur
de K™ formé des composantes de Z dans la nouvelle base B. On peut montrer que:
X = PX’
c’est-a-dire, étant donné qu’une matrice de changement de base est toujours inversible :
X' =rP'X

Proposition 1.3 Soit u € L(E,E) dont la matrice dans la base Br est A. Alors la matrice
A" de u dans la base BY, est donnée par la formule

A =p7tApP

Les opérations de changement de base sont fondamentales en pratique car elles permettent
de mettre les matrices carrées sous des formes plus «sympathiquesy (structure diagonale,
triangulaire supérieure ou inférieure).

Notations matricielles

Nous adopterons, sauf mention contraire, pour A € M, ,, les notations suivantes :
— Aj; désigne la jieme colonne de la matrice A. A peut donc se représenter par:

A= (A1 A, ... Ap)

— AT dénote la transposée de la matrice A (obtenue en échangeant les lignes et les colonnes
de A). On a donc AT € M, et:

(AT)ij=a; Vij,1<i<pl<j<n
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— Si A € M,;,(C), on note A la matrice complexe conjuguée de A (dont les coefficients
sont les complexes conjugués de ceux de A).

— Si A est une matrice carrée (p = n), on définit la trace de A comme la somme de ses
éléments diagonaux :
n
= E Qi
i=1

— Nous noterons D = diag(dy, . ..,d,) la matrice diagonale D.

— Tout vecteur de K" sera identifié & une matrice & n lignes et une colonne. Si X est un
vecteur colonne, X7 représente un vecteur ligne (matrice a une ligne).

Définition 1.17 Une matrice A € M,,,, telle que:
aij = Qj; Vi,j € {1, R ,n}

est appelée matrice symétrique. On a alors AT = A.

1.4 Déterminants

La définition du déterminant nécessite l'introduction des notions de permutation et de
signature par lesquelles nous débutons cette partie.

Définition 1.18 (Permutation) Soit I, = {1,2,...,n}. On appelle permutation une appli-
cation bijective de I, dans lui méme. On appelle transposition une permutation qui n’échange
que deux éléments consécutifs (; représente la permutation qui échange j et j+1).

On note P, ’ensemble des permutations de I,,. Toute permutation peut s’écrire comme
un produit de transpositions. Cette décomposition n’est pas unique, mais quelle qu’elle soit,
la parité du nombre de permutations est constante.

Définition 1.19 (Signature) On appelle signature d’une permutation o le nombre sign(o)
qui vaut +1 si Uon peut décomposer la permutation en un nombre pair de transpositions, -1
$inon.

Définition 1.20 (Déterminant) On appelle déterminant d’une matrice A € Mayy,, et on
note det(A), le nombre

det(A) = Z $191(0) A (1),100:(2),2 - - - Gor(n)n (1.3)
ocP

Le nombre de permutations d’un ensemble fini est fini et le cardinal de P,, est fini. Par suite,
la somme de la formule 1.3 est finie.

Propriétés
Les propriétés principales du déterminant sont les suivantes:
1. det(A) = det(A)
2. det(A) = det(A T)
3. Vo € Py, det(A4, )s -+ s Ag(n)) = sign(o)det(A).
4. L’application qu1 a une colonne de A fait correspondre le déterminant de A est linéaire.

En particulier, si une colonne de A est combinaison linéaire des autres, alors det(A) = 0.
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L’application qui aux colonnes de la matrice A fait correspondre le déterminant de A est
multi-linéaire alternée. Le terme multi-linéaire provient de la propriété 4. Il en résulte que

det(aA) = a"det(A)

On parle d’application alternée car d’aprés la propriété 3 la permutation de deux colonnes
consécutives de la matrice change le signe du déterminant.
Propriétés

1. En général, det(A + B) # det(A) + det(B).
2. Soient A et B deux matrices de M,,,. Alors:

det(AB) = det(A)det(B)

Soit A € Mp,(K). On note Aj; ;| € Mp—1,-1(K) la matrice mineure de A obtenue en
supprimant la ligne ¢ et la colonne j. D’un point de vue «pratique», le calcul d’un déterminant
se fait la plupart du temps & l'aide du:

Théoréme 1.6 (Développement suivant une colonne) On peut calculer le déterminant
en utilisant le développement suivant une colonne :

Vi€ {l,...,n} det(A) = ai(—=1)"det(A; ) (1.4)
i=1

Le développement suivant les colonnes peut également se faire suivant les lignes par une
formule analogue d’apres la propriété 2 ci-dessus.

Définition 1.21 Le scalaire (—1)"t7det(A}; ;) est appelé cofacteur de I'élément a;. La ma-
trice formée des cofacteurs est appelée comatrice et notée co(A).

Théoréme 1.7 Une matrice carrée A est inversible (ou réguliére ou non-singuliére) si et
seulement si son déterminant est non nul. La formule d’inversion s’écrit alors :

1

—1 _
AT = det(A)

[co(A)]" (1.5)

1.5 Produit scalaire

Définition 1.22 On appelle produit scalaire sur E une application de E X E sur R :
(fvg) —< :fag >= (fay)E

possédant les propriétés suivantes:
- <ZZ>>0
- <ZZ>=0=>=0
- < Ty >=<9,Z>
- < B+ Z>=<TY>+<T,Z>
- <Zay>=a<idy>VaeR

Corollaire 1.1 Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique sur E.
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1.6 Norme vectorielle

Il existe plusieurs maniéres de définir la norme pour un vecteur. La plus connue de toutes
est certainement la norme euclidienne d’un vecteur & = (x1,z2,...,2,):

”(.%'1,332, s 7xn)H =

Cette norme représente géométriquement la longueur du vecteur. La définition d’'une norme
est toutefois plus générale.

Définition 1.23 Une application ||.|| : E — R (ici, E est un espace vectoriel réel) est dite
une norme vectorielle si elle respecte les propriétés suivantes :

L |Z|>0,VE€E et|Z||=0 7 =0.
2. | M =[N 7], VaeR, ¥ € E.
SN Z+7I<I T+ 7l VT, ye E.

On peut facilement vérifier que la définition de la norme euclidienne satisfait les propriétés
ci-haut. Comme nous ’avons mentionné, il existe plusieurs normes pour un meéme espace
vectoriel. Si on se limite aux normes définies sur R"™, on trouve les normes p, dites usuelles,
d’un vecteur Z. Celles-ci se calculent de la maniére suivante :

n 1/p
| 2 [lp= (Z Ix?!> :
i=1

Lorsque p = 2, on retrouve la définition de la norme euclidienne. 11 y a également la norme
dite infinie qui se définit comme suit :

[ 7]l = max ||
1<i<n

Cette derniére norme est 'une des plus utilisée avec la norme 2 et la norme 1. Il existe
également des normes un peu plus exotiques (exemple norme elliptique, etc), mais nous
allons travailler avec les normes que nous venons de donner.

Exemple 1.1 Calculons les normes 1, 2 et oo du vecteur = (1,0,1,4)T. On obtient

4
1 = lail = 6
i=1

H_’

X

4
> a2 =V18=3V2;
=1

Tlloo = max | z; |= 4.
[7loc = max | |
Comme on peut le constater, les différentes normes ne donnent pas des réponses identiques.

1.7 Vecteurs propres et valeurs propres de matrices

Définitions et propriétés

Dans toute le suite, E désigne un espace vectoriel sur C.





