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� n �� ���
�� 	� N∗ �� Mn �� ����
�� 	� Mn(R) 	���
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Mn =

⎛
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� � �

���
0 . . . 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� ��� ������� ��� �� ���� λ �� ������ ������ 	�Mn 
 �� �������� 
 �� ����� ��
Pn(X) = Xn −Xn−1 −Xn−2 − · · · − 1 �	��� λ ����� ���
���

�!� ������
��� ���� �� ��"����� ������ ���
� # λ�

$� ��� ������� ��� ���� ���� ���
�� k ����
��� �� ���� # 2% �� ����� �� Pk �	���
��� ��
��� ���
�� 	�� ��
��������� ]1,+∞[% ���
�� ����� ak�

�!� &��!�
� �� ����������� 	� �� �
�� (ak)k�2�

��� ������
��� � �
�
�� �

'� ��� ������� ��� ���� ���� ���
�� p 	� N∗% �� ����� �� P2p �	��� ��� ��
���
���
�� 	�� ]−∞, 0[% ���
�� ����� bp�

�!� &��!�
� �� 	����
����% ��
 �� ����������� 	� �� �
�� (bp)p�1� ������
���
� �
�
�� �′�

��� ������
��� �� ���
������ 
���� 	� bp − �′�

(� ��� ������
��� �� ������ 	� n 	� N∗ ���� �������� �� ����
�� Mn �� 	
�"
�����
�!�� 	�� Mn(R)�

�!� ������
��� �� ������ 	� n 	� N∗ ���� �������� �� ����
�� Mn �� 	
�"
�����
�!�� 	�� Mn(C)�
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�� ��� �	
� λ �� ������ ��	��� �� Mn �� V =

⎛
⎜⎜⎜⎝
x1
x2
���
xn

⎞
⎟⎟⎟⎠ � ������� ��	��� ���	�
��

�� �����
	 MnV = λV ������ ��	�� ��� �������� ��
���� �⎧⎪⎨
⎪⎩

n∑
i=1

xi = λx1

xi−1 = λxi (2 � i � n)

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

n∑
i=1

xi = λx1

xi = λn−ixn (1 � i � n)

⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩
(

n∑
i=1

λn−i
)
xn = λnxn

xi = λn−ixn (1 � i � n)

�� ���
�� ������� ����� ��� �	���
	� �
 �� �������� �
 �������
	 �(
λn − (1 + λ+ · · ·+ λn−1)

)
xn = 0

��� ���
 ���

�	��� V ��� ������� ��	���! 
� ��� 	 �� �� 	 � �	� ������
�����
xn �= 0� " �#��! �
 xn ���
� ��! ��� �����
	� ���������� $	��
��
��
x1 = x2 = · · · = xn = 0! �� ��
 ��� �	� 
��	��
%���
&
������! �
 �� �������MnV = λV �	����� ��� �	���
	� 	 ����� ��	��
Pn(λ) = 0�
'��
��	������ ����	�	� ��� Pn (λ) = 0, 	�� ��	� �	� �

λn − λn−1 − λn−2 − · · · − 1 = 0
(� ��)��� ��� �	�*�
��� �� �� ����
�� Mn �
 ��	 �	�� �

X =

⎡
⎢⎢⎢⎣
λn−1

λn−2
���
1

⎤
⎥⎥⎥⎦

�	�	� 	 ���� ��
���� �	 ���
�� ������ ���� �! 	�� �	����	� ��� �

MnX =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λn−1 + λn−2 + · · ·+ 1
λn−1

λn−2
���
λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λn

λn−1

λn−2
���
λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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�� ������� Pn (λ) = 0

MnX =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λn

λn−1

λn−2
			
λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = λ

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λn−1

λn−2

λn−3
			
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦


� �������� MnX = λX �� X ��� ��� �� ������� ����� �� Mn ��
������ ����� ������� λ.

��� �� ������� ���� ��� �� ���������� ����� ������ � �� ������ ����� λ ���
�� ����� ���������� ��������� ��� �� ������� Vλ� � �

Vλ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λn−1

λn−2
			
λ
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�	 ��� ��� � ��� �� ��� ������� �� Pk� � ��!����� ��� �

Pk(X) = Xk −
k−1∑
j=0

Xj

���� �� ��������� �� ��������� �������� ��!��������

(X − 1)(
k−1∑
j=0

Xj = Xk − 1

� ������ �

(X − 1)Pk(X) = Xk+1 −Xk − (Xk − 1) = Xk+1 − 2Xk + 1 = Qk(X)

"!!� X − 1 �� ���#�� ��� �� ������ ��� �$���������� ]1,+∞[� � ��� ��
��� ������� �� Pk ��� �$���������� �������� ������� � � ��� �� ����� �� Qk	
�� ������ ��� �� ��%�&!� ��� ��� ����������	
'� ������� ��� �

Q′k(X) = (k + 1)X
k − 2kXk−1

���

Q′k = Xk−1 ((k + 1)X − 2k)

"���� ������� �$������ ��
2k

k + 1
� ������ ���� �!!� k ��� ��������� � ����

� �� ��� ���� �������!��� ���� ������ ��� �	
�� ������ ��� �� ������� �� �������� ������� �
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x

Q′k(x)

Qk(x)

1
2k

k + 1
+∞

− 0 +

00

−m−m

+∞+∞

�� m ��� 	
 ��� ���������
� ��������

�� ��
����
 Qk ����� ���������
� 
������� �	� ��
������ ]1,
2k

k + 1
] ��
���

�	� � �������� �� � ��������
 �����	� � Qk �	� ��
������

]
2k

k + 1
,+∞

[

������ ��� ���� �	�� �!���� 	
 	
��	� ��� ak �� ]
2k

k + 1
,+∞[ �� �	�

Qk(ak) = 0 �� ��
� �� �	� Pk(ak) = 0�

"
 ��
����� �� �	� �	�# ��	
� ����
2k

k + 1
< 2 �� �	� ���	��� ����#

Qk(2) = 1 ��� ���������
� ��������
�� �������� �� � ��������
 ������ ����# �
 ����
�
� �	! �
������
��#
��� ���� �	� �	� ak ��� ���������
� �
�����	� � ��
"
 � ��
� �$�� �	� ���������
� � �����	 �	���
� %

x

Q′k(x)

Qk(x)

1
2k

k + 1
+∞

− 0 +

00

−m−m

+∞+∞

1

0

2

1

&��� ������ ��� 
�� ���	�� �� ak % 1 < ak < 2�

'�( �� �	��� (ak) ���
� ���
��# �
 ��	��� ��
 ���
�	�� ��
���
�� �)
 ��
��
���� �� ��
�����
���
*�	� ���# �
 ���
������� � ��!�������
 Qk+1(X)−Qk(X)�
"
 � �	����������
� %

Qk+1(X)−Qk(X) = [X
k+2 − 2Xk+1 + 1]− [Xk+1 − 2Xk + 1]

Qk+1(X)−Qk(X) = Xk+2 − 3Xk+1 + 2Xk = Xk(X − 1)(X − 2)
&���� Qk+1(ak+1) = 0# �
 ���	�
� ����� ���
���� ������ �
 ak+1# �

�����
� %

−Qk(ak+1) = akk+1(ak+1 − 1)(ak+1 − 2)
"�# �
 ���
� �� ���� �	� � ��� ak ����� ���������
� ������� �
��� � �� ��
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����� �	
��� � �� ������� ������� 	������ ���
�� �����
�� ���� �	��
�	�� ����� ������ k ��������� 	� ���� � �� Qk(ak+1) ��� �������
�� �	������
������������ ��� ��	 � ����������

Qk(ak+1) > Qk(ak)

�	

�� ��� ����������� �	������� �� �	���	 Qk ��� �� �������	 ��������

�� ��	������� 	 � ������ � ������ �� ��������� ���� �	�� �	��
����� ������ k ��������� 	� ���� � �� 	 � !

ak < ak+1

"���� �� ����� (ak)k�2 ��� ��	������ �� 
��	���� ���� ��� �	� �	�������#

$�% & ���� ��� �� ����� (ak)k�2 ��� �	������� �� ��� �� ��
��� � ���������

� [1, 2]# '� ������	 Qk(ak) = 0 �	� a
k+1
k − 2akk + 1 = 0� �	�� ��	�� !

∀k � 2 akk(ak − 2) = −1
�	

�� �	�� �	�� ����� ������ k ��������� 	� ���� � �� ak ��� �������
��
�	������ 	 ���� ������ ����� ������� ������� �	�� �� �	�
� !

∀k � 2 ek ln(ak)(ak − 2) = −1
(� � ���������� � ]1, 2[� 	 	���������� ��� �	������

lim
k→+∞

ek ln(ak) = +∞
�� �	�

lim
k→+∞

ek ln(ak)(ak − 2) = −∞

&� ek ln(ak)(ak − 2) = −1� �	� ek ln(ak)(ak − 2) � ���� ��� ����� ����
−∞#
)���� �	� �	

� �	���������� � = 1 	� � = 2#
&� �� ����� ��� ��	������ �� a2� ��� ��� �� �	����	 �	������ �� ��������	
X2 −X − 1� ��� �������
�� ���� ���� ��� �#
'� ������� � �� ��
��� ��� ���������� a2 � ak ��	��� �	� ��� �� ������
� = 1 ��� �
�	������#

�	�����	 ! � = 2#

�# $�% & ��	���� �	

� �������

�� !

(X − 1)P2p(X) = X2p+1 − 2X2p + 1

��	*� � �	��� Q2p(X) = X2p+1 − 2X2p + 1

(X − 1)P2p(X) = Q2p(X)

& 	����� Q′2p(X) = (2p+ 1)X
2p − 4pX2p−1 �	��

Q′2p(X) = X2p−1((2p+ 1)X − 4p)
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�����	
 X 
�� ������� X2p−1 
� (2p+ 1)X − 4p ���� ��������
�� 
� ��	�� �	
 Q2p �����
 	�
 ���
����� ������
�
�� ���������
 �
 ]−∞, 0]
�	� ]−∞, 1]�
�
 ������
 �
 �� ���
����� �
��
� ������
� �	��� 
 ���
 ��
� 	� 	���	

�
� bp ������
���� ! ]−∞, 0] �
� �	
 P2p(bp) = 0�

"�# �
 ����	� �
 Q2p(−1) ����
 Q2p(−1) = −2�
�� � ���� �
 ����
�	 �
 $�������� �	�$��� %

x

Q′2p(x)

Q2p(x)

−∞ 0

+

−∞−∞

11

−1

−2

bp

0

�� �������
 ���� �	
 �� �	��
 (bp) 
�� ����
�
&�	� �	��
� �� ��������
� �� ������
 ����
 �������	�
 %
'� ������ Rp(X) = Q2p+2(X)−Q2p(X)� �� � �	��
���$
�
�� %

Rp(X) = (X
2p+3 − 2X2p+2 + 1)− (X2p+1 − 2X2p + 1)

Rp(X) = X2p+3 − 2X2p+2 −X2p+1 + 2X2p

Rp(X) = X2p(X3 − 2X2 −X + 2)

(��� )���
�
��

Q2p+2(X)−Q2p(X) = X2p(X − 1)(X + 1)(X − 2)

�� $��	
 �
��
 ����� 
� bp+1 %

Q2p+2(bp+1)−Q2p(bp+1) = b2pp+1(bp+1 − 1)(bp+1 + 1)(bp+1 − 2)

��� ��	�
 ����� Q2p+2(bp+1) = 0 
� ���	��
 ���� �
 ����
�	 �
 $��������
����
�� �
��
� �����
��� %

b2pp+1 > 0, bp+1 − 1 < 0, bp+1 + 1 > 0, bp+1 − 2 < 0.

*�	� �
�� ���� �	
 Q2p(bp+1) < 0�
���	�
 �	 ����
�	 �
 $�������� �
 Q2p �����
 ������ ��	��	�� 
� �
$
����
�	 ����
�
���� �	
 bp+1 < bp� �	���	
 Q2p(b2p) = 0�
+���
 �
��
 ������� 
�� $���
 ��	� ��	� 
���
� p ��� �	�� �� 
� ��	��
�	
 �� �	��
 (bp)p∈N∗ 
�� ����������
�

�
 ����
�	 �
 $�������� �
 Q2p �����
 �	
 �� �	��
 (bp)p∈N∗ 
�� �����

��� −1� �� �	��
 
�� ����������
 
� �����
� 
��
 
�� ���� ���$
��
��
�
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������	 
����� ����������� 
� ���
 �′ ���������� � 
��������

� [−1, 0]�
�� ��
����� Q2p(|bp|) = 0 ����� 	���		������� �

−|bp|2p+1 − 2|bp|2p + 1 = 0

−|bp|2p [|bp|+ 2] = −1
−e2p ln(|bp|) [|bp|+ 2] = −1

��� ���
�	� 	���
��
� � ��

� ����� ��� 
� 	��� (an)� ������ �� ����
��
�� 
� ���� �	� −1 < �′ < 0 ������ � �� ����		���
���� !
 ��	�� ����
�′ = 0 � �′ = −1�
�� 	��� �	� ������		����� �� ��
�
 	���
� ������ �� b2 �	� 	����������
��"����� #� �� ����� ���� �� 
� 	�
� ��		���
��� �	� �′ = −1�

$���
	��� � �′ = −1�
%�& #� � ��� � ���� � �����
��� �� 1+ bp� '�	��	 αp = 1+ bp ���� (αp) �	�

�� 	��� �� ���� ���	 (�
#� �

(αp − 1)2p+1 − 2(αp − 1)2p + 1 = 0
	���

(αp − 1)2p(αp − 1− 2) + 1 = 0
� ������ �

(αp − 1)2p(αp − 3) + 1 = 0
��

(αp − 1)2p = 1

3− αp
.

)� ���
����� 
� �������� ln � 2p ln |1− αp| = ln 1

3− αp
�

$���� 
� 	��� (αp) ���� ���	 (� 
� ������� 1 − αp �	� ��	����� � ������
��� ������� ���"� #� � ����� � ������ ��� ������� ���"� �

2p ln (1− αp) = ln
1

3− αp

*�+��	 �� ��
�	��� 
� ���� �� (αp) ����� ���	 (� �� � 
������
��� �
�	,
	��� �

ln (1− αp)∼
0
−αp

)� ������� � �����
��� ��	 � ��� ������ �� 
��"�
���� �� ������� ���� �

−2pαp∼
0
ln
1

3
.

	��� �

(bp − �′)∼
0

ln(3)

2p
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 n �� ��
�� �� ����� n = 2p �� ��
�� ���� Qn �� ������ �� ���
�
��
��
��� �

x

Q′n(x)

Qn(x)

−∞ 0
2n

2n+ 1
+∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

11

−m−m

+∞+∞

bp

0

1

0

a2p

0

����� � ���� ��� ���
�� �� Pn� �� �� ����
 ��� Pn ������� ��� ���
���
�
�
���� a2p � bp�
Mn ������� ���� ��� ������� ������� �
�
���� �����
��� ! ��� �����������
�� �
����
�� ��
"� �� ����
 ��� �
 n �� ��
�� Mn ���� �
�#����
����� ���� R ��� ����
�� ��� n = 2� 	
 n �� 
���
� �� ��
�� �� ������ ��
��� �

x

Q′n(x)

Qn(x)

−∞ 2n

n+ 1
+∞

− 0 +

+∞+∞

−m−m

+∞+∞

1

0

an

0

����� ������������ � ���� ��� ���
�� �� Pn� $� ������ ��������
����� ���� ��� Mn ������� ��� ����� ������ ������ �������
Mn ���� ���� ��� �
�#����
����� ���� R�
"� �� ����� �����
������ ! ���
�� ����� ��������
�� ��� ��������� �
	
 Mn ��
 �
�#����
������ �� ����
 Mn = PDP−1 ���� D = anI� �����
!��
�� ����� ����
 Mn = anI� �� ��
 �� %�� �

&� �������
�� � �
 n �� 
���
�� �
'���� �� �� Mn ���� ��� �
�#����
�����
���� R�

��� "� � �� ���� �� ����
��� ����
�� ��� �� ������ � a �� ������ ������ ��
Mn �
 � �������� �
 a �� ���
�� �� Pn � �������� �� ����� ������ ������
�����
� �� �� �
����
�� 1�
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