Chapitre 1

Les oscillations

Les oscillations sont présentes dans la vie de tous les jours : la respiration,
le pendule, la corde de guitare, les vagues, 'agitation thermique des atomes
ou molécules en sont des exemples parmi d’autres. Les systemes considérés
sont en général en mouvement autour de leur position d’équilibre. Lorsque les
mouvements se répetent de maniere périodique au cours du temps, on parle
de phénomenes vibratoires ou oscillatoires. Pour les ondes, le phénomene a en
plus la propriété de se propager dans ’espace : nous développerons en détail
cette notion d’onde dans le chapitre 2.

Nous abordons ainsi dans un premier temps la notion de période : I’os-

cillation d’une grandeur physique autour d’une position d’équilibre est un
mouvement qui se répete dans le temps.

1.1 L’oscillation harmonique simple

L’oscillation harmonique simple d’une grandeur physique x est décrite par :

’x(t) = Acos(wot + ¢) ‘ (1.1)

avec :
A, Pamplitude de loscillation (méme unité que z),
wo, la pulsation (rad s1),

wot + ¢, la phase,

¢, la constante de phase.

—
On peut dessiner un vecteur OM (représentation de Fresnel, voir Fig. 1.1)
dont le module est égal a A, et dont I'angle par rapport a Ox est égal a wot+ ¢.
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Py
x(t) est alors le projeté de OM sur Oz :

x(t) = proj/Ox(O—]\j) = Acos(wot + ¢) (1.2)

yA

FIGURE 1.1 — Représentation de Fresnel de la grandeur oscillante.

- . . R .

La période Ty correspond au temps nécessaire au systéme pour retrouver
sa position initiale, ou pour le vecteur OM au temps nécessaire pour faire un
tour complet, c’est a dire parcourir un angle 2.

On doit alors avoir :
wo(t+T0)+¢:w0t+¢+27r (13)

La période est ainsi égale a :

Ty =" (1.4)

On en déduit la fréquence :

_ 1 _w 1.
=TT o (1.5)

et la pulsation :
wo = 27TVQ (16)



1.1. L’OSCILLATION HARMONIQUE SIMPLE

Pour un oscillateur harmonique simple, harmonique signifie que x est une
fonction sinusoidale de fréquence unique, et simple signifie que 'amplitude A
est constante.

Exemple : le ressort

On considere un ressort et une masse m tels que présentés sur la Fig. 1.2.
Dans un premier temps, les frottements sont négligés. La masse du ressort est

également négligée. [y est la longueur a vide du ressort. k est la constante de
raideur.

u
Masse X
—

m
i >
X
FIGURE 1.2 — Ressort horizontal. [y est la position du ressort a 1’équilibre. x
représente le déplacement de la masse par rapport & sa position a I’équilibre.

La force du ressort sur m est égale a :

F = —kaxii, (1.7)
En appliquant le principe fondamental de la dynamique Zﬁ = mda, on
obtient :

—kxr =mx

(1.8)
d’oti, en posant wy = /k/m,

it wir=0

(1.9)

C’est ’équation différentielle de l'oscillateur harmonique. Il est fa-

cile de vérifier que x(t) = Acos(wot + ¢) est solution de cette équation, en
remarquant que i = —Aw? cos(wot + ¢).

Nous allons maintenant déterminer les deux constantes A et ¢ grace aux
conditions initiales. Par exemple, nous supposons que la masse m est lachée
sans vitesse initiale en z = xg a t = 0.
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Ces deux conditions se traduisent par :

ol =0) = 2o (1.10)
(t=0)=0
Oou encore :
A =
cos ¢ = Zo (1.11)
—Awgsing =0

Il faut que A et wy soient différents de 0 (sinon il n’y a pas d’oscillation).
On choisit alors ¢ = 0, d’out A = x¢. La solution x(t) s’écrit finalement :

’x(t) = x cos(wot) ‘ (1.12)
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FIGURE 1.3 — Position z(t) dans le cas du ressort horizontal.

La figure 1.3 présente 1’évolution de = en fonction du temps. L’intervalle
entre deux maximums représente la période Ty. D’apres (1.4), on a donc :

Ty = 27r1/% (1.13)

Il est important de remarquer que la période est indépendante de I’ampli-
tude. Ceci est vrai pour toutes les oscillations harmoniques simples, avec une
équation différentielle du type (1.9).
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Regardons maintenant 1’énergie associée a ce systeme. On cherche ’énergie

potentielle £, sous la forme F= —ﬁEp. Pour notre systeme, cela s’écrit sous
la forme : IE
— kxii, = fd—;’ﬂx (1.14)

d’oti, en choisissant E, =0en z =0 :
L, 5
E, = gk::r (1.15)

D’autre part, pour I’énergie cinétique E., on a :

1 1 1
Ec — imUQ = §m1’-2 = §m(—x0w0 sinwot)Q (1'16)

d’ou, pour I'énergie totale F :

1 1 k 1
E=EFE,+FE.= ikxg cos®(wot) + im:c%— sin®(wot) = §k$3 =Cte (1.17)
m
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FIGURE 1.4 — Représentation des énergies totale (E), cinétique (E.) et poten-
tielle (E,) en fonction de z, dans le cas du ressort ou k = 1, zp = 1. Toutes
les grandeurs sont exprimées en unités arbitraires.

Ces différentes énergies sont représentées Fig. 1.4 en fonction de x.
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L’énergie totale est constante.

De fagon générale, ’énergie mécanique d’un oscillateur harmonique simple
est constante.

1.2 Oscillations amorties

Si le systeme étudié subit des frottements, I’énergie et ’amplitude de I'os-
cillateur vont diminuer avec le temps, pour finalement tendre vers 0.

En reprenant I'exemple du ressort (Fig. 1.2), supposons que la masse m

subit une force de frottement de la forme = —77 = —'y:icﬁx, s’opposant
au vecteur vitesse.

En écrivant le principe fondamental de la dynamique, puis en projetant
selon Ox, on obtient une nouvelle équation différentielle :

k
it Lt —r=0 (1.18)
m m

En posant I' = v/m et w3 = k/m, on cherche ainsi & résoudre I’équation
différentielle suivante :

P+ Ti4wiz =0 (1.19)

L’équation caractéristique s’écrit :

MATA+wi =0 (1.20)
et

A=T? -4 (1.21)
Trois cas sont possibles :

1. Si A > 0 (frottements forts, I'> > 4w3), on a deux racines réelles A
et Ag, toutes deux négatives, et x(t) s’écrit :

z(t) = CreMt + Che?! (1.22)

avec
T+ VA

A1 5

(1.23)
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et

A2 5

(1.24)

On a un régime apériodique amorti, ou régime sur-critique (voir Fig.
1.5).
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FIGURE 1.5 — Cas du régime sur-critique correspondant a ’équation (1.22).

2. Si A < 0 (frottements faibles, I'? < 4w3, A = j?(4wi — T'?)), on a
deux racines complexes A1 et As,

-T /A2 — T2
A = v “o (1.25)

T —j /A — T2

A2 5

(1.26)

et x(t) s’écrit :

z(t) = CreMt + Chet?t = e_gt[oz cos(wt) + [ sin(wt)] (1.27)

avec :
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w=/wd —T?/4 (1.28)

Pour rechercher la solution en fonction des conditions initiales, si on
choisit la premiére expression de z(t) de I’équation (1.27), Cy et C5 seront
deux constantes complexes. Et si on choisit la deuxiéme expression de
I’équation (1.27), o et B seront deux constantes réelles.

En remarquant 1’équivalence d’écriture suivante :

acos(wt) + Bsin(wt) = A cos(wt + ¢) (1.29)

avec A et ¢ deux constantes déterminées elles aussi par les conditions
initiales, on peut alors écrire la solution z(¢) sous la forme :

x(t) = Ae~ 3t cos(wt + @) (1.30)
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FIGURE 1.6 — Cas du régime sous-critique correspondant a 1’équation (1.30).

On a alors un régime sous-critique (voir Fig. 1.6), et la période T des
oscillations s’écrit :

2 2
=T (1.31)
w wi —T?/4

On remarque que T > Ty, avec Ty = 27 /wp.



