|
Chapitre

Généralités sur les problemes
différentiels

1 Quelques généralités sur les équations différentielles

Dans tout ce qui suit, la lettre u désigne une fonction qui dépend d'une variable réelle
t décrivant un intervalle de R et implicitement supposée dérivable sur un intervalle adé-
quat, de dérivée u'. Pour alléger les notations, on omet souvent de rappeler la dépendance
ala variable en écrivant u et v’ ala place de u(t) et u' ().

1.1 Forme générale d’'une équation différentielle ordinaire

De maniere générale, on désigne par équation différentielle ordinaire (en abrégé E.D.O.)
d’ordre n € N* toute équation définie sur un intervalle I de R de la forme

F(t,u,u’,---,u(”)) =0 (1.1)
ou

1. u désigne une fonction inconnue sur I a valeurs dans R (cas des équations scalaires)
ou R (cas des équations vectorielles),

2. u' désigne la dérivée de u et u® (pour k € {2,---, n}) désigne la dérivée k-ieme de u,

3. F désigne une fonction continue sur un domaine adéquat.

1.2 Forme résolue d’'une équation différentielle

Lorsqu'il est possible d’isoler la dérivée u""” d’ordre le plus élevé en exhibant une nouvelle
fonction G de sorte a avoir

F(t’ u, Ll,,"' ,u(l’l)) =0 u(n) = G(ty u, u,,‘.- ,u(n—l))

on dit que I'’équation différentielle admet une forme résolue.
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Définition 1. Avec les notations précédentes, lorsqu’elle existe, on appelle forme
résolue de I'équation différentielle ordinaire (1.1) la forme

' = G(t,u, i, ,u(”_”) (1.2)

Parmi les équations différentielles résolues, celles du premier ordre, qui seront écrites par
la suite sous la forme

u'(0) = f(t,u(0) (1.3)

jouent un réle particulier. Il est en effet possible, grace a quelques manipulations simples,
de ramener toute équation différentielle résolue d’ordre n = 2 a une équation résolue du
premier ordre. Il en est de méme pour les systemes différentiels d’ordre 1.

1.3 Lien entre E.D.O. résolue d’ordre n = 2 et E.D.O. résolue d’ordre 1
Considérons I’équation différentielle résolue d’ordre 2
u" (1) = G(t, u(n), u' (1)

et remarquons qu’en introduisant la fonction vectorielle U : ¢ — (u(#), u/(t)) et en confon-
dant le vecteur U(#) avec sa représentation dans la base canonique de R? par une matrice
colonne, I'équation différentielle peut s’écrire sous la forme matricielle équivalente

d fum) _[d®)) _ u'()

de \ @] " " ®f " \G(r,ud), v (1)
Autrement dit, en faisant intervenir une nouvelle fonction, notée f, qui dépend de la
variable réelle ¢ et d'une variable vectorielle de coordonnées (x, y) définie par

f(t@y)—36(txy)
on al’équivalence
u' (0 =G(tr,u®), v () = U= f(t,U®)

Ce cas particulier se généralise sans difficulté, c’est a dire que toute équation différentielle
résolue d’ordre n = 2 de la forme

u™ () =G(t, u®, -, u"")
se ramene a I’équation différentielle (vectorielle) résolue d’ordre 1
U = f(r,U®)

en posant

U (u@), u'(0),++,u" V(1)
flLuw) = (u@, -, u™V@),G(t, u@), -, u" V(1))
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c'est a dire, toujours en confondant un vecteur avec sa représentation matricielle sous
forme de matrice colonne

u(t) u'(t)
d : :
dr u(n—'Z)(t) - u(n—'l)(t)
u V(1) G(t, u(®), -, u" V()

Donnons deux exemples particuliers et instructifs d’équations différentielles du second
ordre, la premiere linéaire et la seconde non linéaire.
Commencons par I'équation différentielle linéaire d’ordre 2

u" () = b(Ou' (0 + c(t)u(t) + d(1)

ol b, ¢, d sont trois fonctions continues. Il est donc possible d’en donner la forme matri-
cielle équivalente (la seconde égalité est obtenue grace au caractere linéaire)

u(t) N 0
u' (1) d(r)
On obtient alors la forme résolue U’ (¢) = f(t,U (1)) en posant Y : t — U(t) = (u(t), ' (1)) et

fi(t,00)— f(t,x6n)=b@y+c@x+d@)

0 1
c(t) b(p)

d fu u'(1) _
de | @] bW @D +chu®+d@)|

Considérons maintenant I'équation différentielle non linéaire du second ordre
d(O+udud O+ r=1
On remarque qu’en posant F: (t, X, y,z) — z+ xy + t*> — 1 on obtient la forme générale
U +uOu' (O +12 =1 F(t,ul®),u (t),u" (1)) =0
D’autre part, cette méme équation peut étre écrite sous forme résolue. En effet,
WO +uu O+ =1=u"(O=1-uBu' (1)~ 1?
et il suffit alors de poser G: (t,x,y) — 1 — xy — t? pour avoir la forme générale résolue

WO+ uu () + 12 =1 u" (0 =G(t,u(t), u' (1)

On retiendra donc que toute équation différentielle scalaire résolue d’ordre n = 2 peut
se ramener a une équation différentielle résolue d’ordre 1 de la forme (1.3).

1.4 Lien entre systeme différentiel d’ordre 1 et E.D.O. résolue d’ordre 1

Cette manieére de procéder se généralise aussi aux systemes différentiels. En effet, si 'on
considere le systeme de la forme

!/ —
{ u'(0) = Fi(t,u(t), v(d) (1.4)

V(1) = Bo(t, u(n), v(1))
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il est bien évident qu'’il est équivalent a
U'(n) = f(t,U@®)

en posant

(u(n), v(0)
(Fi(t, u(®), v(0), F2(t, u(t), v(1)))

{ U
fleum)

Dans le cas d'un systéme de la forme

!/ —
{ u' (1) = ar(Ou() + by v(1) + ¢1 (1) (1.5)

V(0 = ax(Du(®) + ba (v (1) + c2(1)
on peut profiter de la linéarité des équations pour écrire (1.5) sous la forme équivalente

U'(t)=AU() + B

ap (1) by(0) Lo ja@
a) bo| B {Cz(t)}

Onretiendra donc que tout systeme différentiel d’ordre 1 peut se ramener a une équa-
tion différentielle résolue d’ordre 1 de la forme (1.3).

1.5 Probleme de Cauchy et théoreme de Cauchy-Lipschitz

Définition 2. Avec les notations précédentes, on appelle probléme de Cauchy
(Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, mathématicien francais) tout systeme de la

forme
{ u'(1) = f(t,u)

u(to) = uo 10

ol la variable ¢ décrit un intervalle I contenant la valeur f, et ou1 f est une fonction
continue sur un domaine de R? de la forme I x J ol1 J est un intervalle de R.
La condition u(#y) = ug est appelée une condition initiale ou condition de Cauchy.

Remarque. Dans la pratique, le couple (%, 1) doit bien str appartenir a un domaine sur
lequel la fonction f est définie. Pour étre plus précis, la fonction f sera définie sur un
ouvert Q2 de R x R” (ol1 n est un entier non nul qui peut étre, dans le cas d'une équation
différentielle scalaire, son ordre) avec (fy, ug) € Q.

Les problemes de Cauchy ont un statut particulier. En effet, sous des conditions adé-
quates sur la fonction f, le théoréme de Cauchy-Lipschitz (Rudolph Lipschitz, 1832-1903,
mathématicien allemand) affirme qu’'un tel probleme posséde une unique solution. Il
existe plusieurs versions de ce théoréeme et seule la version « classique » est donnée sans
démonstration (voir par exemple [DE]). Elle utilise une hypothese forte sur la fonction f
qui peut étre largement affaiblie.
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Théoréeme 1. De Cauchy-Lipschitz.
Soient n € N*, Q un ouvert de R x R” et f une fonction de Q dans R” et (¢, up) € Q.
Si f est de classe €' sur Q, alors le probleme de Cauchy (1.6)

{ u'(0) = f(t,u()

u(to) = uop

admet une unique solution définie sur un intervalle ouvert et elle est dite maximale
dans le sens ou tout autre solution du probleme (1.6) est une restriction de cette
solution maximale.

2 Solveur numérique de Scilab

Le logiciel libre de calcul scientifique Scilab (bttp://www.scilab.org/fr) propose une
fonction de résolution des équations différentielles désignée par ode pour ordinary diffe-
rential equation.

Lalgorithme utilisé par défaut dans la fonction ode est construit a partir d'un schéma
numérique trés performant qui s’adapte automatiquement et de maniére dynamique a
la nature de I’équation différentielle. Il existe en effet une catégorie d’équations différen-
tielles, regroupées sous le terme de problemes raides, pour lesquelles les méthodes numé-
riques « classiques » se révelent souvent inefficaces et nécessitent un nombre de noeuds
de calcul considérable pour un résultat pas toujours satisfaisant. L'algorithme utilisé par
défaut dans la procédure ode est donc capable de s’adapter dynamiquement a ce type de
probleme pour utiliser le schéma le plus performant.

Cela dit, I'objectif n’est pas ici de détailler le fonctionnement des méthodes utilisées mais
seulement de présenter I'utilisation de la fonction ode. Avant de commencer, précisons
qu’elle ne peut résoudre que des problemes de Cauchy.

2.1 Solveur ode

Décrivons succinctement comment utiliser la fonction ode pour résoudre un probléme
de Cauchy de la forme (1.6)

{ Vielt, to+T1, ') = f(t,u@)
u(ty) =a
La syntaxe générale est solution=ode(’type de méthode’,u0,t0,t,f) ou:
1. Le couple (t0,u0) désigne la condition initiale u(fy) = up.
2. f désigne la fonction qui définit I'équation différentielle u'(¢) = f(t, u(1)).
3. t désigne laliste des nceuds de calcul.
4

. ’type de méthode’ désigne un parametre optionnel sous la forme d'une chaine
de caracteres permettant de choisir la méthode de calcul. Le lecteur est renvoyé a
I'aide en ligne pour plus de détails.
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5. solution est un vecteur contenant les valeurs approchées en chaque nceud de
calcul.

La déclaration de la grille de temps t se fait en général a 'aide de la fonction 1inspace
sous la forme t=1linspace(a,b,Nnc) pour obtenir Nnc nceuds de calcul régulierement
espacés dans l'intervalle [a, b], le premier nceud de calcul étant a et le dernier b.

Par exemple, on peut taper dans la console de Scilab

-->t= linspace(0,1,5)
ans =
0. 0.25 0.5 0.75 1.

Quant a la déclaration de la fonction f, elle se fait a I'aide de la commande function.
Par exemple, pour I'équation différentielle

u'(t) =0,055—0,04u() —0,0032u% (1) = f(t, u(t))
on pourra par exemple déclarer la fonction f dans I'éditeur Scinote sous la forme

function uprime=f (t,u)
uprime=0.055-0.04*u-0.0032%u.*u;
endfunction

Remarque. Dans |'écriture u. *u le point a une grande importance (voir 'aide Scilab pour
plus de détails sur les opérateurs).

2.2 Application 1 : un probléme d’éolienne face au vent

2.2.1 Modélisation

Considérons une éolienne dont I'hélice, qui tourne autour de son axe de rotation a la
vitesse u: t — u(t) (en tr-s~') en fonction du temps ¢ lorsqu’elle est soumise 42 un champ
de vitesse v : t — v(f) (en m-s~1) choisi ici constant et égal a 25 m.s™!, fournit un cou-
rant électrique d’intensité I. Des considérations physiques et mécaniques conduisent a
modéliser :

1. Le moment du couple sur I'axe de rotation par le terme cov(#) — ¢y u(t) avec co > 0 et
c1 >0.

2. Le moment de liaison sur 'axe de rotation di a la présence de frottements par le
terme —cy — c3u(t)? avec ¢z > 0 et c3 > 0.

3. Le moment des forces exercées sur I'axe de rotation dues au courant généré par
'alternateur par le terme —c4 u(t) avec ¢4 > 0.

En appliquant la loi scalaire du moment cinétique a I'hélice en rotation autour de son axe
dans le référentiel 1ié a son support (supposé galiléen (Galilée, 1564-1642, mathématicien,
physicien et astronome italien), on détermine I'équation différentielle (de Ricatti (Jacopo
Francesco Riccati, 1676-1754 et son fils Vincenzo Riccati, 1707-1775, mathématiciens ita-
liens)) vérifiée par uou J [kg- m2] désigne le moment d’inertie de I’hélice autour de son
axe:
du 5
]E(t) =—c+cou(t) — (c1 + cau(t) — caul(t)
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En regroupant certains termes et en supposant I'hélice a I'arrét au temps ¢ = 0, on aboutit
alors a un probleme de Cauchy de la forme

{ Vielo, Tl, u'(t) = f(t,u(n) (1.7)

u(0)=0

ou f estla fonction continue sur R? définie par f:(t,x)— f(t,x) = a(t)+bx+ cx?, T est
la durée prise égale a 100 secondes et ol les données numériques, correspondant a des
parametres physiques réels, seront prises égales a :

1. a(t) = 0,055 (dans le cas d'un vent de vitesse constante et égale a 25 m.s™1).
2. b=-0,04.
3. ¢=-0,0032.

2.2.2 Solution analytique

Bien que I'équation différentielle en jeu ne soit pas linéaire, il est ici possible de calculer
assez facilement et de maniere explicite la solution du probleme (1.7). Elle est donnée par
55 (60,048f _ 1)

= u(t) =
! u 4(11e%048¢ 1 1)

(1.8)

Donnons quelques indications sur la maniere d’obtenir cette solution. Tout d’abord, on
commence par chercher une solution particuliere constante et positive a I’équation diffé-
rentielle

u'(t) =0,055—0,04u(t) - 0,0032u(t)

ce qui revient a résoudre I'équation du second degré
-0, 0032x2 — 0,04x+0,055=0
qui possede comme solution réelle positive x = 1,25.

Posons ensuite le changement de variable y(#) = u(¢) — 1,25. On montre sans difficulté
I'équivalence

U (1) = 0,055 —0,04u(r) —0,0032u%(1) <> y' (1) = —0,048y(1) — 0,0032 (1)

et on cherche alors a résoudre la nouvelle équation différentielle d'inconnue y. Pour cela,
1
il suffit de poser le changement de variable z(?) = 0 apres avoir justifié que la fonction
y

y ne s’annule pas. Or, y(f) = 0 < u(?) = 1,25 donc, puisque I'on cherche une solution
u autre que la solution constante ¢ — 1,25 déja trouvée, le théoreme de Cauchy-Lipschitz
affirme que la solution constante ¢ — 1,25 est la seule qui prenne la valeur 1,25. Par consé-
quent (comme on cherche une solution non constante) la fonction y ne peut pas s’annuler

1
etle changement de variable z(?) = 0 est bien défini. Un calcul simple montre alors que
y

() = —0,048y(t) — 0,0032y(1)? <> z'(t) = 0,048z(¢) +0,0032
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et cette derniere équation différentielle du premier ordre a coefficients constants admet
des solutions bien connues sous la forme

2(8) = Ke048t _ 1
15

Le calcul de la constante K est donné par la condition initiale

u(0) =0 < y(0)=-1,25 < z(0) =-0,8
11
et fournit K = — T Finalement, on obtient

n e0.0487 _ 1

15 15

etil reste ensuite a revenir a la fonction initiale u pour trouver, apres plusieurs simplifica-
tions, pour ¢ € [0,100]

z(t) =—

B 55 (e0,048t _ 1)

)= ————
uo 4(11e00487 4 1)

2.2.3 Solution numérique

Envisageons maintenant de calculer numériquement une solution approchée au
probléeme de Cauchy de I'éolienne avec le logiciel Scilab:

{ Y1€]0,100], u'(1) = f(t,u(®)=0,055—-0,04u(r)—0,0032u*(1) (1.9

u(0)=0
Lalgorithme, écrit dans I'éditeur SciNotes intégré a Scilab, peut prendre la forme suivante.

0001 //probléme de 1’é&olienne

0002 //durée du calcul

0003 T=100;

0004 //condition initiale

0005 t0=0;u0=0;

0006 //déclaration de la fonction f

0007 function uprime=f(t, u)

0008 uprime=0.055-0.04*u-0.0032%u."2;
0009 endfunction

0010 //déclaration des noeuds de calculs
0011 N=50;

0012 t=linspace(0,T,N);

0013 //résolution approchée du probléme
0014 u=ode(u0,t0,t,f);

0015 //solution exacte

0016 y=(55/4)*(exp(0.048*t)-1)./(11*exp(0.048*t)+1);
0017 //représentation graphique

0018 plot(t,u,’k’,t,y,’k:’);

0019 legend([’Sol. app.’,’Sol. exacte’]);



