Chapitre 1

La mécanique céleste

1.1 L’astronomie avant Galilée

Au TII° siecle de notre ére, Claude Ptolémée (~ 90 — 168) compile tout
le savoir accumulé par ses devanciers (dont Hipparque 190 — 120 av. J.—C.)
en matiere d’astronomie. Dans son ceuvre majeure, composée de treize livres
et intitulée Composition Mathématique, Ptolémée décrit le mouvement des
planetes, de la Lune et du Soleil. Tombé dans 1’oubli au Moyen Age, ce traité
est redécouvert dans le monde arabo-musulman des le IX¢ siecle, mais il ne
parvient en Europe occidentale qu’au tout début du XII¢ siecle. On le connait
depuis sous son nom dérivé de ’Arabe, I’Almageste (la grande ceuvre). Der-
nier grand astronome de I’Antiquité, Ptolémée est le dépositaire de la tradition
philosophique grecque, initiée par Aristote au cours du IV® siecle av. J.—C.
En digne héritier de cet illustre penseur, il place la Terre, immobile, au centre
de I'Univers. Les mouvements des astres sont la résultante de mouvements
circulaires uniformes (réalisés sur un double systeme de cercles, déférents et
épicycles), ceux-ci étant seuls considérés comme parfaits. C’est sur ces deux
principes que repose le géocentrisme, doctrine qui persistera jusqu’au XVI©
siecle. En 1543 parait le livre de Nicolas Copernic (1473 — 1543), De Re-
volutionibus Orbium Coelestium. Suivant des considérations plus ou moins
métaphysiques, Copernic considere que la place privilégiée de <« centre de
I"Univers > revient au Soleil, astre resplendissant, plutot qu’a la Terre (re-
jet du premier principe du géocentrisme). Chacune des six planeétes connues
a I’époque (Mercure, Vénus, y compris la Terre désormais, Mars, Jupiter et
Saturne) décrit une trajectoire circulaire autour de Soleil supposé fixe. On
peut considérer que cette date de 1543 marque la naissance de 'héliocentrisme
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en Occident . La Terre est désormais considérée comme une planéte 2. Tou-
tefois cette idée a mis du temps a s’imposer en Occident. Les deux modeles
(géocentrisme et héliocentrisme) sont discutés et comparés dans 'ouvrage de
Galilée (1564 — 1642), dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo (dia-
logue sur les deux grands systémes du monde). Cet ouvrage publié en 1632
déclenche une tres vive polémique. Galilée, qui n’est pas homme de compro-
mis, y soutient ouvertement et sans réserve ’héliocentrisme. Il y ridiculise aussi
ceux qui croient en la vision simpliste d’une Terre immobile au centre du cos-
mos, telle qu’elle est alors enseignée de facon dogmatique par I’Eglise, fidele
a Aristote. Or I'autorité de ce philosophe est encore extrémement influente &
cette époque. Galilée est donc contraint de se rétracter publiquement en 1633.

1.2 Les lois de Kepler

Tycho Brahe (1546—1601), observateur rigoureux, amasse sur une période
de vingt ans, une quantité immense de données sur le mouvement des planetes,
notamment sur Mars3. Exploitant ces données, et apres six années d’un dur
labeur accompagné de longs errements, Johannes Kepler (1571 — 1630)*
découvre que l'orbite de Mars n’est finalement pas circulaire, mais elliptique.
C’en est fini du second principe du géocentrisme. Dans son ouvrage Astronomia
Nova, paru en 1608, il énonce de fagon empirique les deux lois suivantes :

Loi des orbites : les planetes décrivent des orbites elliptiques dont le Soleil
(supposé fixe) occupe I'un des foyers (fig. 1.1).

Loi des aires : le rayon-vecteur qui relie le Soleil S' & une planete P balaie des
aires égales en des temps égaux (fig. 1.2). La planeéte P ne se déplace pas avec
une vitesse constante le long de son orbite. Plus elle est pres du Soleil, plus
son mouvement est rapide. Elle parcourt le trajet AB dans le méme intervalle
de temps que le trajet CD.

1. Tl s’agit en fait d’une renaissance car dés 1’Antiquité, Aristarque de Samos (vers 280
av. J.-C.) avait déja contesté la fixité de la Terre et fait I'hypothese que celle-ci tournait
autour du Soleil; mais cette suggestion est rapidement tombée dans l’oubli (Archimede,
287 — 212 av. J.-C., critique les idées émises par Aristarque dans son traité 1’Arénaire).
L’héliocentrisme va ressurgir cependant tout au long des siecles. Par exemple, Aryabhata,
astronome et mathématicien indien (474 — 550) et Al-Tusi, astronome et philosophe perse
(1201 — 1274) soutiennent que la Terre est en mouvement et tourne autour du Soleil.

2. du grec mAavnrg, astre errant. Les planetes se déplacent a travers les constellations,
contrairement aux étoiles dont la position sur la voute céleste parait immuable.

3. Tycho Brahe observait & I’ceil nu avec des instruments (compas de trés grande taille)
qu’il avait fait réaliser. Ses observations, d'une précision d’une minute d’arc, restérent
inégalées jusqu’a l'invention du télescope a miroir en 1663 par James Gregory.

4. Précisons que Kepler a été ’assistant de Tycho-Brahe, durant quelques mois entre juin
1600 et le mois d’octobre de I'année suivante. Il lui succede ensuite comme mathématicien
impérial aupres de 'empereur Rodolphe qui siégeait a Prague.
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Figure 1.2

Une troisieme loi est énoncée dans un second ouvrage, Harmonices Mundi
(1618).

Loi des périodes : le carré de la période de révolution 7" d’une planete est
proportionnel au cube du demi-grand axe a de 1’orbite

T2
— =k 1.1
. (11)
ol k est une constante, la méme pour les six planetes du systeme solaire,
connues a ’époque de Kepler.

1.3 Newton et la loi d’attraction universelle

11 faut attendre 1684, pour que le génie d’Isaac Newton (1642—1727) par-
vienne enfin a expliquer ces trois lois sur la base des principes fondamentaux de
la mécanique. La parution en 1687 de son ouvrage majeur Philosophiae Natu-
ralis Principia Mathematica marque un tournant dans I’histoire des sciences.
Newton y énonce notamment les lois générales régissant le mouvement des
corps.

Principe de I'inertie

Tout corps persévere dans I'état de mouvement rectiligne et uniforme (ou de
repos) dans lequel il se trouve, & moins qu’une action mécanique (une force)
n’agisse sur lui et ne le contraigne a changer d’état.

L’exemple le plus simple de corps est celui de point matériel, c’est-a-dire
une particule, supposée sans volume, et dotée d’une propriété appelée inertie
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ou masse (invariable en mécanique newtonienne). Pour pouvoir caractériser
le mouvement d’un point matériel M, on introduit un repére d’origine O et
visualisé par trois axes non-coplanaires (mais orientés de fagon arbitraire dans
Pespace), soit Ox, Oy, Oz. Les coordonnées de M sont alors désignées par
z,y, 2. On adjoint également une horloge débitant un temps t uniforme. On
définit ainsi un référentiel d’étude (repére + horloge). Un référentiel inertiel
ou galiléen est un référentiel privilégié dans lequel le principe de l'inertie est
vérifié. Il existe une infinité de référentiels inertiels en translation rectiligne et
uniforme les uns par rapport aux autres.

Principe de la dynamique

Désignons par m la masse d’un point matériel M. Soit O—]\>4 le rayon-vecteur
repérant ce point. Smt T sa vitesse mesurée dans un référentiel inertiel. Elle
est définie par v = dOM . On appelle quantité de mouvement le produit
de la masse par la Vltesse soit p = m7¥. La dérivée par rapport au temps de
la quantité de mouvement est égale a la force ? exercée sur M °, soit

a7 _ AT dOM _ 03
a  Var T T '

Principe des actions réciproques

Soit deux particules 1 et 2. La particule 1 exerce sur la particule 2 une force
19 et réciproquement la particule 2 exerce sur la particule 1 une force
2 s7. On a

?1—>2 = —?2—& (1.3)

La loi d’attraction universelle

Dans son traité, Newton adjoint la loi d’attraction universelle permettant
d’expliquer aussi bien la chute des corps que les mouvements célestes : une
particule M; de masse mj exerce sur une particule My de masse mo une force
donnée par la relation

—
My Mo

— 1.4
N (1.4)

F1—>2 = —Gmima

. S’il y a plusieurs forces ?1 1,2,..., qui agissent sur M, on effectue la somme vectorielle
? ? ? .. (résultante des forces).



1.3. NEWTON ET LA LOI D’ATTRACTION UNIVERSELLE 15

e —
Pour alléger I’écriture, on pose généralement 7“_1> = OM;j et r_2> = OM; (on

rappelle la relation de Chasles M1 My = OMy — OM7). 11 vient

2 -7
152 = _GmlmQﬁ (1.5)
Irz — 71|

La force exercée sur une particule test localisée au point P, de masse m, par un
systeme composé de N points matériels M;—1 o N de masses m;—1 2. N, est
la résultante des forces individuelles produites par chaque point M; agissant
sur P (principe de superposition linéaire). Si on affecte une masse unité a la
particule test, on définit le champ gravitationnel Z produit par le systeme
au point P, repéré par le rayon-vecteur 7

Z(?) = _sz.ﬂ (1.6)
e
La sommation de vecteurs étant une opération relativement peu aisée, on in-
troduit plus volontiers la fonction scalaire suivante, appelé potentiel gravi-
tationnel 6.

1
¢(7) = —szi T (1.7)
et I'on peut montrer que
A= —grade (1.8)

On dit que Z dérive d’'un potentiel scalaire ¢. Le symbole grad désigne
'opérateur gradient ”.

Si les masses forment un continuum (milieu lissé), on doit passer de la somme
discrete ci-dessus a une intégrale. Il s’agit d’une opération mathématique assez
délicate ; mais d’un point de vue pratique, elle consiste simplement a étaler
toute masse ponctuelle m; dans un petit volume élémentaire, autour du point
considéré M;. On supprime alors I'indice discret ¢ : la masse m; devient la masse
élémentaire dm et l'on renomme 77 par un vecteur non-indicé, ?, repérant le
point courant du systéeme. On a ainsi

6. Le concept de potentiel a été introduit par Daniel Bernoulli, 1738 ; Alexis Clairaut,
1743 ; Joseph Louis Lagrange, 1773. Depuis, cette idée remarquable s’est répandue dans le
monde de la physique.

7. En coordonnées cartésiennes x,y, z, les trois composantes de cet opérateur vectoriel

o o8 0

sont fabriquées a partir des trois opérateurs dérivées partielles ==, =, -=. Introduisant la
— oz’ dy’' O
o)

e _—o 2o
base orthonormée i, j, k, on a grad = Lop T Jay Tt k5.
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M?yuc/m% ! | (1.9)

Champ de gravitation produit par un corps sphérique ho-
mogene

Le champ X produit par une distribution de matiére, qui ne possede pas
de symétrie particuliere, peut étre trés compliqué a déterminer (fig. 1.3.a).

Figure 1.3

Il n’est simple que dans un cas, celui ou la masse du systeme attracteur est
a symétrie sphérique (fig. 1.3.b). Dans cette situation le champ gravitationnel

est purement radial et son unique composante A(r) ne dépend que de r et
de r seulement

Z:mmi (1.10)
et
A@:—% (1.11)

Soit une coquille sphérique homogene, infiniment mince, de rayon u, de masse
dm et de centre O. On démontre que le champ de gravitation produit en un
point P par cette coquille est (fig. 1.4)
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i. Si P est situé a 'intérieur de la coquille (r < u), le champ gravitationnel
. . —
est identiquement nul Z =08

ii. Si P est situé a lextérieur de la coquille (r > u), il s’écrit (en posant
7= OP)

(1.12)

Figure 1.4

On peut ainsi énoncer le résultat tres important :

Une coquille sphérique homogene agit a 'extérieur comme si toute la matiere
la composant était concentrée en son centre.

Un corps sphérique, homogene, de masse volumique p, de rayon R et de masse
M, est un empilement de telles coquilles concentriques dont le rayon u varie
de 0 & R. Pour r > R, il vient (M = 4?’rpR‘q’)

6(r) = —G% y —GMZ: (1.13)

A Tlintérieur du corps (r < R), en un point situé a la distance r de l'origine,
le champ gravitationnel est

8. L’astronome E. Halley a émis ’hypothese en 1682 que la Terre pourrait étre une co-
quille creuse, dont il évaluait ’épaisseur a 800 km. Notons que la force gravitationnelle est
nulle a l'intérieur d'une coquille sphérique et homogene. D’éventuels étres qui s’y trouve-
raient seraient donc en état d’impesanteur. En fait cette idée est tombée rapidement en
désuétude. En effet si tant est que ’on puisse former une telle structure en coquille, les forces
de marée dues aux autres astres (Soleil, Lune, etc) la disloqueraient rapidement ; les débris
se condenseraient alors pour former une sphere pleine a configuration d’énergie minimale.
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(1.14)

oum(r) = %” pr3 est la masse contenue & I'intérieur de la sphere de rayon r. Il
vient

4
A(r) = f?WGpr (1.15)
Le potentiel s’en déduit aussitot
2
o (r)= ?WGpr2 + Cte (1.16)

La constante est déterminée en exprimant la continuité du potentiel en r = R,
soit

p(r=R—-0)= ¢(r=R+0) (1.17)
ou, explicitement
2w 9 M
?GpR + Cte = _GE (1.18)

On obtient Cte = —27rGpR? et finalement lorsque r < R

6 (r) = %”Gp(ﬂ _ 3R?) (1.19)

La fonction ¢ (r) forme un puits de potentiel qui emprisonne la particule
(fig. 1.5).

Figure 1.5





