Chapitre 1

Outils mathématiques

On donne ici un résumé des définitions, outils et théorémes mathématiques, utili-
sés comme référence pour la suite de 'ouvrage. Ces outils doivent pouvoir étre utilisés
comme base, sans entrer dans le détail de leur justification mathématique. Les réfé-
rences pour ces constructions détaillées sont données en fin de chapitre.

1.1 Intégrale de Lebesgue

1.1.1 Mesure de Lebesgue sur R

Il s’agit d’une fonction d’ensemble, représentant la longueur d’une partie de la
droite réelle. Elle est définie sur les intervalles I = (a, b) par A(I) = b—a (la longueur),
puis étendue & la tribu engendrée® par ces intervalles, appelée tribu des boréliens. Elle
est o-additive, c’est-a-dire additive pour une union dénombrable disjointe de parties
de R.

Définition 1.1. La tribu des boréliens B est la plus petite famille de parties de R
contenant les intervalles, et stable par complémentaire et union dénombrable.
— La mesure de Lebesgue A = dx est l'unique fonction X : B — RT, o-additive,
et égale pour les intervalles a leur longueur.
— Un ensemble de mesure nulle (ou négligeable) est une partie A C R qui peut étre
recouverte par une union disjointe d’intervalles de longueur totale inférieure a
tout réel positif .
— On dira qu’une propriété (P) est vraie presque partout (p.p.) si elle est vraie
pour tout réel x hors d’un ensemble négligeable N .

Ezemples. Tout ensemble fini ou dénombrable est de mesure nulle (par exemple
I'ensemble Q des rationnels). Mais il existe des ensembles non dénombrables et de
mesure nulle : un exemple classique est 'ensemble triadique (fractal) de Cantor Ks,
ensemble des réels dont 1’écriture en base 3 ne contient pas de 1 (voir Exercice E.1.1).

1. Pour tout ensemble E, et toute famille F de parties de E, la tribu engendrée T (F) est la plus
petite famille de parties, contenant F et &, et stable par complémentaire et union dénombrable.
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Dans les intégrales, on notera da cette mesure de Lebesgue (ou son élément diffé-
rentiel). Voir I’Annexe 1.5 pour des compléments sur la notion de mesure et 'intégrale
associée.

1.1.2 Intégrale de Lebesgue et espaces LP associés

Une fonction réelle f est mesurable si VA € B, f~1(A) € B. Elle est étagée si
f =Y 1a;la, pour A; € B, et on définit alors son intégrale par

/fd)\ = /Rf(x)dx = zn:ai)\(Ai) < +oo0.

Pour f mesurable et positive quelconque, on pose

/ f(z)dz = sup/ p(z)dr < oo avec p > 0 étagée. (1.1)
R »<fJR

Les propriétés de linéarité et de monotonie de l'intégrale sont immédiates, et on en
déduit aussi le théoréme suivant (voir Exercice E.1.2).

Théoréme 1.2 (Convergence monotone). Si la suite de fonctions positives (fy,)nen
est croissante de limite f, alors [ f d\ =lim, oo [ fn dX.

Pour une fonction mesurable f quelconque, on se raméne au cas positif en décom-
posant f = f* — f~, avec les parties positive et négative de f : f* = sup(f,0), et
f~ =sup(—f,0). La fonction f est dite intégrable (au sens de Lebesgue) si

/erd)\zi+<oo7 /ffd)\=f<oo, et on pose /fd)\:i‘L—i*.

En pratique, toute fonction f constructible est mesurable et elle sera intégrable ssi
Jz |f(z)|dz < co. On étend ces définitions aux fonctions & valeurs complexes en posant

/Rf(x)dm: /RRef(x)dx+i/RImf(a:)da:.

Définition 1.3. On note LP [’ensemble des fonctions de R — C mesurables telles
que | fll, = (J |f(2)[Pdz)'/? < co. C’est une pseudo-norme (|| f|l, =0« f =0 p.p.).
On obtient une vraie norme sur l’espace LP des classes d’équivalences de fonctions,
modulo ’égalité p.p. (on confond deux fonctions égales p.p.).

On établit les propriétés suivantes des espaces normés LP (voir [Rud66]).

Théoréme 1.4. L est un espace normé complet pour || - ||, et l’espace des fonctions
continues & support compact IC(R) est dense dans LP. Il en va de méme pour l’espace
&y des fonctions en escalier & support borné.

Les espaces utilisés pour les signaux seront L! (fonctions intégrables) et L? (fonc-
tions de carré intégrable, représentant les signaux d’énergie finie).

On notera que l'intégrabilité au sens de Lebesgue est une intégrabilité en valeur
absolue, et ne concerne donc pas les intégrales impropres semi-convergentes.
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Définition 1.5. On note L}, lespace des fonctions mesurables, intégrables sur tout
intervalle borné I = [a,b]. Une fonction f € L} . sera dite semi-intégrable en +oo si

Alim faA f(@)dz = [ f(z)dx existe (intégrale impropre semi-convergente).
— 00

loc

Exemple. Les fonctions sin(z)/z® sont semi-intégrables sur R™ pour a €]0,1].
L’intégrabilité locale est claire par continuité, et la limite a I'infini s’établit en intégrant

par parties : on a
Y sin(x 4 i
/ ()dx g—a—>0 si u,v — oo.
u

% U

Par contre elles ne sont pas absolument intégrables car

nm . 1 g
/ de > —/ | sin(z)|dz,
(n—1)m e n% Jo

qui est le terme d’une série divergente.

1.1.3 Intégrales & paramétre et théoréme de Fubini

On sera amené & considérer soit des suites de fonctions f,, € L', soit des familles
paramétrées de fonctions intégrables f(z,.) € L!. Les théorémes de Lebesgue per-
mettent de traiter les problémes de passage a la limite, ou de continuité, dérivabilité
sous 'intégrale.

Théoréme 1.6 (Convergence dominée). S’il existe une fonction p € L' telle que
[fnl < @, et si fn— [ p.p. lorsque n — oo, alors on a

ferLt et Rf( z)dz = lim fn()

n—oo

Exemples. 1) Pour f,(z) = nljy/y)(x) le théoréme ne s’applique pas, car il n’y
a pas de fonction majorante intégrable. Et en effet on a f, — f = 0 p.p. , mais
Jg fn(x)dz = 1 ne converge pas vers [, f(z)dz = 0.
2) La suite croissante

ful@) = (14 2)" e 0y (2) 222 f(z) = e~ U (@),

donc le théoréme s’applique et lim,, fooo fo(x)dz = fooo e Fdxr=1.

Théoréme 1.7 (Intégrale a parameétre). Soit f : I X R — R ou I est un intervalle.
On suppose que pour tout x € I, la fonction f(z,.) € L',
i) Continuité : Si pour presque tout t € R la fonction f(.,t) est continue, et si

Jge L'Va eI, |f(x,t)| <|g(t)] (Domination)
alors F(x fR x,t)dt est continue sur I.
it) Dérivabilité : Si pour tout t € R la dérivée %f(x, t) existe, et si

JheLllVeel, ’aaxf(x,t)‘ < h(t),

alors F(x) = [, f(z,t)dt est dérivable sur I et F'(x) = [, f.
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Exemple. La fonction Gamma est définie, pour x > 0 par l'intégrale convergente
[(z) = [, t*"te~tdt. La fonction z > 1271 = e@=DI®) est O de dérivée n -iéme
(Int)"t*~1. On peut appliquer le théoréme de dérivation sur tout intervalle 0 < a < b
en utilisant la fonction majorante h(t) = ¢™|Int|"e™" avec m = a—1sit < 1 et
m=>b—1sit > 1. Cette fonction est intégrable, donc on en déduit que I' est C* sur
R¥, et T (z) = [[° In(t)"t" e "dL.

Concernant enfin I'inversion des signes d’intégration dans une intégrale double (ou
série double, ou série d’intégrales), 'outil fondamental est le théoréme de Fubini : on
le donne ici pour 'intégrale sur R? de fonctions mesurables positives ou intégrables.

Théoréme 1.8 (Fubini). Soit une fonction f : R? — R mesurable (pour la tribu
borélienne de R? engendrée par les rectangles).

i) Si f >0, on a l’égalité (les intégrales sont sur R)

//R2 f(z,y)dady = / (/ f(x,y)da:> dy = / (/ f(m,y)dy) da < oo.

i) Si f estintégrable : [[o, |f(x,y)|dedy < 400, les trois intégrales ci-dessus sont
finies et égales.

Exemple. On applique Fubini a I'intégrale double I = [/, e’ ~¥"dzdy. On ob-
tient I = ([, e~*"dz)? < oco. Puis en calculant l'intégrale double en coordonnées
polaires, on obtient I = [° re " dr - fOQW df = 7 d’ott on déduit

Intégrale de Gauss / ek Ay = \/2 pour k>0 (1.2)
R

1.2 Espace de Hilbert

Les signaux qu’on veut représenter et traiter sont des fonctions (a temps continu ou
a temps discret) et appartiennent donc a des espaces vectoriels de dimension infinie. 11
s’agit ici d’étendre a ces espaces les résultats de géométrie élémentaire liés & la notion
de produit scalaire. Ce modéle est a la fois extrémement simple, et trés général : on
le retrouvera aussi bien sur les signaux analogiques ou numeériques, déterministes ou
aléatoires.

1.2.1 Définition et propriétés

Un espace vectoriel H sur R ou C, muni d’un produit scalaire < z,y > est dit
préhilbertien. 11 est muni de la norme ? quadratique ||z|| = /< 7,7 >.

Définition 1.9. L’espace vectoriel (H,< .,. >) est un espace de Hilbert s’il est
complet 3 pour la norme quadratique associce.

2. Elle est souvent notée ||z|2 pour la distinguer d’autres normes fonctionnelles utilisées en pa-

ralléle. Dans cette section elle seule est utilisée, donc ’indice sera omis.

3. C’est-a-dire que toute suite de Cauchy (vérifiant ||z, — x| Ao, 0) dans H posséde une

limite x € H.
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Exemples utiles en signal

1) L2 ([a, b)), espace des classes de fonctions de [a,b] C R — C, de carré intégrable

(au sens de Lebesgue) pour le poids w(z) > 0 : caractérisées par f; |f(#)]2w(t)dt < oo,
et on pose

b
<fg >=/ FOg®) w(t)dt. (1.3)

Les principaux utilisés seront I'espace des signaux d’énergie finie L? = L?(R), et ceux
L?(T) = L*([0,T)) servant a représenter les signaux T-périodiques d’énergie finie sur
une période.

2) Pour les signaux numériques (4 temps discret), on utilisera ¢?(Z), espace des
suites complexes de carré sommable, caractérisées par Y |z,|? < oo (énergie finie).
On pose alors

<z y>=) way;. (1.4)
neE”Z
Dans ces espaces, I'outil fondamental pour la représentation des signaux est la décom-
position sur une base hilbertienne, qui joue ici le méme role que les bases orthogonales
en dimension finie.

Définition 1.10. Un systéme orthogonal de H est une famille B = {en}nen-
d’éléments de H orthogonauz entre euz : < e;,e; >= ||&;||?0; ;. On a alors

N ) N
IS arenl” = 3 laxllexl, (1.5)
k=1 k=1

et la série Y o, ane, converge dans H ssi Y., _ o |an|?|len||* < co.
Le sous-espace de Hilbert engendré par B est la fermeture topologique de [l’espace
vectoriel V- = Vect(B). On le notera

hilb(B) =V ={z € H|Jpp €V lim |z — on|| = 0}.

Le procédé itératif de Gram-Schmidt permet de construire par récurrence, a partir
d’une suite libre {v, },en+ finie ou infinie, un systéme orthonormé {e, },en+ compa-
tible, c’est-a-dire tel que

VYn e N*,  V, = Vect(vy,...,v,) = E, = Vect(er,...,en).

La construction est définie & un coefficient de module 1 prés sur chaque vecteur, et
elle est unique si on impose la contrainte < v,,, e, >€ RT pour tout n.

Proposition 1.11 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (v, )nen+ une suite
libre de H. L’unique systéme orthonormé {e, }nen+ vérifiant les contraintes

VneN* V,=E,, < Up,en >€RT

est défini par la récurrence suivante :
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i) er=uvi/|v

i) Upyl = Ung1 — ., < Upt1,€k > €k
k=1

i) ent1 = Unt1/|[uny|

Propriétés utiles sur ’espace de Hilbert

. Inégalité de Schwarz : | <,y > | <= [yl
. Théoréme de Pythagore : Siz Ly, on a |z +yl?> = |z|? + ||ly|*

1
2
3. Théoréme de la médiane : ||z|? + [jy[|* = 3(||z + y[|* + [z — y||?).
4. Le produit scalaire est continu pour sa norme.

5

. L’espace H est auto-dual : toute forme linéaire continue f : H — C est u type
f(z) =< a,z > pour un a € H.

6. Pour toute partie A C H, l'orthogonal A+ = {z € H|Vy € A x L y} est un
sous-espace de Hilbert.

Voir "’Exercice E.1.7 pour la preuve.

1.2.2 Projection orthogonale et bases hilbertiennes

La méthode fondamentale d’approximation dans ’espace de Hilbert consiste &
chercher dans un sous-espace vectoriel fermé V' C H 1’élément le plus proche d’un
élément quelconque = € H. On parlera de meilleure approrimation en norme quadra-
tique.

Théoréme 1.12. La meilleure approzimation (pour la norme quadratique) de v € H
dans Uespace vectoriel fermé V existe et est unique. Elle est donnée par la projection
orthogonale & = py (x) et caractérisée par les deux propriétés :

i) pv(z) €V

i) t—& LV
et on a donc I’équivalence

% = Arg min ||z — y|| = IT=py(z). (1.6)
yev

Démonstration. L’existence va se montrer par construction explicite ci-aprés. L uni-
cité vient d’'un calcul de géométrie élémentaire. Supposons qu’on ait deux solutions
Y1,Y2, alors on a |z — y1|| = ||z — y2|| = d(x,V), le théoréme de la médiane appli-
qué dans le triangle isocéle [z, y1,y2] donne pour le milieu m = W la distance
|z — m|* = d? — 2||y1 — y2||?, ce qui prouve que y; = y2. Le fait que la projection
orthogonale, si elle existe, minimise la distance résulte du théoréme de Pythagore :
pour tout y € V, on a par orthogonalité ||z — y||%> = ||z — 2||* + ||y — 2. O
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Calcul de la projection orthogonale : V de dimension finie

On suppose ici que l'espace V est de dimension finie, donné par une base quel-
conque.

Théoréme 1.13. Si V = Vect{vy,...,vn} (base quelconque), et x € H, la projection
est py(z) = ZkN=1 apvy et le vecteur des coefficients a = (ay,...,an)T est solution
du systéme linéaire associé a la matrice de Gram de V :

Ga=b avec G;j;=<wv;v;> 1<4,57<N. (1.7)

Le second membre est b= (< z,v1 >,...,< z,on5 >)7.
L’erreur quadratique minimale est

lz = pv (@)[* = [l2]]* - a”b. (1.8)

Démonstration. La condition x — py(z) L v; donne Z,quzl ap < e;,ep >=< T,€; >
pour i = 1--- N. Ces équations se regroupent vectoriellement sous la forme indiquée
Ga = b. La matrice G est inversible car les vy sont libres, il y a donc une solution
unique a. Comme x—py (z) L py(z), le théoréme de Pythagore et le calcul du produit
scalaire dans la base V' donnent

lz = pv @)1 = l2l* = lpv @)%, pv(@)]* = a"Ga = a™.

Calcul de la projection orthogonale : V' de dimension infinie

On suppose maintenant que Vy = Vect{vy }ren (base quelconque). On sait construire
par Gram-Schmidt un systéme orthonormé compatible e = {ek }xen. On note V =1}
Iespace de Hilbert engendré, fermeture topologique de Vj.

Théoréme 1.14. Pour x € H, on a
o0
pv(z) = Z < Z,en > ep, (1.9)
n=0
la série converge en m.q. et on a l’'inégalité de Bessel

lz = pv(@)II* = llz]> = Y| < z,e > [* 2 0. (1.10)
0

Démonstration. On montre d’abord qu’une série Zgo apex converge dans H ssi

>0 lagl* < +oc. Ceci résulte du critére de Cauchy appliqué aux restes de la série :
on a || YT ager|* = X7 |ag|* qui est le reste de la série numérique des |ax|?, ce qui
prouve le résultat par le critére de Cauchy dans R. L’application du théoréme 1.13 &
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lespace Viy = Vect{ep, ..,en} dont la matrice de Gram est l'identité, donne
pn(x) = Zév < z,ex > ey et inégalité ||py(2)|? = ZkN:0| < zyep > 2 < |z
Cette majoration valable pour tout entier N montre que

> o0
Mi<ze>P <[> = FieV: > <ze>en i
0 k=0

Enfin, par orthonormalité et continuité du produit scalaire (qui se calcule donc terme
a terme dans la série de &) on vérifie que x — & L e; pour tout j, ce qui prouve que
& = py (z). Lerreur quadratique se calcule par passage a la limite quand N — oo

o0 oo
lz =27 = el = 1) <@ en>enl® = 2> = D[ <aen > [ 2 0.
k=0 k=0

Application : caractérisation d’une base hilbertienne de H

Définition 1.15 (Base hilbertienne). Un systéme orthogonal € = {ep}nen est une
base hilbertienne de H si l’espace de Hilbert engendré V = hilb(e) est égal o H.

Ceci équivaut donc a dire que pour tout = € H, on a py(x) = .

Théoréme 1.16. Pour un systéme orthonormé e, il est équivalent de dire :
i) e est une base hilbertienne de H.

oo
i) Ve e H z=), <ux,e, > e.
0

i) Vo € H ||z]|> =Y. | < =, er > |* Bessel-Parseval.
0
iv) L’orthogonal de e est réduit a {0}.

Démonstration. Les points i) a iii) découlent directement du Théoréme 1.14, et en-
trainent évidemment iv). Et si on a iv), alors pour € H on a  — py (z) L e donc la
propriété z = py (). O

1.2.3 Exemples de bases hilbertiennes

Base canonique de ¢*(N) : il est immédiat de vérifier que le systéme e défini
par eg(n) = 0, est un systéme orthonormé complet de I’espace des suites de carré
sommable.

Pour les espaces L2 ([a,b]) sur un intervalle compact de R, le théoréme de Stone-
Weierstrass (approximation uniforme de toute fonction continue sur un compact de
R™ par une suite de polyndomes) permet d’obtenir les résultats suivants (voir Exercice
E.1.6).

Espace L*(T) et séries de Fourier : c’est 'espace des fonctions & valeurs com-
plexes, T-périodiques, de carré intégrable sur une période, muni du produit scalaire
< f,g >= 7 [, f(t)g(t)*dt. Une base hilbertienne (orthonormée) de cet espace est

donnée par {e, }nez avec e, (t) = 2™t/



