Chapitre 1. Cours

Objectifs pédagogiques

Maitriser 1’atout torseur qui permet la modélisation de la mécanique du solide
Connaitre les différentes propriétés du torseur
Savoir déterminer 1’axe central d’un torseur analytiquement et géométriquement

Notions abordées

Champ de vecteurs (uniforme, centrale, antisymétrique, équiprojectif)
Théoreme de Delassus

Torseur (définition, ¢léments de réduction, etc.)

Loi de transport des moments

Opérations sur les torseurs (somme, produit ou comoment, etc.)
Invariants d’un torseur (Invariant scalaire ou automoment - Invariant vectoriel)
Axe central (équation vectorielle, équations paramétriques)

Glisseur

Couple

Décomposition canonique

Décomposition centrale

Interprétation géométrique — Origine du mot torseur

Torseur associé a un ensemble de vecteurs liés

Torseur associé a une densité de vecteurs



14 1°® Partie « LES TORSEURS

La notion de torseur est a la mécanique du solide, ce que le vecteur est a la
mécanique du point. En effet, en mécanique du point, le vecteur est un atout
mathématique approprié pour décrire le mouvement d’un point matériel ; on parle alors
de vecteur vitesse, vecteur accélération etc. En mécanique du solide 1’outil
mathématique privilégi¢ est le torseur. Il sert en particulier a représenter le mouvement
d’un solide (torseur cinématique), @ modéliser une action mécanique (torseur d’action),
a formuler dans sa généralité le principe fondamental de la dynamique (torseur
dynamique) ainsi qu’a exprimer la puissance des efforts extérieurs subis par un solide.
Mais c’est quoi au juste un torseur ? C’est a cette question qu’on va essayer d’apporter
des réponses dans ce chapitre.

1. Champ de vecteurs

1.1. Définition

Un champ de vecteurs H(P)est une application de I’espace affine E, dans ’espace
vectoriel euclidien £, :
H :E, > E,
P+ H(P)

1.2. Champ uniforme

Un champ de vecteurs H(P)est dit uniforme sur un domaine (D) si sa valeur est
indépendante du point P € (D) :

H(P)=H(Q) VP,0 (D)

1.3. Champ central

Un champ de vecteurs H ( P ) est dit central si il existe un point O tel que, VP
ona:

H(P)= 0P

ou A est un scalaire.

1.4. Champ antisymétrique (ou champ de moments)

Un champ de vecteurs  est antisymétrique, si il existe un vecteur R , tel que,

YV P,Q,ona:
H(P)=H(Q)+RAQOP

1.5. Champ équiprojectif
Un champ de vecteurs H est équiprojectifsi V P,Q ona:

H(P).PQ = H(Q).PQ
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cela traduit 1’égalité des projections orthogonales des vecteurs H(P) et H(Q)sur la

droite (PQ).

1.6. Théoréme de Delassus

Tout champ de vecteurs équiprojectif est antisymétrique et réciproquement.

Démonstration
Ona:

H(Q)=H(P)+RAPQ
car le champ est antisymétrique
en multipliant par le Vecteur@ , 1l vient :
PO.H(Q)=PQO.H(P)+PQO.(RAPQ)
0
or  PO.(RAPQ)=RA(POAPO)=0
ce qui donne

PO.H(Q)=PO.H(P) C.QFD.

1.7. Applications pédagogiques

Application pédagogique 1

Soit I’espace vectoriel E, muni de la base orthonormée directe (7, j,k ) et I’espace affine

E, muni du repére R(O, i, j,k).

On consideére le champ de vecteurs H de E, dans E,, qui a tout point P de coordonnées

y+az

(x, y, z) associe le vecteur ¢ p)={— x +z oua et b sont des paramétres réels.

by — x
Déterminer a et b pour que le champ H soit antisymétrique.

Solution
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0
Ona: H(0)=40
0
a
Le champ H est antisymétrique, s’il existe un vecteur R ={ 3 tel que :
v

I:I(P):ITI(O)+1§/\E” Si-—x+z=3s w—az <=4 =1 et

v+az | fz—pw a=-1
{a
by—x |ay—pfx y=—1

b=-I

Application pédagogique 2
Dans le repére R(O, X, y,Z) , on donne les trois points 4 (1, 1, 1), B (1, 0, 0) et C (0, 1, 2)
et les trois moments associés respectivement a chaque point :

H(A)=-%+ap+3%

H(B)=-X+y+bz

HC)=X-y+cZ

1. Déterminer a, b et ¢ pour que H soit un champ équiprojectif.
2. Déterminer La résultante R du torseur [7] admettant 7/ comme champ de moments.

Solution
H(A).AB = H(B).AB
1. Le champ H est équiprojectif si et seulement si : { H( 4 ).E —H(C ).ﬁ
H(B).BC =H(C).BC

_—

Déterminons les coordonnées des vecteurs E,R’ et BC.
AB=(0,~1,~1), AC =(~10,]) et BC = (~1,1,2)

~N\(0Y (-I\(0
H(A).AB=H(B)AB <| a ||-1|=|1||-1|e-a-3=-1-bob-a=2
3 )\-1) \ b )\-1

“N(-1\ (1)(~1
H(A)AC=H(C)AC <| a || 0 |=|-1|| 0 |o1+3=-I-coc=5
3 1 c
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“INN(-1\ (1)(-1
H(B)BC=H(C)BC<| 1 || 1 |=|-1|| I |ol+1+2b=-1-1+10b=3
b\ 2 5\ 2

et d’apres la premicre équation a = 1.

2. Si Hest un champ de vecteurs équiprojectif, alors il est également le champ de
moments d’un torseur qui admet pour résultante R.

Soit (x, v, z) les coordonnées de R.

H et R doivent vérifier la relation de transport des moments d’un torseur

—1 -1 X 0 0
H(A)=H(B)+RABA<| 1 |=| I |+|y|a|=1 @{x_
y=z

3 3 z -1

nous avons également :
~1y (1) (0) (-1
H(B)=H(C)+RACB&| 1 |=|—1|+|y|A| 1 @{y:2
3) \s) lz) |2 2=2
d’ou :

R(0,2,2)
2. Torseurs

2.1. Définition
On appelle torseur et on note [T ] = [ﬁ,ﬁ (P)] tout champ de vecteurs H (P) pour lequel
il existe un vecteur R tel que V (P, Q) ona :
H(P)=H(Q)+RAQP
Loi de transport des moments
R est appelée la résultante du torseur.

H (P) est appelé le moment du torseur en P.

La résultante R est un vecteur libre indépendant du point P.
Par contre le champ de vecteurs H(P) (vecteur 1ié appelé aussi champ de moments)
dépend du point P.

Remarque
L’ensemble des torseurs est un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.
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2.2. Eléments de réduction - Notation

L’ensemble formé par R et H (P) constitue les éléments de réduction du torseur en P.
Notation vectorielle

R
[T]:P{ .

Notation analytique

X L
Soit B =('X,y,Z ) une base orthonormée directe, R= {Y et H(P)= <M
B ‘Z B pJ

X L
TE Y M
Z N

P (X,9.Z)

Les coordonnées (X, Y, Z, L, M, N) sont appelées coordonnées scalaires en P du torseur
[7] dans la base (X, ¥,Z) ou coordonnées pluckériennes du torseur.

2.3. Application pédagogique
Soit I’espace vectoriel E, muni de la base orthonormée directe (7, j,k ) et I’espace affine
E,muni du repére R(O,i, j k).
On considére le champ de vecteurs H de E, dans E,, qui a tout point P de coordonnées
I+ty—z
(x, y, z) associe le vecteur H(P)={ —tx—1tz oufestun parameétre réel.
I+x+ty

Pour quelles valeurs de ¢ le champ A est un torseur ? Préciser la résultante du torseur
pour chaque cas.

Solution
a
Le champ A constitue un torseur s’il existe un vecteur R =1: g tel que :
v
; a=t
) ] o +ty—z !l |a |x Beci
H(P)=H(0)+RAOP <4 —tx—1z =0+{fny= Y=t

I+x+1° 1 z
y Y fop?
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0 1
ot=0et Ry={—1out=1et R ={-1
0 -1

3. Opérations sur les torseurs

Les opérations sur les torseurs ne peuvent étre effectuées que sur des torseurs
exprimés au méme point et dans le méme repere.

Soient les deux torseurs suivants:

[M:ff etmk{&

H,(P) H,(P)

on a alors les propriétés suivantes :

3.1. Egalité

Deux torseurs sont ¢gaux s'ils ont mémes ¢léments de réductions en un point,
réciproquement s'ils ont mémes éléments de réduction en un point, ils sont égaux.

R, =R,

Deux torseurs [7,] et [7,] sont égaux <= { ~ _
H,(P)=H,(P)

3.2. Somme
La somme de deux torseurs [T, ] et [T, ] est le torseur [7'] défini par :

M=mhw}{

S F
2

R=R, +R,
H(P)=H,(P)+H,(P)

la somme de deux torseurs est associative et commutative.

I1 existe en outre un élément neutre, appelé torseur nul, tel que la somme de ce torseur
a un second torseur laisse ce dernier inchangg. Il existe aussi un €lément symétrique,
appelé torseur opposé, tel que la somme d’un torseur et de son opposé est I’élément
neutre.

3.3. Produit ou comoment
Le comoment de deux torseurs [7,] et [7,] est le scalaire défini par :

RN B ) ss o o
wnmL&mHMm”J-mmWﬁ&Hﬂv

Proposition
Le comoment de deux torseurs est indépendant du point P, on dit que ¢’est un invariant.
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Démonstration
En un point B,on a :

R,.H,(B)+R,H,(B)=R,(H,(A)+R, N\AB)+R,.(H,(4)+ R, A AB)

soit :

R.H,(B)+R,H,(B)=R.H,(A)+R, H,(A)+R,.(R, N\AB)+R,.(R, nAB)
etenfin: R, H,(B)+R,.H,(B)= R, H,(A)+R,.H,(4)

car R,.(R,NAB)+R,.(R, NAB)=AB.(R, AR,)— AB.(R, AR, )=0

Exemple

Le comoment de deux torseurs sert a exprimer le double de I’énergie cinétique d’un
solide. Dans ce cas, I’un des torseurs sera le torseur cinématique et le deuxiéme torseur
sera le torseur cinétique.

3.4. Multiplication par un scalaire

La multiplication d’un torseur [T, | par un scalaire A est le torseur [7'] défini par :

R =R,
H(P)=AH,(P)

[r]=2l1
P
la multiplication par un scalaire est associative et distributive.

3.5. Application pédagogique
On considere dans le repere orthonormé R(O,X,y,zZ) les deux torseurs [7;] et [73]
définis par :

R, =-3%+7
TE .S T avecd (300
M4y =35+ 32

R,=3%-y+3z
7, {j YTV avec B (0,4, 0)
M, (B)=-5+32

1. Déterminer les éléments de réduction en O du torseur somme [T'] = [T, ]+ [T, ].
2. Calculer le comoment de ces deux torseurs[C]= [T, ]® [T,].

Solution
1. Pour faire la somme de deux torseurs, il faut qu’ils soient tous les deux exprimés au
méme point. Déterminons le moment en O du torseur [77].

~3)Y (=3) (-3) (-3
M, (0)=M,(A)+R, A40=| 0 |+| 1 |A] 0 |=| 0
3 0 0 6



