CHAPITRE 1

APPLICATIONS LINEAIRES
CONTINUES

Ce chapitre préliminaire est consacré a quelques rappels sur la topo-
logie des espaces vectoriels normés sur R, qui sont le cadre naturel dans
lequel on développera le calcul différentiel dans les prochains chapitres.
L’exemple canonique est bien siir R™ auquel on consacrera de nombreux
exemples.

On supposera que le lecteur a des notions élémentaires sur la topo-
logie des espaces métriques, notamment les notions d’ouverts, fermés,
intérieur, adhérence, continuité, etc.

Sauf mention contraire, dans tout ce qui suit, E et I’ désignent des
espaces vectoriels normés sur le corps K =R ou C.

1.1 Espaces vectoriels normés

Définitions 1.1. On appelle espace vectoriel normé sur un corps K, la
donnée d’un K-espace vectoriel E et d’une application N définie de E
dans R vérifiant :

N(z) >0, Va € E,

N(z)=0<=z=0,

N(z+y) < N(@x)+N(y), V(z,y) € Ex E(inégalité triangulaire),
N(Ax) N.N(@) VreE, XekK.

Notation
On note N(z) par ||z||g ou simplement ||z|| s’il n’y a pas de confusion.
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Remarque 1.1.

Sur tout espace vectoriel normé E, on définit une distance d en posant

d(z,y) = llz —yl|
o Donc tout espace vectoriel normé est un espace_métrique. Posons
B(a,r) = {z € E;d(z,a) <r}. Le sous- ensemble B(a,r) est la boule
fermée de centre a et de rayon r pour la norme |.||. On appelle ouvert
de E tout sous-ensemble U tel, pour tout a € U, il existe r > 0 tel que

B(a,r) C U. La topologie sur E est séparée. L’application u +— |ju|| de
E dans R est continue.

Définition 1.1. Deux normes ||.|; et ||.||2 sur un méme espace E sont
dites équivalentes si et seulement s’il existe deux constantes cq, co posi-
tives telles que, pour tout x € E, on a :

allz|ly < flzll2 < collz s

Proposition 1.1. 5@ deuz normes sur un méme espace sont équivalentes,
elles induisent la méme topologie.

Définitions 1.2. 1. L’espace métrique E est dit complet si toute suite
de Cauchy de E est convergente.
2. On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.1. 1. On munit le R-espace vectoriel R" des normes sui-
vantes :

n

1
n 2
]|, = Z lzi|; x| = (Z x?) (norme euclidienne); (1.1)
i=1

i=1

| ]loo = max fa]. (1.2)

L’espace R™ muni de chacune de ces normes est un espace de Ba-
nach.

2. On note M,,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n, a coeffi-
cients réels. Si on pose

1] = max [ M, (1.3

ot les réels M;; désignent les coefficients de la matrice M, alors on
munit M, (R) d’une structure d’espace de Banach.
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3. Soit X un espace topologique. On note C,(X) I"’ensemble de toutes
les applications continues et bornées définies de X dans R.
On pose || f|| = sup,ex | f(x)]. Ainsi C,(X) est un espace de Banach
réel. Cette norme est appelée norme de la convergence uniforme.

Théoréme 1.1. Sur R™ toutes les normes sont équivalentes.

Il suffit de montrer que toute norme p sur R" est équivalente a la
norme euclidienne ||.||2.

Soit x € R", x = )" | x;e; avec ||e;|ls = 1 ((e;) base canonique). La
norme p est continue :

V(z,y) € R" xR", |p(z) — p(y)| < plz —y) < Z |2 — yilp(e;). (1.4)

Si z tend vers y alors x; tend vers y; pour tout i; donc |p(x) — p(y)| < €
si |z —y| <.

Ainsi p est bornée sur le compact § = {x € R", ||z||s =1} donc il
existe deux réels positifs ou nuls m et M tels que m < p(x) < M pour
tout = tel que ||z|l2 = 1. Mieux ces bornes sont atteintes en particulier
il existe zp € § tel que m = p(xg). Comme ||zo| # 0 alors zg # 0 par
conséquent m # 0. Ainsi il existe m > 0 et M > 0 tels m < p(z) < M
pour tout z tel que ||z|p =1.Siy € R — {0} on a:

Yy
m<p (W) < M= mllyls < p(y) < Mliglals =1 (15)

relation qui reste vraie méme si y = 0.

1.2 Séries normalement convergentes

Définition 1.2. Soit E un Banach et (u,)nen une suite d’éléments de
E. On dit que la série de terme général u,, est normalement convergente
si la série des normes Y < ||un| est convergente.

Théoréme 1.2. Dans un Banach toute série normalement convergente
est convergente.
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Démonstration.

On a:

1D wall <D lluall (1.6)

n>0 n>0

Posons Ry = 3.0 |Jun|| et Sy = 32N u,. Pour N > pon a :

N
1S, = Snll =1 D unll = Ry — Ry|. (1.7)

n=p+1

Comme la série de terme général |lu,| converge dans R, elle est de
Cauchy. Ainsi, |[Ry — R,| < € si N,p > Ny donc (Sy) est une suite
de Cauchy dans F qui est complet ; par conséquent (.S,) converge.

1.3 Applications linéaires continues

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés sur un corps K =R ou C.

Théoréme 1.3. Pour une application linéaire f : E — F, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

i) [ est continue en tout point de E.

ii) f est continue a l'origine zéro.

i) || f(z)] est bornée sur la boule unité.

i) [ est uniformément continue sur E.

Démonstration.

i) implique i7) et iv) implique ) trivialement.

Montrons que i) = iii). Comme f est continue a l'origine on a :
Ve >0, dn>0/|z|g <n=|lf(x)|r < e En particulier pour € = 1, il
existe r > 0 tel que ||z]|g <r = ||f(2)||r < 1.

Pour tout 2z € B(0,1) posons ¥ = rz; donc ||z||g < ret ||f(2)||r < 1;
ainsi || f(z)||r < 2. Par conséquent il existe M = L > 0 tel que, pour
tout élément z de la boule fermée B(0,1), on al|f(2)]| < M.

1) = 1v). Soit x € E, x # 0; posons y = T V€ B(0,1) donc
|f(@)| <L =M=|f(z)| <2i|z|; ceci reste vrai si z = 0. Ainsi

IM >0, VeeE, |f(x)]<M|z. (1.8)

Pour tout € > 0, existe-t-il > 0 tel que pour tout (z,z¢) € E? si
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|z — xo|| < malors || f(x) — f(xo)|| <e€?Ona:

1f () = f(zo)ll = lf (z — o) | < Ml — |- (1.9)
Donc il suffit de prendre n = 7.

Notons L(E, F') ensemble des applications linéaires continues de F
dans F. Sur L(E, F') on définit une norme en posant :

1FIF = Sup I1f()]l- (1.10)

Remarque 1.2.

On a: ||[f(@)] < |Ifll-llz] et || f| est le plus petit réel M vérifiant la
relation ( 1.8). B
En effet, pour tout y € B(0,1) on a :

IF Wl < sup LF @) =171 (1.11)
Siz e E—{0} posons y = Tays alors y € B(0,1) et |[fF ()]l < |If]| ce qui
équivaut a ||f(Hi—”)|| < || f]| et par suite on a alors || f(z)| < ||f]|l|z]]-

Soit M un réel positif ou nul donné tel que || f(z)|]| < M Vz € B(0,1)
alors
sup [[f(z)[| < M = |[f]| <M. (1.12)

=<1

Théoréme 1.4. Si I est un Banach alors L(E, F) est un Banach.

Démonstration.
Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L(E, F'). Pour tout € > 0, il existe
alors un entier ng tel que, pour tous n,m > ng, ||fn — fm| < €. Ce qui

équivaut a supy, <1 [[fu(z) — fm(2)|| < € autrement dit Vo € B(0,1),
| fn(z) — fin(x)]| < €. Lasuite f,(x) est alors de Cauchy dans F' complet
donc elle converge vers un point noté f(z). La convergence est uniforme
sur la boule unité (En fait sur chaque boule compacte) on a :

f(z) =lim f,(z) Vo€ B(0,1).

PourtoutxGE,x%Oenposanty:mona:

. x L.
) =t £, (55) = g oo

|
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d’ot1 U'on tire

. x

im () = el (757 ) = @)
Proposition 1.2. Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés,
f:E—F g:F — G deuz applications linéaires continues alors g o f
est une application linéaire continue et

lg o fII < llgll-If1]- (1.13)

1.4 Isomorphisme d’espaces vectoriels normés

Définition 1.3. Une application f : E — F est un isomorphisme si et
seulement si
i) [ est linéaire continue,
ii) il existe une application g linéaire continue de F dans E lelle que
gof=1Idg et fog=Idp.

Il n’est pas toujours aisé de chercher la réciproque d’une application.
En plus la continuité d’une application bijective n’implique pas a priori
celle de I'application réciproque. Le cas des applications linéaires entre
espaces de Banach est réglé par le théoréme suivant :

Théoréme 1.5. (de Banach) [admis] Si E et F sont des espaces de
Banach alors toute application linéaire continue bijective est un isomor-
phisme.

Théoréme 1.6. Tout espace vectoriel normé E de dimension finie est
un Banach et toute application linéaire de E dans un espace normé F' de
dimension finie ou non est continue.

La démonstration de ce théoréme se déduit du lemme suivant :

Lemme 1.1. Toute application linéaire f : R™ dans un espace vectoriel
normé F de dimension quelconque est continue; si [ est bijective alors
f est un isomorphisme.

Démonstration.
Soit (e;) la base canonique de R™ et @ = (21, 22,...,%n) = D 1| Ti€;.
f(x) =20 wif(ei). Posons M = sup; <, || f(ei)]]-

n n n
. €
I aaeeesanll < 3 bl el < Yloh < e s 3kl < 7
1= 1= 1=
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D’ott f est continue.

Supposons que f est bijective et soit g I’application réciproque de f.
L’application g est trivialement linéaire. Si p est une norme sur F' alors
po f est une norme sur R".

Montrons que g est continue pour la norme p o f. (Donc pour toutes
les normes sur R").

Pour tout x € F) et pour tout € > 0, existe-t-il n > 0 tel que pour

tout y € F, si p(x —y) <nalors po f(g(z) —g(y)) <e
plx —y) <n=pofoglz—y)=plx—y) <n (1.14)

Il suffit de prendre n = e.

Preuve du théoréme. 1.6

Soit h une application linéaire de E dans I’ avec dimFE = n. Il existe
un isomorphisme f de R" dans E : si B = (€})1<;<, est une base de E il
suffit de considerer 'application

FrOude, o) = a=> el
i=1

Posons g = h o f; alors g est une application linéaire de R™ dans F' et
d’aprés le lemme ci-dessus, elle est continue donc h = go f~! est continue.

Théoréme 1.7. Soit E un espace de Banach et f € L(E, E). On note
fr=fofo.. of.
—

nfois

. n
La série Y, <, % est convergente. On note Exp(f) sa

somme.

Démonstration.
En utilisant 'inégalité ( 1.13) on a :

I = NFofo o fIE< WAL - LA = 1A
Ly

n!

or la série Y -, est convergente et sa somme est exp(|| f||) qui majore

Y >0 ”{L—T” Donc la série ) -, ’;—T est normalement convergente et d’apres
le théoréme 1.2 elle est convergente.

Théoréme 1.8. Soit E un Banach et soit uw € L(E, E) tel que ||u]] <1
alors I —u est inversible dans Ualgébre L(E, E) ot I désigne Uapplication
identité.
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Démonstration.

i) Siu =0 alors I —u = 1I est inversible.

ii) Supposons que 0 < |lul| < 1 la série )  _,u" est normalement
convergente puisque [[u"|| < [lul™ < 1. Soit v =73, .,u" on a:

uv:vu:Zu”:v—I. (1.15)

n>1

Donc I = v—uv = v—wu; ce qui signifie que (/ —u)v = v(l—u) = 1.
Ainsi I — u est inversible, d’inverse v.

Théoréme 1.9. Soit E et F deur Banach. Notons Isom(E,F) le sous-
ensemble de L(E,F) formé des isomorphismes de E sur F. Alors :

i) Isom(E,F) est un ouvert de L(E,F).

i) L’application J : u > u~' de Isom(E,F) dans L(E,F) est continue.

Démonstration.

i) Si Isom(FE, F) = () alors le théoréme est trivialement vrai.

Sinon soit wy € Isom(E,F), il faut montrer que tout u « assez
proche »de ug, est un isomorphisme ; il faut et il suffit que

ug'u € Isom(E, E).

Posons v = I —uy ' o w.

[l =11 = ug " o ull < [lug *[llluo — ul- (1.16)

Donc si |jug — ul < —Lir alors |lv|] < 1 et d’aprés le théoréme 1.8

llug I
I’application [ —v = uglu est inversible donc u est inversible c’est-a-dire
u € Isom(E, F) tant que ||ug — ul| < Hu—lll\
0
i) u! = [ug(I —v)] " = (I —v) T oug'. Donc

ut =gt = —0) gt gt = [ =) =T ug (1.17)

(I—-v)t= Zv” dot (I —v) ™t —1= Zv". (1.18)

n>0 n>1
- n n [ v]]
O AR (D BT DI IR
n>1 n>1
Ainsi ol
U < (s 1.20
HU/ uO “ —-Huﬂ H 1 _'HUH ( )

Si u tend vers wug alors v tend vers 0; donc u~! tend vers ual. D’ou la
continuité de 'application J.



