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Algèbre linéaire
Chapitre 1

Les espaces vectoriels ont été introduits par Cayley 
et Grassmann au milieu du XIXe siècle. Cependant, le premier 

ne proposait qu’un calcul sur des n-uplets et la formalisation du 
second était des plus obscures. Ce fut l’œuvre de Giuseppe Peano 

de déchiffrer le travail  du mathématicien allemand et de donner le 
premier, en 1888, une définition satisfaisante d’un espace vectoriel. 

Il introduisit les applications linéaires et montra que cette théorie ne 
se réduit pas à la dimension finie en citant l’exemple des polynômes. 

Giuseppe Peano est aussi connu pour son axiomatique des entiers 
naturels et pour avoir construit une courbe remplissant un carré. 

On lui doit d’astucieux contre-exemples qui ont remis en cause 
des assertions qui semblaient pourtant bien établies. Giuseppe Peano 

1858-1932
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 Objectifs

■■ Les incontournables

■w montrer qu’une famille est libre, génératrice dans un espace vectoriel de 
dimension quelconque

■w justifier qu’une application est linéaire

■w reconnaître un hyperplan

■w approfondir les notions de somme et de somme directe de sous-espaces 
vectoriels, ainsi que de sous-espaces vectoriels supplémentaires, et donc de 
projecteur

■w déterminer le rang d’une famille de vecteurs ou d’une application linéaire

■w utiliser le théorème du rang.

■■ Et plus si affinités…

■w établir que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans un 
espace vectoriel de dimension finie ou non

■w Calculer la trace d’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de 
dimension n.
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x E (λi)i∈I

x =
∑

i∈I

λixi.
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λiei.
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(Xn)n∈N K[X ] K[X ]
⊲ (ei)i∈�1,n� ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) 1 i
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0E ∈ F

x, y ∈ F =⇒ x+ y ∈ F

x ∈ F λ ∈ R =⇒ λx ∈ F
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F1 + F2 + · · · + Fm
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F Fi

F = F1 + F2 + · · ·+ Fm.

F Fi F
Fi

F =

m⊕

i=1

Fi = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

F Fi

f1 ∈ F1 f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm f1 + f2 + · · ·+ fm = 0

f1 = f2 = · · · = fm = 0.
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E Fi Fi E

E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.

E Fi (Fi)i∈�1,m�

E
⊲ m = 2 E F1 F2 F1

F2 E

E Fi

E Fi

E = F1+F2+ · · ·+Fm f1 ∈ F1 f2 ∈ F2, . . . , fm ∈ Fm f1+f2+ . . .+fm = 0
f1 = f2 = . . . = fm = 0
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E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fm.
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E = F +G dimE = dimF + dimG

F ∩G =
{
0E

}
dimE = dimF + dimG
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F E B E

F E

a1, . . . , an x ∈ E

x ∈ F ⇐⇒ a1x1 + · · ·+ anxn = 0 ;

x1, . . . , xn x B

K2

K2 ax + by = 0
(a, b) ∈ K2 \ {(0, 0)}
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B E (a1, . . . , an)
(b1, . . . , bn) x ∈ E (x1, . . . , xn) B

a1x1 + · · ·+ anxn = 0 ⇐⇒ b1x1 + · · ·+ bnxn = 0.

λ

∀i ∈ �1, n� , bi = λai.

B E F E
(a1, . . . , an) x ∈ E

(x1, . . . , xn) B
x ∈ F ⇐⇒ a1x1 + · · ·+ anxn = 0.

a1x1 + · · ·+ anxn = 0 F B
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ax+ by + cz = 0

αx+ βy + γz = 0
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u : E → F

∀(x, y) ∈ E2, ∀λ ∈ K, u(x+ λy) = u(x) + λu(y)

L(E,F ) E F

L(E,F ) K E F
dimL(E,F ) = dim(E)× dim(F )

⊲ E E E
⊲ E F
⊲ E F E

F
⊲
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(ei)i∈I E (fi)i∈I

F

u E F

∀i ∈ I, u(ei) = fi.

u (fi)i∈I

u (fi)i∈I F

u (fi)i∈I F

u E F
E

⊲ E F n p
B = (e1, . . . , en) E C = (f1, . . . , fp) F

u E F u(ej)
C

u B C MatB,C(u)
Mp,n(K) j u(ej)

C
MatB,C(u) = (aij) j ∈ �1, n� u(ej) =

p∑
i=1

aijfi

E = F B = C MatB(u)
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u ∈ L(E,F ) u ker(u)

ker(u) = u−1({0F }) =
{
x ∈ E | u(x) = 0F

}

u ∈ L(E,F )

u E

u {0E}

u ∈ L(E,F ) u Im(u)

Im(u) = u(E) =
{
u(x) | x ∈ E

}
=

{
y ∈ F | ∃x ∈ E, y = u(x)

}

u ∈ L(E,F ) u F
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u E F
rg(u)
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