Chapitre 1
Espaces vectoriels

Hermann Grassmann, mathématicien allemand, publie en

1844 un ouvrage qui contient tous les germes de 1'algebre linéaire :
combinaisons linéaires, indépendance linéaire,

bases, ainsi que des notions plus complexes

qui serviront soixante ans plus tard en géométrie différentielle.
Tres confus, son ouvrage ne sera pas compris de ses
contemporains. Il faudra attendre 1888 pour que le mathématicien
italien Giuseppe Peano en saisisse toute I'importance et introduise
I’axiomatique des espaces vectoriels, proche de celle que nous
utilisons de nos jours. Quant a Grassmann, il préféra se tourner
vers la linguistique et mit son intelligence au service de la

Hermann Grassmann
traduction en allemand des textes sacrés védiques. 1809-1877



EE Objectifs

B Les incontournables

> Montrer qu'une famille est libre, génératrice dans un espace vectoriel
de dimension quelconque.

> Justifier qu'une application est linéaire.
> Reconnaitre une équation linéaire.

> Approfondir les notions de somme et de somme directe de sous-espaces
vectoriels, ainsi que de sous-espaces vectoriels supplémentaires, et donc
de projecteur.

> Déterminer le rang d’une famille de vecteurs ou d'une application linéaire.

> Utiliser le théoréme du rang.

B Et plus si affinités...

> Etablir que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans un espace
vectoriel de dimension finie ou non.

> Résoudre une équation linéaire.



mm Résumé de cours

On désigne par K le corps R ou C. Dans tout le chapitre, E désigne un K-espace vectoriel.

B Famille libre, génératrice
Famille libre

Définition : > (2;)ic1,n], famille finie de vecteurs de E, est libre si et seulement si quelle que
soit la famille (\;)icping € K™,

ZAzxz:OE =Vie [[1,71]], Ai=0

i=1

> (zi)ier, famille de vecteurs de E de cardinal quelconque, est libre si et seulement si toutes ses
sous-familles finies sont libres.

> Les x;, i € I, sont linéairement indépendants si, et seulement si, la famille (x;);c; est libre.
> Si une famille n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.

Commentaires : > Si une famille est libre, toute famille obtenue en permutant ses éléments est
libre : le fait qu'une famille soit libre ne dépend pas de 'ordre de ses éléments.

> Toute famille contenue dans une famille libre est libre.

> Toute famille contenant une famille liée est liée. (C’est la contraposition de l'implication précédente.)
En particulier, toute famille contenant le vecteur nul est liée.

> Une famille de deux vecteurs est liée si et seulement si ces deux vecteurs sont colinéaires.

> Une famille contenant plusieurs fois le méme élément est liée.

Famille génératrice

Définition : Une famille (x;);cr est une famille génératrice de E si le sous-espace vectoriel
qu’elle engendre est E. (Autrement dit, Vect (z;)icr = E)

Commentaire : La famille (z;);c; est une famille génératrice de F si et seulement si tout vecteur
de E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de la famille (x;);e;.

Base

Définition : On appelle base de E toute famille de E libre et génératrice.

Commentaire : La famille (x;);c; est une base de E si et seulement si tout vecteur de E peut
s’écrire de maniere unique comme combinaison linéaire de la famille (z;);e;.

Exemples : > (X%);ien est une base de K[X]. (X%);co,n) est une base de K, [X].

> {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} est une base de R®.

Ce sont les bases les plus simples de chacun de ces espaces vectoriels : on dit que ce sont leurs
bases canoniques respectives.
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B Dimension d’un espace vectoriel

Définition : Un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Théoreme 1.1 (de la base incomplete).— > Tout K-espace vectoriel E de dimension finie admet
une base finie.

> On peut extraire de toute famille génératrice finie de £ une base de E.

> Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

Commentaire : Dans un espace vectoriel de dimension finie, une famille libre ne peut avoir plus
d’éléments qu’une famille génératrice.

Théoréme-Définition 1.2.— Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont le
méme nombre d’éléments, appelé dimension de E et noté dim E.
Par convention, la dimension de {0z} est 0.

Caractérisation des bases

Proposition 1.3.— Si dim E' = n et si B est une famille de n vecteurs de F, alors il y a équivalence
entre :

> B est une base de F;

> B est une famille libre de F;

> B est une famille génératrice de E.

Commentaire : Si (e1,...,e,) est une base de E, pour tout vecteur x de F, il existe un unique
n

n-uplet (z1,...,2,) de K™ tel que x = Y z;e;.
i=1

(z1,...,2,) est le n-uplet des coordonnées du vecteur x dans la base B.

Dimension et inclusion

Proposition 1.4.— Tout sous-espace vectoriel F' d'un espace vectoriel de dimension finie E est de
dimension finie et dim F' < dim E. De plus, si dim F' = dim E, alors F = E.

B Somme de deux sous-espaces

Conformément au programme de PT, on suppose que F est un K-espace vectoriel de dimension
finie. Les définitions suivantes restent valables dans un cadre plus général.

Théoreme-Définition 1.5.— Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
L’ensemble {f +9, (f,9) € Fx G} est un sous-espace vectoriel de E, appéle somme de F et G.
Il est noté F' 4+ G. On a de plus :

[dim (F + G) =dim F +dim G — dim (F N G)

Définition : On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe si leur
intersection est réduite au singleton {Og}. On écrit alors F +G =F & G.
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Commentaire : Si F' et G sont en somme directe, la décomposition d’un vecteur de F'+G en somme
d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G est unique. On a de plus dim (F 4+ G) = dim F + dim G.

Définition : On dit que deuz sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans E si tout
vecteur x de E s’écrit de maniére unique sous la forme : © = f + g avec (f,g9) € F x G. On dit
alors que E est somme directe de F' et G, que l'on note E = F @ G.

Proposition 1.6.— Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

> F et G sont supplémentaires dans E ;

> FNG={0g} et E=F+G,;

> FNG={0g}etdimE =dimF +dimG;

> E=F+GetdmE=dmF +dimG.

B Application linéaire, matrice (rappel de PTSI)

On désigne par E et F' deux K-espaces vectoriels.

Définition : Une application v : E — F est dite linéaire si elle vérifie :

|V(a:, y) € B2, VA €K, u(z+ \y) = u(x) + \u(y)

Notation : On note L(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E vers F.

Commentaires : > L(E, F) est K-espace vectoriel. Lorsque E et F sont de dimensions finies, on
a:dmL(E,F)=dimE x dimF.

> Une application linéaire de ' dans E est appelée endomorphisme de E.

> Une application linéaire de ' dans K est appelée forme linéaire de E.

> Une application linéaire de F dans F bijective est appelée isomorphisme.

> On dit que deux espaces vectoriels E et F' sont 2somorphes s’il existe un isomorphisme de F
vers F.

> Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme
dimension. En particulier tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe & K".

> Siwu € L(E,F), la linéarité de u entraine que pour connaitre u (respectivement définir u ), il
suffit de connaitre u (respectivement définir «) sur une base de E.

Noyau, image d’une application linéaire

Définition : Soit u € L(E, F). On appelle noyau de u U'ensemble noté Keru, défini par

Keru=u"'({0p}) ={z € B, wu(zx)=0}

Proposition 1.7.— Soit u € L(E, F).
> Le noyau de u est un sous-espace vectoriel de E.
> w est injective si et seulement si Keru = {0g}.

Définition : Soit u € L(E, F). On appelle image de u l’ensemble noté Imwu défini par :

Imu=u(E)={u(z),z€ E} ={ye F,IxcE, y=u(z)}
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Proposition 1.8.— Soit u € L(E, F). L’image de u est sous-espace vectoriel de F.

Projecteur et symétrie

Définition : Un endomorphisme p de E est projecteur s’il vérifie p?> = p.

Proposition 1.9.— Le noyau et I'image d’un projecteur p de E sont supplémentaires :
E =Kerp® Imp.

Remarque : Lorsque E = E; ® Es, tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique : = x1 + a2
ou (z1,x2) € E1 X Es. Notons p; (respectivement ps) lapplication de E dans E définie par :
p1(x) = x1 (respectivement pa(z) = 2). Alors py est un projecteur de E, d'image E; et de noyau
FE5 : on dit que p; est le projecteur sur E; parallélement a E5. De méme py est le projecteur
sur Fy parallelement a Fj.

Définition : Un endomorphisme s de E est une symétrie s’il vérifie s> = idg.

Commentaires : > Une symétrie de F est un isomorphisme de F, égal & son inverse.

> Lorsque E = E; @ Es, tout vecteur z de E s’écrit de maniére unique : = 1 + x2 ol (21,x2) €
E; x E,. Notons s; l'application de E dans E définie par : si(x) = x1 — x2. Alors s; est une
symétrie de F, appelée symétrie par rapport a E1 parallélement a Es. On définit de maniere
analogue la symétrie par rapport & Eo parallelement & E; en posant so(z) = —z1 + 2.

Matrice et application linéaire

On suppose que FE et F sont de dimensions respectives n et p, soient B = (ey,...,e,) une base
de E, C = (f1,..., fp) une base de F.
Une application linéaire de u de E dans F' est entierement déterminée par la donnée des vecteurs
u(ej), j € [1,n], qui, eux-mémes, sont déterminés par leurs coordonnées dans la base C.

Définition : On appelle matrice de u par rapport aur bases B et C, et on note Mpc(u), la
matrice de My, (K) dont la j-iéme colonne, pour j € [1,n], est formée des composantes de u(e;)
dans la base C.

P
Commentaire : Si on note Mpc(u) = (a;j), ona : Vj € [1,n], u(e;) = > aij fi
i=1

Remarque : Lorsque E = F et B =C, on note Mp(u) cette méme matrice.

Matrice de passage

On suppose que E est de dimension n, soient B = (e1,...,ep) et C = (f1,..., fn) deux bases
de F.

Définition : On appelle matrice de passage entre les bases B et C la matrice de idg par
rapport aux bases C et B.

Commentaire : Si P = (p;;) désigne la matrice de passage entre les bases B et C, on a :

vj S [[17n]]a f] = Zp’tjez
i=1
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B Notion de rang
Rang d’une famille

Définition : Le rang d’une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel
qu’elle engendre.

Rang d’une application linéaire

Définition : Le rang d’une application linéaire u est la dimension de son image. On le note
Rgu.

Commentaire : Si (ej,...,e,) est une base de F, et u une application de E vers un K-espace
vectoriel F, le rang de u est le rang de la famille de vecteurs (u(e1), ..., u(ey)).
Théoreme 1.10 (du rang).— Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un K-espace

vectoriel de dimension quelconque et u une application linéaire de E dans F. Alors Imu est de
dimension finie et

|Rgu—|—dimKer u:dimEI

Corollaire 1.11.— Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie et u une
application linéaire de E vers F', les propositions suivantes sont équivalentes :

> w est bijective;

> w est injective;

> wu est surjective.

Rang d’une matrice

Définition : Le rang d’une matrice A € M, ,(K) est le rang de la famille de ses p vecteurs
colonnes dans K". On le note Rg (A).

Commentaires : > Le rang de la matrice A € M,, ,(K) est également le rang de ses n vecteurs
lignes dans KP. Autrement dit, une matrice et sa transposée ont méme rang.
> Le rang d’une matrice est le rang de toute application linéaire qu’elle représente.

B Matrices carrées
Multiplication

Soient A = (a;j) et B = (b;;) deux éléments de M,,(K). Le produit de la matrice A par la
matrice B est la matrice AB = (¢;;) avec

Vi,jeln] ey = Zaikbkj
k=1

Définition : Une matrice A est inversible s’il existe une matrice B telle que : AB = BA=1,.

Commentaires : > Une matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si son rang est n.
> Une matrice est inversible si et seulement si tout endomorphisme qu’elle représente ’est.
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Exemple : Toute matrice de passage entre deux bases d'un K-espace vectoriel de dimension finie
est inversible.

Notation : L’ensemble des matrices inversibles est noté GL,(K), il est appelé groupe linéaire
sur le corps K.

Matrices semblables

Définition : Deuz matrices A et B de M, (K) sont semblables s’il existe une matrice P inversible
telle que B = PYAP.

Commentaire : Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endo-
morphisme dans deux bases d’'un K-espace vectoriel de dimension finie. La matrice P s’interpréte
alors comme la matrice de passage entre ces deux bases.

Transposition

Définition : Soit A = (a;j) € My (K). On appelle transposée de A, la matrice notée *A, définie
par 'A = (b;;) ou pour tout (i,j) € [1,n]?, bij = ajj;.

Commentaire : L’application A — !A est une symétrie de M, (K).

Définition : Une matrice A est dite symétrique lorsque ‘A = A.
Une matrice A est dite antisymétrique lorsque ‘A = —A.

Proposition 1.12.— > L’ensemble S,,(R) des matrices symétriques est un sous-espace vectoriel de
M, (R) de dimension %
> L’ensemble A, (R) des matrices antisymétriques est un sous-espace vectoriel de M,,(R) de
dimension @
> Les sous-espaces vectoriels S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans M, (K).

Trace d’une matrice

Définition : On appelle trace de la matrice A de M,,(K) la somme de ses éléments diagonauz.
On la note TrA.

Remarque : Si A = (a;;) € My, (K), on a alors TrA = ) aj.
i=1

Proposition 1.13.— L’application Tr: M,(K) — K est linéaire.
A — TrA

Commentaire : Cela signifie que : V(A, B) € M, (K)?, VA€ R, Tr(A+ AB) = TrA + \TrB.

Proposition 1.14.— Pour toutes matrices A et B de M,,(R), on a

| Tx(AB) = Tr(BA)|

Corollaire 1.15.— Deux matrices semblables ont méme trace.
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