Chapitre 1
(Généralités

On a rassemblé dans ce chapitre quelques notions sommaires sur les espaces
préhilbertiens, les espaces vectoriels normés, les espaces métriques ainsi que sur
la topologie dans R” et il est préférable de les passer en premiére lecture et de
se borner a les consulter au moment de 'usage.

On désigne par R = Rx R x ... xR, le produit (ensembliste) de n copies de
R. Donc R™ est I’ensemble de n-uplets ordonnés (z1, ..., z,,) de nombres réels.
En définissant I'addition et la multiplication par un réel,

R"xR" —R" | (z,y)—ax4+y= (14 Y1, s Tn + Yn),
RxR" —R" | (A\z)r— A=Az, ..., A\xy),

on munit R™ d’une structure d’espace vectoriel sur R. Il est de dimension n et
a pour base canonique les n vecteurs (1,0, ...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1).

1.1 Produit scalaire, espace préhilbertien

Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C.

Définition 1.1.1 Un produit scalaire sur E est une application
(,):ExE—K,

qui satisfait aur conditions suivantes :
(i) {.,.) est sesquilinéaire :

V$1v$2,y € E7vaaﬁ € K7 <OZ.’E1 + ﬂm,y) = a<l‘1,y> + ﬁ<332,y>

(i) {.,.) est semi-symétrique : Vx,y € E, (x,y) = (y,x).

(iii) {.,.) est définie positive : Vo € E, x # 0 = (z,z) > 0.
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.
On dit aussi espace euclidien s’il est réel et espace hermitien s’il est compleze.
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Remarques 1.1.2 a) Signalons que plusieurs auteurs utilisent 1’appelation
euclidien, hermition lorsque la dimension de l’espace en question est finie.

b) On note le produit scalaire de deuz vecteurs x et y, (x,y) ou (x|y).

c¢) De (i) et (ii), on obtient imméditement

(i)' Vo, y1,y2 € B, Vo, B € K, (z,ay1 + By2) = oz, y1) + B(z,y2).

d) En posant y = x dans (i), on obtient (x,y) = (x,y) donc Vx € E,
(x,y) € R. L’inégalité dans (iii) a donc un sens.

e) D’aprés (i), on a (0,0) = 0, donc la condition (iii) est équivalente a
celle-ci :

(111)’Vr € E, (x,x) > 0 et (z,2) =0 <= x = 0.

f) Lorsque K = R, les symboles de conjugaison "-" qui apparaissent dans
les conditions (1) et (ii) sont superflus. Dans ce cas, on dit que l'application
(.,.) est bilinéaire (au lieu de sesquilinéaire) et symétrique (au lieu de semi-
symétrique). Autrement dit, lorsque K = R, un produit scalaire est une forme
bilinéaire symétrique définie positive. Lorsque K = C, un produit scalaire est
une forme hermitienne semi-symétrique définie positive.

g) La convention (i) et (i)’ est adoptée en général en physique. En mathé-
matique, on utilise souvent la convention opposée.

Exemple 1.1.3 Soit E =R". Si z = (x1,....,2,) € E et y = (y1,...,yn) € E,
on définit un produit scalaire (usuel) par

n
<$,y> =T1Y1 + -+ TpYn = Zxkyk
k=1
Exemple 1.1.4 Soit E = C". Le produit scalaire (usuel) sur E est défini par
n
(T, 9) =Ty + -+ Tnlhn = > Thi-
k=1

Exemple 1.1.5 Soit E = C([a,b],R), l’espace vectoriel des fonctions réelles
continues sur [a,b]. Si f,g € E, on peut définir un produit scalaire (voir exer-
cice 1.1) par

b
(f.g) = / F(@)g(z)dz.

Exemple 1.1.6 Soit E = M, ,(R), ’espace vectoriel des matrices a m lignes
et n colonnes a éléments dans R. L’expression

(A,B) = tr(BT A),

est un produit scalaire sur E. (tr désigne la trace de la matrice carrée et BT
désigne la transposée de B).
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Exemple 1.1.7 Soit E = My, ,(C), on peut définir un produit scalaire par
(A, B) = ir(B*A),
o B* désigne l'adjointe de B c-a-d. la transposée conjuguée de B.

Exemple 1.1.8 Soit [?(R), lI’ensemble des suites de nombres réels (a) telles
que la série Y o, a% converge. On montre (voir exercice 3.6.2, plus loin) que

<a, b> = Z akbk,
k=1

est un produit scalaire sur E.

1.2 Norme, espace vectoriel normé
Soit F un espace vectoriel sur K =R ou C.
Définition 1.2.1 On appelle norme sur E, toute application
B —R, z— [,

vérifiant les conditions suivantes :

(i)Vz € E, ||z|]| >0 et ||z]| =0 <=z = 0.

(it) Ve € E, Va € K, |az| = |a|.||z|.

(iit) Yo,y € E, ||z +y| < ||zl + ||ly]| (inégalité de Minkowski ou inégalité
triangulaire).
Un espace vectoriel muni d’une norme est dit espace vectoriel normé.

(Minkowski, 1864 — 1909, mathématicien et physicien allemand)

Soit (,) un produit scalaire sur E. Alors application z — ||z| = \/(x, )
est une norme (associée au produit scalaire) sur FE.
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Proposition 1.2.2 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit (,) un produit scalaire
sur E. Pour tous z,y € E, on a

(@, y)| < ll[l-[lyll-

(Schwarz, 1843 — 1921, mathématicien allemand)

Remarques 1.2.3 a) [(z,y)| = ||z||.||y|| si et seulement si x et y sont linéai-
rement dépendants.

b) Soient x et y deuz vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien réel.

D’apres Uinégalité de Cauchy-Schwarz, on a —1 < % < 1 et par conséquent

il existe un nombre réel 0 € [0, 7] tel que : cosO = % Ce nombre est appelé

Uangle des vecteurs x et y. Si K = C, on a (z,y) + (y,z) < 2||z|.||y| et par

conséquent, on peut définir 'angle 6 € [0, 7] de = et y par cosf = %

Exemple 1.2.4 Soit z = (x1,...,x,) € R". On pose

lzlli = |z1f+ -+ |zal.
|zl = 22+ ---22  (norme euclidienne).

1
n »
Izl = (lek|p> , 1<p<oo.
k=1

lz||lco = maz (|z1],..., |2n])-
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On montre (voir exercice 1.5.4) que les applications

n

]y, [l ll2, [12]lp, [|2]loo : R — Ry,

sont des normes sur R™.

Exemple 1.2.5 Pour tout nombre réel p > 1, on définit
”Hp : C([(I,b],R) - Ra
par

1
b ]
1o = ([ V@Pae)" 1l = mancosl )
On montre que les applications || f||, (1 < p < 00) sont des normes.

Définition 1.2.6 Deux normes ||.|| et ||.|| sont dites équivalentes s’il existe
deuz nombres réels a > 0 et 3 > 0 tels que : Vo € E, allz| < ||z||’ < 8|z

Les trois normes |[|.||1, ||.]|2 et ||.|lcc sont équivalentes sur R™ (et sur tout
espace vectoriel normé de dimension finie). Lorsque le choix de ces normes est
arbitraire, on utilise tout simplement la notation |.]|.

1.3 Distance, espace métrique

Définition 1.3.1 Soit E un ensemble (non vide). On appelle distance sur E
toute application

d:ExE—R, (z,y)r— d(z,y),

satisfaisant auz conditions suivantes :

(i)Ve,y € E, d(z,y) >0 et d(z,y) =0 <=z =y.

(it) Ve, y € E, d(z,y) = d(y, ).

(111) Va,y,z € E, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Un ensemble muni d’une distance est dit espace métrique.

Si E est un espace vectoriel normé, alors I'application (z,y) — ||z — y||
est une distance sur F.

Exemple 1.3.2 Soit E un ensemble non vide et soitd : ExE — R, définie
par d(xz,y) =1 six #y et =0 si x = y. L’application d est une distance sur
E dite distance discréte.
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Exemple 1.3.3 Soit A un ensemble non vide quelconque et soit E = B(A,R)
lensemble des applications bornées sur A. L’application d définie par

V(fig) € ExXE, d(f,g)=sup{|f(z)—g(x)],z € A},

est une distance sur E appelée distance de la convergence uniforme sur A.

Les applications suivantes de R™ x R™ dans R sont bien des distances
(exercice 1.5.8) : Vo = (z1,...,x,) € R, Yy = (y1, ..., yn) € R",

n

(.T,y) — dl(‘r’y) = Z |xz - yz|

i=1

n
> i — il
=1

(r,y) +— doo(z,y) =max |x; —y;|,1 <i<n.

(‘T7y) — dQ(x’y):

Exemple 1.3.4 Soit E = C([a,b],R) l’ensemble des fonctions continues sur
[a,b]. L’application d définie sur E x E par

b
W(f.9) €EX B df.9)= [ |f@) - g(olda
a
est une distance sur E, dite distance de la convergence en moyenne.

Exemple 1.3.5 Soient P et () deuz parties non vides de E. On appelle dis-
tance de P et de Q, la borne inférieure des distances des points de P et de

Q
A(P.Q)= il d(x.y).

Lorsque P est réduit a un élément x, la distance de P et de QQ s’appelle distance
de x a Q et se note d(xz,Q). Mais, 'application

P(E)x P(E) — Ry, (P,Q)—d(P,Q),
n'est pas une distance sur l'ensemble P(E) des parties de E.

Remarque 1.3.6 On dit que deuz distances d et d' sont équivalentes sur E,
il existe o, 3 > 0 tels que : Vo,y € E, ad(z,y) < d(z,y) < Bd(z,y).

Sur R", les distances dj, da et do sont équivalentes. Mais sur C([0, 1], R)
ces distances ne sont pas équivalentes.
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1.4 Eléments de topologie (de R",...)

Définition 1.4.1 On appelle boule ouverte de centre a € R™ et de rayonr > 0,
l’ensemble
Bla,r)={x € E: ||z —al| <r}.

Lorsque ||z — a|| <7, on dira que la boule est fermée et on note B(a,r).

Les boules relatives aux normes ||.||1, ||.||2, ||-||co seront respectivement no-
tées By(a,r), Ba(a,r), Boo(a,r). Il faut noter que les boules ont des formes
différentes selon les espaces métriques considérés (voir Pexercice 1.5.10, pour
les différentes distances utilisées).

Exemple 1.4.2 On a B(a,0) = 0, B(a,0) = {a}. Pour n = 1, les trois
normes se réduisent a la valeur absolue et B(a,r) est Uintervalle Ja — r,a + 7|,
pour n. =2 et la norme euclidienne, B(a,r) représente le disque de centre a et
de rayon r et, pour n =3 et la norme euclidienne, B(a,r) est la boule usuelle
de centre a et de rayon 7.

Définition 1.4.3 On appelle voisinage d’un point a € R™, tout ensemble V(a)
qui contient une boule ouverte B(a,r).

Définition 1.4.4 Soit A une partie de R"™ et soit a € R™. On dit que a est
térieur a A si A est un voisinage de a, c-a-d., s’il existe r > 0 tel que :
e]

B(a,r) C A. Lintérieur de A, noté intA ou A, est l’ensemble
intA = {a € R" : a est intérieur a A} = {a € R" : A est voisinage de a}.
On a intA C A et int[a, b] = int]a, b[= int]a, b] = int[a, b[=]a, b[.
Proposition 1.4.5 Soient Ay et As deux parties de R™. Alors
A1 C Ay = int A1 C intAs,

mtAq UintAy C int(Al U AQ),
mtAq NintAy = int(Al N AQ)

Définition 1.4.6 On dit qu’un point a € R™ est adhérent a A si tout voisinage
de a coupe A. Cela revient a dire que : ¥r > 0, B(a,r) N A # 0. L’adhérence
(ou la fermeture) de A, notée adhA ou A, est l’ensemble

adhA = {a € R" : a est adhérent a A}.
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On a adhA D A et adh[a, b] = adh]a, b|= adh]a, b] = adhla, b[= [a, b]. Lorsque
adhA = R"™, on dira que A est dense dans R".

Proposition 1.4.7 Soient Ay et Ay deuz parties de R™. Alors
Al - AQ > adhA1 - adh AQ,

adhAq U adhAy = adh(A1 U AQ),
adhA1 N adhAy O adh(A1 N Ag)

Exemple 1.4.8 adh Q" = R™.

Définition 1.4.9 Soit A C R™. On dit qu’un point a € R™ est un point d’ac-
cumulation de A si tout voisinage de a contient un point de A autre que a
(autrement dit si a € adh(A\{a})). Le point a est dit isolé s’il existe un voisi-
nage de a ne contenant aucun point de A autre que a.

Remarque 1.4.10 Un point isolé de A est un point de A qui n’est pas un point
d’accumulation de A. Si C est l’ensemble des points d’accumulation de A et T
celui des points isolés de A, alors T C A C adh A, TNC = et ZUC = adh A.

Définition 1.4.11 Soit A C R™. On dit que A est ouvert si A =0 ou
Va € A,3r > 0: B(a,r) C A.

Autrement dit, A est ouvert si int A = A.

Exemple 1.4.12 (), R™ sont des ouverts.

Proposition 1.4.13 Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert et une
intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Proposition 1.4.14 L’intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans

A

Remarque 1.4.15 L’intérieur de A est la réunion de tous les ouverts conte-
nus dans A.

Définition 1.4.16 On dit que A est fermé si adhA = A. Autrement dit, A est
fermé si son complémentaire est un ouvert.

Exemple 1.4.17 (), R" sont des fermés.



