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	� ����	���� ���� Rn �� �	 ��� ��
�
���	� �� 	�� ������ �� �������� 	������ �� ��

�� ������ � 	�� �����	��� �� ������ �� 	�������

�� �
����� ��� Rn = R×R× ...×R� 	� ������� �������	����� �� n ������ ��
R� ���� Rn ��� 	�������	� �� ����	��� ������
� (x1, ..., xn) �� ������� �
�	��
 � �
!������� 	��������� �� 	� ��	���	������� ��� �� �
�	�

Rn × Rn −→ Rn , (x, y) �−→ x + y = (x1 + y1, ..., xn + yn),
R× Rn −→ Rn , (λ, x) �−→ λx = (λx1, ..., λxn),

�� ����� Rn ����� ��������� �������� ��������	 ��� R� "	 ��� �� ��������� n ��
� ���� ���� ��������� 	�� n �������� (1, 0, ..., 0)� (0, 1, 0, ..., 0)�����(0, ..., 0, 1)�

��� ������	 
������� �
���� ��������	���

#��� E �� ������ ��������	 ��� K = R �� C�

��������� �	�	� �� ������	 
������ 
�� E �
	 ��� ������	���

〈., .〉 : E × E −→ K,

��� 
�	�
���	 ��� �����	���
 
�����	�
 �

��� 〈., .〉 �
	 
�
���������� �
∀x1, x2, y ∈ E,∀α, β ∈ K, 〈αx1 + βx2, y〉 = α〈x1, y〉+ β〈x2, y〉.

���� 〈., .〉 �
	 
����
���	����� � ∀x, y ∈ E� 〈x, y〉 = 〈y, x〉�
����� 〈., .〉 �
	 ������ ��
�	��� � ∀x ∈ E� x �= 0 =⇒ 〈x, x〉 > 0�

�� �
���� ���	���� ���� ���� ������	 
������ �
	 ����� �
���� ��������	����

 � ��	 ��

� �
���� �������� 
�� �
	 ��� �	 �
���� �����	��� 
�� �
	 ��������



�� �������� 	
 ����������

��������� 	
	
� �� ��������	 
�� ��	����	 ������	 �����	��� ����������

���������� ��������� ���	
�� �� �����	��� �� ���	��� �� 
��	���� �	� �����

�� �� ���� �� ������ 	������� �� ���� �������	 x �� y� 〈x, y〉 �� (x|y)�
�� �� ��� �� ����� �� ������� ������������

���� ∀x, y1, y2 ∈ E� ∀α, β ∈ K� 〈x, αy1 + βy2〉 = α〈x, y1〉+ β〈x, y2〉�
�� �� �	��� y = x ���	 ����� �� ������� 〈x, y〉 = 〈x, y〉 ���� ∀x ∈ E�

〈x, y〉 ∈ R�  ���������� ���	 (iii) � ���� �� 	��	�
�� ����!	 ���� �� � 〈0, 0〉 = 0� ���� �� ��������� ����� �	� �
��������� "

�����#�� $

������ ∀x ∈ E� 〈x, x〉 ≥ 0 �� 〈x, x〉 = 0⇐⇒ x = 0�
%�  ��	
�� K = R� ��	 	&�����	 �� ���'����	�� ()( 
�� �����		��� ���	

��	 ���������	 ��� �� ���� 	��� 	���*�	� ���	 �� ��	� �� ��� 
�� �����������

〈., .〉 �	� ���������� ��� ���� �� 	�	
����������� �� 	&�����
�� ��� ���� �� 	���#

	&�����
���� +�������� ���� ���	
�� K = R� �� ������ 	������� �	� ��� %����

���������� 	&�����
�� ������ �	������  ��	
�� K = C� �� ������ 	������� �	�

��� %���� ����������� 	���#	&�����
�� ������ �	������

��  � ���������� ��� �� ���� �	� ������ �� ������� �� �&	�
��� �� �����#

����
��� �� �����	� 	������ �� ���������� ��	���

������ 	
	
� ���� E = Rn� �� x = (x1, ..., xn) ∈ E �� y = (y1, ..., yn) ∈ E�
�� ������ �� ������ 	������� ��	���� ��

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn =
n∑

k=1

xkyk.

������ 	
	
� ���� E = Cn�  � ������ 	������� ��	���� 	�� E �	� ����� ��

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn =
n∑

k=1

xkyk.

������ 	
	
� ���� E = C([a, b], R)� ���	��� ��������� ��	 %�������	 ������	
��������	 	�� [a, b]� �� f, g ∈ E� �� ��� ������ �� ������ 	������� ����� ����#
���� ,�,� ��

〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x)dx.

������ 	
	
� ���� E = Mm,n(R)� ���	��� ��������� ��	 �������	 " m �����	

�� n �������	 " �������	 ���	 R�  �����		���

〈A,B〉 = ��(B�A),

�	� �� ������ 	������� 	�� E� ��� ��	���� �� ����� �� �� ������� ������ �� B�

��	���� �� ����	�	�� �� B��



���� �����	 �
��� �������� ����� ��

������� ����	 ���� E = Mm,n(C)� �� ��	� 
���� 	� ��
	�� ������� ��

〈A,B〉 = �(B∗A),

�� B∗ 
������ ���
������ 
� B ����
� �� ��������� ����	�	�� 
� B�

������� ����
 ���� l2(R)� ���������� 
�� �	���� 
� ������ ���� (ak) ������

�	� �� ����
∑∞

k=1 a2
k �������� �� ����� ���� �������  �!�"� ��	� ����# �	�

〈a, b〉 =
∞∑

k=1

akbk,

��� 	� ��
	�� ������� �	 E�

��� �����	 �
��� �������� �����

���� E �� �	
��� �������� 	�� K = R �� C�

�������� ����� �� ������� ���� �	 E� ��	�� �����������

‖.‖ : E −→ R, x �−→ ‖x‖,

������� ��� ���
������ �	������� $

��# ∀x ∈ E� ||x|| ≥ 0 �� ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0�
���# ∀x ∈ E� ∀α ∈ K� ‖αx‖ = |α|.‖x‖�
����# ∀x, y ∈ E� ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ���������� 
� %��&�'�&� �	 ���������

�����	����#�

(� ������ �������� �	�� 
�	�� ���� ��� 
�� ������ �������� �����

(������	��, 1864− 1909,������������� �� 
��	����� ��������)

���� 〈, 〉 �� 
������ 	������� 	�� E� ����	 ���

�������� x �−→ ‖x‖ =
√〈x, x〉

�	� ��� ����� ��		����� �� 
������ 	�������� 	�� E�



�� �������� 	
 ����������

����������� 	
�
� ���������� 	
 �������������� ���� 〈, 〉 �� ���	��� ������


��� E� ���� ���� x, y ∈ E� �� �

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖.‖y‖.

(������, 1789− 1857,	�
��	�
���� ��������)

(�������, 1843− 1921,	�
��	�
���� ���	���)

������� 	
�
� �� |〈x, y〉| = ‖x‖.‖y‖ �� 
� �
��
�
�� �� x 
� y ���� �������

�
�
�� 	��
�	�����

�� ���
�� x 
� y 	
�� �
�
��� ��� ���� 	 �� 
���
 �������
���
� ��
��

! ���"� � ��������� 	
 ������������� �� � −1 ≤ 〈x,y〉
‖x‖.‖y‖ ≤ 1 
� ��� ����#�
��

�� 
����
 �� �����
 ��
� θ ∈ [0, π] �
� #�
 $ cos θ = 〈x,y〉
‖x‖.‖y‖ � �
 �����
 
�� ���
��

� ����
 	
� �
�
��� x 
� y� �� K = C� �� � 〈x, y〉 + 〈y, x〉 ≤ 2‖x‖.‖y‖ 
� ���

����#�
��� �� �
�� 	�%��� � ����
 θ ∈ [0, π] 	
 x 
� y ��� cos θ = 〈x,y〉+〈y,x〉
‖x‖.‖y‖ �

����� 	
�
� ���� x = (x1, ..., xn) ∈ Rn� &� ���


‖x‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn|.
‖x‖2 =

√
x2

1 + · · ·x2
n (����
 
���	�
��
).

‖x‖p =

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

, 1 ≤ p < ∞.

‖x‖∞ = ��� (|x1|, ..., |xn|).



���� �����	
�� ���
� �������� ��

�� ������ �	�
� �����
�� ����� ��� ��� ����
���
���

‖x‖1, ‖x‖2, ‖x‖p, ‖x‖∞ : Rn −→ R+,

���� ��� ������ ��� Rn�

������� ��	�
 ���� ���� ������ ���� p ≥ 1� �� ����
�

‖.‖p : C([a, b], R) −→ R,

���

‖f‖p =
(∫ b

a
|f(x)|pdx

) 1
p

, ‖f‖∞ = ���x∈[a,b]|f(x)|.

�� ������ ��� ��� ����
���
��� ‖f‖p �1 ≤ p ≤ ∞� ���� ��� �������

�������� ��	�� ���� ������ ‖.‖ �� ‖.‖′ ���� �
��� ���
	������� ��
� ��
���

���� ������� ����� α > 0 �� β > 0 ���� ���  ∀x ∈ E� α‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ β‖x‖�

��� ���	� 
����� ‖.‖1� ‖.‖2 �� ‖.‖∞ ��
� ��	����
��� ��� Rn ��� ��� ����

������ ������	�� 
��� �� �	��
�	�
 �
	��� ������� �� ���	� �� ��� 
����� ���

���	���	��� �
 ��	�	�� ���� �	������
� �� 
����	�
 ‖.‖�

��� �����	
�� ���
� ��������

�������� ����� !�
� E �� �������� ���� 	
���� �� ������� �
������ ��� E
����� ����
���
��

d : E × E −→ R, (x, y) �−→ d(x, y),

���
�"�
���� ��� ����
�
��� ��
	�����  

�
� ∀x, y ∈ E� d(x, y) ≥ 0 �� d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y�

�

� ∀x, y ∈ E� d(x, y) = d(y, x)�
�


� ∀x, y, z ∈ E� d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) �
��#��
�� ��
��#���
����

$� �������� ���
 ����� �
������ ��� �
� ������ ����
����

�	 E ��� �
 ������ ������	�� 
���� ����� ������	���	�
 (x, y) �−→ ‖x − y‖
��� �
� �	���
�� ��� E�

������� ����	 !�
� E �� �������� ��� 	
�� �� ��
� d : E×E −→ R+� ����
�

��� d(x, y) = 1 �
 x �= y �� = 0 �
 x = y� %�����
���
�� d ��� ��� �
������ ���

E �
�� �
������ �
���&���



�� �������� 	
 ����������

������� ��	�	 ���� A �� ����	
�� ��� ��� ���������� �� ���� E = B(A, R)
������	
�� �� ������������ 
������ ��� A� ������������� d ����� ���

∀(f, g) ∈ E × E, d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)|, x ∈ A},

��� ��� ������� ��� E ������� ������� � �� ����������� ������	� ��� A�

��� ����	
��	�� ��	����� �� Rn × Rn ��� R+ ��� �	� ��� �	���
��

�����
	
� ������ � ∀x = (x1, ..., xn) ∈ Rn� ∀y = (y1, ..., yn) ∈ Rn�

(x, y) �−→ d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|.

(x, y) �−→ d2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2.

(x, y) �−→ d∞(x, y) = ��� |xi − yi|, 1 ≤ i ≤ n.

������� ��	�
 ���� E = C([a, b], R) ������	
�� �� ��������� ��������� ���

[a, b]� ������������� d ����� ��� E × E ���

∀(f, g) ∈ E × E, d(f, g) =
∫ b

a
|f(x)− g(x)|dx,

��� ��� ������� ��� E� ��� ������� � �� ����������� �� 	�������

������� ��	�� ������ P �� Q ��� ������� ��� ���� � E� �� ������� ���

����� � P �� � Q� �� 
���� ���������� �� �������� �� ������ � P �� �

Q �

d(P,Q) = inf
x∈P,y∈Q

d(x, y).

������� P ��� �����  �� ���	��� x� �� ������� � P �� � Q ��������� �������

� x  Q �� �� ���� d(x,Q)� !���� �������������

P(E)× P(E) −→ R+, (P,Q) �−→ d(P,Q),

����� ��� ��� ������� ��� ������	
�� P(E) �� ������� � E�

������� ��	�� �� �� ��� ��� �������� d �� d′ ���� ������������ ��� E�

���� ������ α, β > 0 ���� ��� � ∀x, y ∈ E� αd(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ βd(x, y)�

��� Rn� ��� �	���
�� d1� d2 �� d∞ ��� ���	�������� ��	� ��� C([0, 1], R)

�� �	���
�� � ��� ��� ���	��������



���� ������	
 �� 	������� ��� RN ����� ��

��� �����	
� �� 
����� ��� Rn�����

��������� �	
	� �� ������� ��	�� �	
���� � ������ a ∈ Rn �� � ����� r ≥ 0�

����������

B(a, r) = {x ∈ E : ‖x− a‖ < r}.
�����	� ‖x− a‖ ≤ r� �� ��� �	� �� ��	�� ��� ������ �� �� ���� B(a, r)�

��� ���	�� 
�	����� ��� ��
��� ‖.‖1� ‖.‖2� ‖.‖∞ ��
��� 
������������ ���

���� B1(a, r)� B2(a, r)� B∞(a, r)� �	 ���� ����
 ��� 	�� ���	�� ��� ��� ��
���

���
����� ��	�� 	�� ������� ���
���� ������
�� ���
 	����
��� ������� ���


	�� ���
����� �������� ��	���� �

����� �	
	� �� � B(a, 0) = ∅� B(a, 0) = {a}� ��	� n = 1� ��� �����

������ �� ��	����� � �� 
���	� �����	� �� B(a, r) ��� �������
���� ]a− r, a + r[�
��	� n = 2 �� �� ����� �	��������� B(a, r) ���������� �� ���	� � ������ a ��

� ����� r ��� ��	� n = 3 �� �� ����� �	��������� B(a, r) ��� �� ��	�� 	�	����

� ������ a �� � ����� r�

��������� �	
	� �� ������� 
�������� �	� ����� a ∈ Rn� ��	� �������� V(a)
�	� �������� 	�� ��	�� �	
���� B(a, r)�

��������� �	
	
 ���� A 	�� ������ � Rn �� ���� a ∈ Rn� �� �� �	� a ���

�������	� � A �� A ��� 	� 
�������� � a� ������ ���� ������ r > 0 ��� �	�  

B(a, r) ⊂ A� ���������	� � A� ���� ���A �	
◦
A� ��� ����������

���A = {a ∈ Rn : a ��� �������	� � A} = {a ∈ Rn : A ��� 
�������� � a}.

!� � ��A ⊂ A �� ��[a, b] = ��]a, b[= ��]a, b] = ��[a, b[=]a, b[�

����������� �	
	� ������ A1 �� A2 �	� ������� � Rn� !����

A1 ⊆ A2 =⇒ ��� A1 ⊆ ���A2,

���A1 ∪ ���A2 ⊆ ���(A1 ∪A2),

���A1 ∩ ���A2 = ���(A1 ∩A2).

��������� �	
	� �� �� �	�	� ����� a ∈ Rn ��� �"����� � A �� ��	� 
��������

� a ��	�� A� #��� ��
���� � ��� �	�  ∀r > 0� B(a, r) ∩ A �= ∅� ���"������

$�	 �� ������	��% � A� ����� �"A �	 A� ��� ����������

�"A = {a ∈ Rn : a ��� �"����� � A}.



�� �������� 	
 ����������

�� � ���A ⊃ A �	 ���[a, b] = ���]a, b[= ���]a, b] = ���[a, b[= [a, b]
 ������
���A = Rn� �� ��� ��� A ��	 ����� ���� Rn


����������� 	
�
� ������ A1 �� A2 ���	 
����� �� Rn� ����

A1 ⊆ A2 =⇒ ���A1 ⊆ ��� A2,

���A1 ∪ ���A2 = ���(A1 ∪A2),

���A1 ∩ ���A2 ⊇ ���(A1 ∩A2).

������ 	
�
� ��� Qn = Rn�

��������� 	
�
� ���� A ⊂ Rn� �� ��� ����� 
���� a ∈ Rn �� �� 
���� �����

���������� �� A � ���� �������� �� a �������� �� 
���� �� A ����� ��� a
���������� ��� � a ∈ ���(A\{a})�� �� 
���� a �� ��� ���� ��� �	��� �� �����

���� �� a �� ��������� ����� 
���� �� A ����� ��� a�

�������� 	
�
	� �� 
���� ���� �� A �� �� 
���� �� A ��� ���� 
� �� 
����

�������������� �� A� �� C �� ��������� �� 
���� �������������� �� A �� I
����� �� 
���� ���� �� A ���� I ⊂ A ⊂ ��� A I ∩C = ∅ �� I ∪C = ��� A�

��������� 	
�
		 ���� A ⊂ Rn� �� ��� ��� A �� ������ � A = ∅ ��

∀a ∈ A,∃r > 0 : B(a, r) ⊂ A.

��������� ��� A �� ������ � ��� A = A�

������ 	
�
	� ∅ Rn ��� �� �������

����������� 	
�
	� ��� ������� ���������� �������� �� �� ������ �� ���

����������� !��� �������� �� �� �������

����������� 	
�
	� ����������� �� A �� �� 
�� ����� ������ ������� ���

A�

�������� 	
�
	� ����������� �� A �� �� ������� �� ��� �� ������ ������

�� ��� A�

��������� 	
�
	� �� ��� ��� A �� "���� � ���A = A� ��������� ��� A ��

"���� � �� ���
���������� �� �� �������

������ 	
�
	� ∅ Rn ��� �� "�����


