Chapitre 1
(zénéralités

1.1 Formes différentielles de degré 1

Considérons Pespace vectoriel R” et son dual (R")" = £ (R™,R) (que 'on
note également A' (R™, R) ou tout simplement A! (R?)). Ce dernier étant l'es-
pace des formes linéaires sur R”. On note (dz1, ..., dx,) la base duale de la base
canonique (eq, ..., e,) de R™. Autrement dit, dz1, ..., dz;,, sont n formes linéaires
sur R™ définies par

1 sii=j
df”’(ef)_{ 0 siij
Définition 1.1 Soit U un ouvert de R™. On appelle forme différentielle de
degré 1 ou 1-forme différentielle sur U, l’application définie par

w:U— LR"R), zr—w(x)= zn:fi(w)dwi,
i=1

ot f; sont des applications de U dans R. Si f; € CP, (0 < p < 400), on dit
alors que w est de classe CP.

Notation : On désigne parfois une 1-forme différentielle par w = w} ol
f=(f)-
Exemple 1.2 Soient (e1, ez, e3) la base canonique de R3 et
w(r) = x1dry — 23dre — (1 + x3)dxs,

une 1-forme différentielle sur un ouvert U de R3. On a

w(x)(er) = xidri(er) — $%d$2(61) — (14 z3)dxs(er) = z1,
w(z)(es) = —a3,

w(x)(ez) = 14 zs.
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Remarque 1.3 Soit
f: U—R, (.Tl,...,l‘n) *—>f($1,...,$n),

une fonction de classe CP. La différentielle

daf = E oz, dz;,
=1

est une forme différentielle de classe CP~1. Par ailleurs, il existe des formes
différentielles qui ne sont pas la différentielle d’une fonction. En effet, consi-
dérons par exemple la forme

w = x9dx,

et supposons qu’elle soit la différentielle d’une fonction f(x1,z2). On aurait
donc of of
w=df = ——dx1 + =——dzxy = xodx.
(9%‘1 81’2

On en déduit que 97 = w9 (donc [ dépend de x2) et 9f =
0z, 0z2

0 (donc f ne

dépend pas de x3), ce qui est absurde.

1.2 Formes différentielles de degré 2

Considérons 'espace A2 (R"™) (que 1'on note également A? (R™,R)) des ap-
plications
e:R"xR" — R, (y,2)+— ¢(y,2),

bilinéaires et antisymétriques (ou alternées). Rappelons que :
a) @ est bilinéaire si Vo, 3 € R, Yy, z,u € R™, on a
play + Bz, u) = ap(y, u) + fo(z,u),

oy, az + fu) = ap(y, z) + By, u).
b) ¢ est antisymétrique si Vy,z € R, on a

(p(yv z) = _SO(Z7 y)'
n(n—1)

et
2

une base est déterminée par la famille des fonctions bilinéaires antisymétriques
(dxi A d:):j)ngan o

Proposition 1.4 A? (R") est un espace vectoriel de dimension

dz; Ndxj : R" x R" — R, (y,Z)r—>det< Yi Zi

Yi % > e
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Démonstration : Montrons que si

Z CLijdﬂZi A d:L’j =0,

1<i<j<n

alors a;; = 0, Vi, j. Soient e, e,, (1 < s), deux vecteurs de la base canonique
de R™. On a

Ori  Ogi
0= Z aijdz; A dzj(er, es) = Z a;; det < 5”‘ 551. ) = Qys,
1<i<j<n 1<i<j<n T8

ol, 6y = Lsir =iet 6 = 0sir #i. Déslors, (dr; Adxj)i<i<j<n sont linéaire-
ment indépendants. Montrons maintenant que (dz; A dz;)i1<i<j<n engendrent
A? (R™). Soit ¢ € A% (R™). Comme ¢ est bilinéaire, alors

gO(y,Z) = Zyzezazzjej )

7j=1
n
= E ol(ei, ej)yizj,
1<i,j<n
i#£j

I
NE

90(617 e] Yizj + § 61,6] Yizjg, (car 90(61'7 ei) = 0)7
1<i,5<n 1<i,5<n
i<j i>j

I
NE

90(61763 Yizj + Z e]yez YjZi,

1<i,j<n 1<i,j<n
i<j >
n n
= g (e, ej)yizj — E o(ei, e)yjzi, (¢ est antisymétrique),
1<,5<n 1<7,5<n
1<j i<j
n
= pei, €5)(yiz; — yj%i),
1<i,j<n
i<j
n
Z Yi %
= 90(61', e]) det ’
— Y; z5
1<i,j<n
i<j
n
= E p(ei, ej)dxi A dxj(y, z),
1<i,j<n
i<j

et le résultat en découle. [
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On en déduit que :
dx; Ndr; = —dzj Adx;,
dr; Ndx; = 0.
Soient U un ouvert de R" et
fij :U—R, z+— fij(x),1<i<j<n

des fonctions de classe CP, 0 < p < 4+o00. Une fonction & valeurs dans 1’espace
A% (R™) est dite de classe CP, si ses coordonnées dans la base (dz; Adzj)1<i<j<n

sont de classe CP. Le choix de cette base dans A% (R") détermine un isomor-
) n(n—1)
phisme de cet espace avec R™ 2

Définition 1.5 On appelle forme différentielle de degré 2 ou 2-forme différen-
tielle sur U, Uapplication décrite par

w:U— AR, z+ w(r)= Z fij(x)dz; A dx;.
1<i<j<n
Si fi; € CP, (0 <p < +00), on dit alors que w est de classe CP.
Notation : On désigne parfois une 2-forme différentielle par w = w]% ou
f=(fij)-
Exemple 1.6 Soient (e1,ez,e3) la base canonique de R? et
w(x) = dxg Ndxs — x%dasg ANdxy — dx1 A dxs,

une 2-forme différentielle sur U C R3. Déterminons w(z)(e1, ez + 2e3). On a

e1 e+ 2es
d.%’l 1 0
d.CCQ 0 1
d(L‘g 0 2
1 0 0 1
dxa N drxs(er, es + 2e3) = dxg A dxs 0|, 1 = det =0,
0 2
0 2
1 0 0 2
drs ANdxi(er, ea+2e3) = drg Adrs 0|, 1 = det < > = -2,
1 0
0 2
1 0 10
dxy A dza(er, ea + 2e3) = dxa A dxs 01,11 = det =1.
0 9 0 1

Par conséquent, on a

w(z)(e1, eq + 2e3) = 22 — 1.
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1.3 Formes différentielles de degré k

Considérons I'espace A* (R™) (que 'on note également A¥ (R, R)) des ap-
plications

P Rn X Rn X ... X Rn I Rv (y17y27 7yk) — ‘P(yhy% "'7yk)7

k-linéaires et antisymétriques. Rappelons que :
a) @ est k-linéaire si Vo, B € R, Vi(1 <i < k), Yy1, ..., Yk, 2; € R™, on a

O(Y1y oy OYi + B2is oo Yk) = @P(Y1, oy Yis oo Yi) + BO(Y1, 05 Ziy oy Yke)-
b) ¢ est antisymétrique si Vyi,...,yx € R™, Vi, j(1 <i,7 < k,i# j),on a
Qp(ylv cees Yiy 7y]77yk) = —80(3/1,--~,?Jja vy Yiy 7yk)

Par convention, A¥ (R") =0 si k > n.

Proposition 1.7 A* (R") est un espace vectoriel de dimension :

n!
dim AF (R") = ————.
mATRY) =
La famille (dxzi, A ... N dxg, )1<ii<..<iz<n des fonctions bilinéaires antisymé-

triques,
deiy Ao ANdxg, R xR" x .. xR" — R,

Ytiv Yt - Yliy
Y2iy  Y2i s Y24

(Y1, Y2, ., Yr) — det ,“ ,22 ,Zk , 1<i,..,ip<n
Ykiv  Ykio oo Ykiy,

forme une base de cet espace.
Démonstration : voir exercice 13.5.
On déduit des propriétés des déterminants que :
dxi, N...Ndx;, N ... Ndxg, Ndxg, = —dz;, Ao Ndxgg NN dxg, A dx,,
et en particulier si i, = 14, alors
dxi, N...Ndx;, A ... Ndx;, N\ dz;, = 0.

Pour k > n, on a dz;; A ... Adz;, = 0.
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Soient U un ouvert de R™ et
f,;l,mﬂ'k U — R, xTr — fi1,...,ik (.le), 1< <. < ik <n

des fonctions de classe CP, 0 < p < +oo. Une fonction & valeurs dans A* (R?)
est dite de classe CP, si ses coordonnées dans la base

(dxiy A oo Ndxi,)1<iy<...<ip<ns

sont de classe CP. Le choix de cette base détermine un isomorphisme :
AF (R") =~ =

Définition 1.8 On appelle forme différentielle de degré k ou k-forme diffé-
rentielle sur U, Uapplication décrite par

w:U — AF (R"), zr—w(x)= Z fir, i diy A oo N dxg, .

1<ig <...<ip<n

Si fir.ix €CP, (0 <p<400), on dit alors que w est de classe CP.

Notation : On désigne parfois une k-forme différentielle par w = w’]% ol

f = (fi1,...,ik)~

Pour &k = 0, on convient qu’une O-forme dans U est simplement une fonction
f:U— R, z+— f(x). On utilisera parfois la notation wjoc.

Soient w et A deux k-formes différentielles sur U. La somme w + A est une

k-forme différentielle sur U définie par
wHA:U— AFRY), z— w(z)+ ).

De méme, on définit la multiplication d’une k-forme différentielle w sur U par
une fonction f: U — R par

fw:U — AF (R"), z+— f(x)w(z),

c’est une k-forme différentielle sur U. On désigne par QF(U), I’ensemble des

k-formes différentielles de classe CP (0 < p < +o0) sur U. C’est I'ensemble

CP (U, A* (R™)). On a vu ci-dessus que A* (R™) est un espace vectoriel de di-
|

mension finie En tenant compte des propriétés des fonctions de

n!
kl(n — k)
classe CP, on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.9 Les k-formes différentielles de classe CP (0 < p < +00) sur
U, forment un espace vectoriel noté QF(U).

Remarque 1.10 Nous avons considéré ’espace AF (R™,R) (que nous avons
simplement noté A (R™) mais on pourra considérer l’espace A¥ (R™,C). Au-
trement dit, on considére I’espace A* (R™,K) et la k-forme différentielle w sur
Pouvert U C R™ sera dite réelle si K =R et compleze si K = C.



Chapitre 2

Produit extérieur

Lors de 1'étude des formes différentielles, on utilise plusieurs opérations
parmi lesquelles le produit extérieur. On montre que ce produit est associatif,
distributif mais anticommutatif et nous verrons ses liaisons avec le produit
scalaire, le produit vectoriel et le produit mixte.

2.1 Définition et propriétés

Soient
W= Z fil,...,ikdxil AN dxik,

1<i1<...<ip<n

une k-forme différentielle et

A= Z le,...,jldejl N oA dl‘jl,

1<i<...<i<n

une [-forme différentielle.

Définition 2.1 Le produit extérieur de w et \ est la (k+1)-forme différentielle
dans U définie par

WA= E firrosinGin e n @iy N oo Ndxg, Ndxj, N ..o AN dxj,.
1<it,e g, d 150150

Remarque 2.2 Notons que si k+1 > n, alors w A A= 0.
Proposition 2.3 Le produit extérieur est associatif :
(WAXNAD=wA (AAD).

Démonstration. Evidente. [
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Proposition 2.4 Le produit extérieur est distributif par rapport a ’addition :
W+ AX=(WAN)+ (nAN).

Démonstration. La preuve résulte du fait que tout terme dans la formule w A A
(définition ci-dessus) est linéaire en w et . [J

Proposition 2.5 Le produit extérieur est anticommutatif :
wAX= (D" Aw).
Démonstration. Par définition, on a

WA= g f’i1,...,ikgj1,m,jldxi1 VANIAN dwzk A dl‘jl VANPAN dl‘jl.
1<iy,oig,g1,-051<n
Des lors, cette expression est égale a
k
§ firrinGiryis (1) 7dz gy Ndxgy Ao ANdxg, Adxg, AN dxg,
1<y, g1, d1<n
ou encore a
kl
E fi1,~-v7ikgj17--~7jz(_1) drj, A... Ndxj Ndzg A A dag,
1<is, o ig,d1s-di<n
et finalement a,
kl
(-1) > GivoisFiroindiy Ao Adaj, Adxiy Ao A day,,
1<y, igy g1, mdi<n

et le résultat en découle. [J

2.2 Exemples

Exemple 2.6 Le produit extérieur des 1-formes différentielles dans U C R3,

3 3
w= Zfidxi, A= Zgjdeja
i=1 j=1

s’écrit

3
WA = Z figjdl‘i/\dl'j,

1<i,j<3

3
= E figidx; A dx;,
1<i,5<3
i£]



