Chapitre 1

Fonctions gamma et béta
d’Euler

1.1 Fonction gamma d’Euler

La fonction gamma d’Euler I'(z), se définit par I'intégrale
['(z) = / e 't*71dt, Re z>0 (1.1)
0
ou

7l = ele= Ity €]0, +o0.

Il existe plusieurs maniéres d’introduire la fonction I" d’Euler et celle-ci
posséde de nombreuses propriétés remarquables.

Proposition 1.1 La fonction I'(2) est holomorphe pour Re z > 0. En
outre, on a pour tout n € N et tout z € C ou Re z > 0, l'expression

+00
r™(z) = / e t(Int)"t*dt.
0

Démonstration : En effet, la fonction

P e—ttz—l _ e(z—l)logt—t’

est holomorphe sur C pour ¢ > 0. L’intégrale ci-dessus converge unifor-
mément dans le domaine 0 < d; < Re z < 9y < 00 car

-l Ssio<t<1
—tyz—1 =
‘e t ‘ < { et gt > 1
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1 00
et les intégrales / 1, / e %27 1dt convergent. Par conséquent,

0 1
la fonction I' est holomorphe dans le demi-plan Re z > 0. En outre, on
peut dériver sous le signe intégrale, et on obtient

+o0o
I (z) = / e (Int)"t*"'dt, VYn € N,Vze€ C,Re z >0
0

ce qui achéve la démonstration.

Proposition 1.2 La fonction I'(z) vérifie la relation fonctionnelle sui-

vante :
['(z+4+1) =zI'(2), Rez>0, (1.2)

ce qui implique, par récurrence, la relation :
['(n+1)=n!, neN"

Démonstration : En effet, en intégrant par parties, on obtient,

v e Yy e Vv 1 (¢
/e—ttz—ldtz — +—/ e 't*dt, Re z>0

z z z
d’ou " )
['(z) = lim e 't = “T(z + 1).
u——+00 ya
v—0 YV
Comme

+oo
(1) = / e tdt =1,
0

alors I'(2) = 1, I'(3) = 2I'(1) = 2!, I'(4) = 3I'(2) = 3! et par une
récurrence immédiate, on obtient la formule en question. H

Proposition 1.3 On peut prolonger la fonction I'(z) au moyen de la
formule (1.2), en une fonction holomorphe sur C\ {—N}.

o0
Démonstration : En effet, on sait que I'(z) = / e 't*~1dt converge
0

+oo
pour Re z > 0. Si Re z €] — 1,0], I'intégrale I'(z + 1) = / e "7 dt
0

[(z+1)

converge et la formule I'(z) = , nous permet de définir T'(z)
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pour Re z €] — 1,0[. On peut, de proche en proche, définir I'(z) pour
Re z €] — (n+ 1), —n[, n € N. Plus précisément, on a

Dz+1)=2I(2), T(z+2)=(z+1)zI'(2),
et ainsi de suite
Fz+n+1)=(z+n)(z+n—-1).2I'(z), neN.

Dés lors
I'(z+n+1)

I'(z) = ,
() 2(z+1)...(2+n)
La fonction I'(z) se définit par la formule (1.2) pour Re z > 0 et par la
formule ci-dessus pour —(n+1) <Re z < —n,n e N. R

neN

Proposition 1.4 Pour Re z >0, on a

—+oo n t n
F(z)—/ e "7 ldt = lim (1——) t*dt.
0 0

n—-+o0o n

Démonstration : On a

(1 . E) _ enln(l—%) S en(—%) — €_t,

n

t n
(1 — —) tz_l.l[ogtgn]
n

ott 1p<4<y) désigne la fonction caractéristique de [0, n]. Comme 'intégrale
oo

et

S e—ttRe Z—l,

e 'the="1dt Re z > 0, est convergente, alors d’aprés le théoréme de

0
convergence dominée de Lebesgue,

_n —t
lim (1 — —) t*~1dt = lim ((1 + —) ) 7t = T(2),
n—oo Jq n n—oo Jq —n

et la démonstration s’achéve. B

Proposition 1.5 On a

n®.n!
I'(z) = 1 Re 2 >0
(2) n oo n(z+1)...(2+n)’ .
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Démonstration : En faisant plusieurs intégrations par parties, on obtient

" t ! z—1 z ! n_z—1 t
l——| ¥ 7'dt = n (1—=7)"r""dr, T=—
0 n 0 T

1
= nzﬁ/ (1 —7)""'r7dr,
0

z
-1 1
= nz—n(n ) / (1 —7)" 2=t dr,
2(z+1) J,

: _ 1
_ n(n—1)...1 / ol
2(z4+1).(z4+n—-1) J,

; n.n!
n Y
2(z+1)...(2 +n)

et le résultat en découle. B

Proposition 1.6 On a pour Re z > 0, la formule de Weierstrass :

1 ZOO ¥ _z
F(Z):zeV H(l—l—E)e n, Rez>0

n=1

ol

3

1
v = lim ( — —lnn> =0,57721...,

n—oo k
k=1
est la constante d’Euler.

Démonstration : D’aprés la proposition précédente, on a

/On (1 - %)ntﬂdt = e+ 1)(2?2‘)2(.33;2)...(71 o)

n?
2(z+1)(242)(34+2)...(n+2) ?
1.2.3..n

nZ

2(1+2)(14+2) (1+2)...(1+2)

zlnn

(&

ZHlnzl (1 + %)’

ez(ln n—y 4 %)

z H?:l (1 + %) e 7 Liz

1-
1
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Or
n
1 1 1 1
e P ik b = (gt etl) H ek,

k=1

n \" z(lnnfzzzl %)
o
0 n ZHk:1(1+E)€ %

En tenant compte de la proposition 1.4, on obtient

donc

o7 limy,— 400 (111 k=>"k—1 %) e 7*

I'(2) = = =,
S TN | N (R P R (e P

ol 7 est la constante d’Euler. B
Exercice 1.1 Montrer que : v = —I"(1).

X Solution : Une dérivation logarithmique de la formule de Weierstrass
ci-dessus, fournit

T LS ()

Comme

. C
(C étant une constante dépendant de z) et que la série Z 72 converge,

on en déduit que la série ci-dessus converge absolument et converge uni-
formément (avec |k +z| > ¢, Ve > 0, Vk € N*). En posant z = 1, on note

que :
- 1 1 1
§ -2 = —1— —1,
kE+2 &k n—+1

k=1

lorsque n — oo et le résultat en découle.

Proposition 1.7 Pour tout z € C\Z, on a la formule des compléments :

™

F)r1—-z) = , Vz e C\Z.

sinz
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Démonstration : D’apreés la proposition 1.5, on a

o) = nEIfoog"(Z)’ Re 2> 0

o (41 4n)
z+1).(z4+n) _,
g'fl(Z) = | n
n!
Comme .
gn(l—2) = '(1—z)(2—z)...(n—|—1—z)nz_1,

n!

alors

w1 -2 = 0= (1) () (B,

n+1—2z — 22
- TZH(l_ﬁ)

k=1
Nous avons prouvé dans ’exemple 18.120, la formule
sinmz = 7TZH <1 — ﬁ)
k=1

donc
o0

sin ez
lim g,(z)ga(1—2) = =[] (1~ 5 ) = .
215, 9n(Zlgnll = 2 ( )=

Et comme (proposition 1.5),

1
lim ¢,(2)9,(1 — 2) = =——=—"—
i 9n(2)9n(1 = 2) = FoyrT 2y
alors le résultat en découle. W
Pour d’autres propriétés de la fonction I' sur le champ réel ainsi qu’'une
représentation graphique de cette fonction, voir 'exercice suivant :

Exercice 1.2 On se propose dans cet exercice de considérer la fonction
['(z) dans le champ réel (c.-a-d., pour z = © € R), de prouver quelques
propriétés et esquisser une représentation graphique de cette fonction.
a) Montrer que T est conveze.
b) Montrer que I" s’annule une et une seule fois en un point o €]1,2[.
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¢) Montrer que :

lim z['(x) =1, lim I'(z) = lim I'(x) = +oo.

z—07F z—0t T——400

d) Calculer lim

r—-400 T
e) Montrer que pour tout n € N, on a

)b ()

et interpréter le résultat obtenu.

f) Esquisser une représentation graphique de la fonction I'(x).

X4 Solution : a) En effet, d’aprés ce qui précéde, on a sur |0, +o00],

400
IM(z) = / e t(Int)*t"tdt.
0

Cette fonction est strictement positive sur |0, +oo[, donc I' est convexe.

b) La fonction I' est continue sur [1, 2], dérivable sur |1,2[ et comme
['(1) =T'(2) = 1, alors d’aprés le théoréme de Rolle, Ja €]1, 2] tel que :
() = 0. Comme la fonction I"” est strictement croissante sur |0, +o0],
donc elle s’annule au plus une fois. Cette fonction est < 0 sur |0, ]
et > 0 sur Jo,4o00[. Dés lors, il existe un point unique « €|1,2] tel
que : I"(a) = 0. La fonction I' est strictement décroissante sur ]0,a] et
strictement croissante sur [«, +oo[, donc I' passe par un minimum situé
entre 1 et 2.

¢) On sait d’aprés ce qui précéde que la fonction I' est continue sur
10, +00[. En outre, on sait aussi que : Vo > 0, I'(z + 1) = zI'(z), donc

wli%lJr xl'(z) = xli%lJr Mx+1)=T(1)=1.
La fonction I est positive et au voisinage de 0, la fonction e~'¢~! n’est pas

intégrable, donc lim+ I'(z) = +o0. La fonction I' est continue et convexe.
z—0

Elle croit rapidement quand z — 400 car
D(k+1) =k ~ ke " V2rk, (formule de Stirling).

Donc T est croissante sur [2, 00| et 1ir+n ['(x) = 4o0.
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d) Pour 2 > 1, on a

lim m = lim (z - DIz —1) = +o00.
Tr——+00 €T Tr——+00 X

La courbe représentative de la fonction I' posséde en +oo une branche
parabolique de direction 1’'axe Oy.
e) On a

+oo +oo )
[(z) = / e 't ldt = 2/ ey ldy, t=qy?
0 0

1 too
rf=)=2 e Vdy =+/7.
2 0

Par application répétée de la formule de récurrence : I'(z + 1) = aI'(x)
on obtient

H(ra) = ma)r ()

En particulier,

3

d’ou

1 (2n)(2n —1)(2n —2)(2n — 3)...3.2.1
: (” * 2) (2n)(2n — 2)..2.2" v
n)!
e o

22np|

On montre de méme que :

) -

f) Nous avons montré que I’on peut définir la fonction I'(z) pour z > 0

+0o0
par ['(z) = / e 't 1dt, et par la formule
0

MNez+n+1)=(x+n)(x+n-1)..2(x),



