Chapitre 1

Variétés différentiables
et analytiques réelles

Nous allons présenter dans ce chapitre les rudiments de la théorie des va-
riétés différentiables et analytiques réelles en les illustrant par de nombreux
exemples et applications. Plusieurs exercices et problémes fondamentaux sont
étudiés afin d’élucider les spécificités de ces variétés.

1.1 Variétés topologiques

Une variété topologique de dimension n, est un espace topologique dont
tout point posséde un voisinage ouvert homéomorphe & un ouvert de R". Au-
trement dit,

M variété topologique de dimension n
<= M espace topologique tel que :Vp € M,
JU voisinage ouvert de p
dFE ouvert de R™
Jp : U — E, homéomorphisme

c.-a-d., ¢ bijective continue et o1

continue.
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1.2 Cartes et coordonnées locales

Le couple (U, ¢) est appelé une carte et U le domaine de la carte.
Si p est un point de U, alors ¢(U) est un point de R™. Désignons la iéme
coordonnée de o(p) par z;(p). Dés lors, on a

o(p) = (21(p), - Tn(p))-

On obtient ainsi n fonctions x1, ..., z, de U dans R :

z1 i pr— x1(p),

Tn p— Za(p),

appelées coordonnées locales. On écrit (U, ) = (U, z1, ..., x,) car les coordon-
nées ci-dessus définissent 'application ¢ de fagon unique et cette application
est appelée application de coordonnées.

1.3 Changement de cartes

Considérons deux cartes

(Ul,gol) = (Ul,xl, ...,xn),
et
(Uz,02) = (Uz,y1, -, Yn),
sur une variété M de dimension n et supposons que Uy N Us # ().

M
U, @) Us
Y1 V9
o) Pn = ea0pr o2(Th)

&

R™ R
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Comme Dapplication inverse gofl de p1(U; NUs) sur Uy N Uz et Papplication
w2 de Uy N Uy sur ¢o(Up N Uz) sont des homéomorphismes, alors 'application

po1: 1 (U1 NUz) — pa(Ur NU2),

u — po1(u) = pa0p; ! (u), (1.1)
est un homéomorphisme (composé de deux homéomorphismes g et gofl). On
passe d’'une carte a l'autre par le biais de cette application.

Soient (ug, ..., up) et (go%l(ul, ey Up)y ey 08 (U1, 7un)) les coordonnées du
point u et de o1 (u), respectivement. Donc b, (u1, ..., u,) est une fonction

continue de n variables.
Soit p € Uy N Uy, donc

(21(P); s 2n(p)) = w1(p),

et
W1 (P); -+ yn(p)) = ©2(p);
et comme ¢1(p) € ¢1(U; NUz), posons u = ¢;(p) dans (1.1), d’ou

p21(p1(p)) = p2(p),

c.-a~d.

Y

(021(@1(P); s 20 (D)5 o0 P51 (@1(D), s 2 (D)) = (11(D), -+ Yn (D))
D’ou A
Yi(p) = ¢31(@1(p), - 2n(p)), 1<i<m (1.2)
Les fonctions cpél, 1 <i < n,s’appellent changements de cartes ou fonctions
de passage (sur Uy NUs) des coordonnées z1, ..., , aux coordonnées yi, ..., Yn.

Les formules (1.2) s’appellent formules de changement de cartes ou formules
de passage.

Remarques 1.1 a) Parfois on utilise d’autres notations. Si f est une fonction
sur o(U), alors f(x1,...,x,) désigne la fonction

fOQD PP f($1(p), ...,l‘n(p)),

sur U. La formule
Yy = f(xl, "'7$n)7
exprime que y n'est qu’une autre notation de la fonction f(xi,...,x,). Pour

réduire le nombre de lettres utilisées, on désigne parfois f par y et on écrira
donc

y=y(r1, ..., Tp).
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Signalons que dans cette formule la lettre y du premier et du second membre
désigne des fonctions différentes. Au premier, c’est une fonction sur U, au
second, une fonction sur o(U) servant & exprimer une fonction sur U au moyen
de x1,...,xn. Quand on aura a faire une distinction entre ces fonctions, on
désignera la premiére d’entre elles par yop.

b) Si Uy et Uy sont deur domaines quelconques d’une variété M de dimen-
sionn et si Uy NUs # 0, alors U NUs est aussi un domaine. Si Uy est muni

d’un systéme de coordonnées locales (x1, ..., xy,) et Uy est muni d’un systéme de
coordonnées locales (Y1, ..., yn), alors Uy NUsy se trouve muni de deuz systémes
de coordonnées locales (x1,...,xy) €t (Y1,...,Yn). On demande que chacun des

systémes se laisse exprimer l'un en fonction de 'autre :

xi:xi(yl,...,yn), 1§z§n
. (1.3)
yj = yj(x1,...,Tn), 1<j<n

Le jacobien

J = det <81‘Z> ,
Ay, 1<i,j<n

sera alors non nul. Les fonctions (1.3) sont les fonctions de passage des coor-
données x1, ..., T, auxr coordonnées yi, ...,y et inversement.

Lorsque le jacobien J est positif, on dira que la variété M est orientée ou
orientable.

1.4 Cartes compatibles

Deux cartes (Uy, 1) et (Usa, p2) sont dites compatibles si ou bien Up et
Uy sont disjoints (c.-a-d., U3 N Uy = 0), ou bien les applications (définies si
UyNnU; # @),

po1 1 01U NUs) — 0a(Ur NUa),  u— a1 (u) = po0p] * (u),

et
p12 1 02U NUs) — o1 (Ui Na),  ur— ¢1a(u) = prop; * (u),

sont des difféeormorphismes (rappelons quun difféomorphisme est une bijection
différentiable dont la réciproque est aussi différentiable. On montre qu’une
application différentiable dont le jacobien est non nul est un difféeomorphisme).

Notons que si (U, ¢) est une carte de la variété M et si V est un ouvert de
@(U), alors o~ 1(V) est un ouvert de M et (o~ 1(V), ) est une carte de M. En
outre, ces cartes sont compatibles.
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1.5 Variétés différentiables, analytiques et atlas

La variété M est dite

- différentiable (ou différentielle) de classe C" (1 < r < o0) si o1 et 12
sont des diffeomorphismes de classe C".(Notons que si r = 0, c.-a-d., 21 et Y12
sont des homéomorphismes, on obtient la définition de variété topologique).

- analytique si (21 et 12 sont analytiques.

On appelle atlas de M, un ensemble de cartes (Uj, p;) de M qui sont deux
& deux compatibles et dont les domaines U; recouvrent toute la variété M
(autrement dit, pour tout p € M, il existe au moins un indice i tel que : p € U;).
La relation de compatibilité introduite ci-dessus est une relation d’équivalence
pour les atlas. Deux atlas sont équivalents si leur union est un atlas. Une
structure différentiable sur M est une classe d’équivalence d’atlas.

Dans la suite, on supposera qu’une variété est séparée et posséde une base
dénombrable d’ensembles ouverts. (M est séparée si deux points quelconques
possédent deux voisinages disjoints. Une famille B d’ouverts est une base de
M, si tout ouvert de M peut étre représenté comme une réunion d’ensembles
de B). Deés lors, une variété différentiable est un espace topologique séparé et
& base dénombrable muni d’une structure différentiable.

Remarques 1.2 Nous avons supposé qu’une variété est séparée et posséde
une base dénombrable d’ensembles ouverts. Ces conditions permettent d’écarter
certains espaces pathologiques. Signalons que certains auteurs définissent les
vari€tés sans imposer ces conditions.

a) Comme exemple de variété non séparée, on considére l’espace

M =R*U{a,b}, (a,b¢R"),
et les applications

pour x € R*

¥ T
v1: U3 =R*U{a} — R, xb—mpl(a:):{o pourz =g

) . |y pouryecR*
p2: Uz =R"U{b} — R, b'—’902(y)—{0 pour y — b

Les cartes (Up, 1) et (U, @2) forment un atlas et M est une variété diffé-
rentiable. Cependant, la topologie associée n’est pas séparée; deur voisinages
quelcongques des points a et b ne sont pas disjoints.

L’une des raisons d’avoir exigé que la variété soit séparée est de pouvoir
conserver certains résultats connus en topologie. Par exemple, sur un espace
non séparé il n’y a pas de métrique, un sous-espace compact n’est pas toujours
fermé, limage d’un compact par une application continue n’est pas forcément
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compact, etc. Mais cela n’empéche qu’il y a d’autres raisons pour exclure la
condition de séparation de la définition d’une variété.
b) Comme exemple de variété sans base dénombrable, soient

M = {(z,y,2) €ER®: 2 =0 ou z = 0},
et U C M, l’ensemble défini par
U={(z,y,2) 12 #0 ouy =a € R}.
Considérons application définie par
p:U—R  (2,9,2) — (2,((2,y,2)),

ot
y=a gL
d%%@Z{ 27$i0
Le couple (U, p) est une carte sur M. On montre aisément [48, p. 176] que
M est une variété différentiable séparée conmexe et ne posséde pas de base
dénombrable.

Un autre exemple de variété sans base dénombrable est donné par la droite
d’Alexandrov que l’on note d (ensemble des classes d’équivalence des ensembles
totalement ordonnés dénombrables). On définit dans d x [0, 1], un ordre comme
suit : (t,z) < (s,y) sit<s, out=s et x <y. Les intervalles suivants :

{aedx0,1]:b<a<c}, {bedx]0,1] : a > b},

forment la topologie de d x [0, 1].

La seconde condition imposée dans la définition d’une variété concerne le
fait que la topologie définie par les domaines des cartes ait une base dénom-
brable. Ceci a été fait afin d’éviter un certain nombre de pathologies des espaces
topologiques car on sait par exemple qu’un sous-ensemble ouvert non vide de R™
ne peut étre homéomorphe a un ouvert de R™ sin % m. Sans cette condition, il
est possible de munir R™ d’une topologie qui le rende homéomorphe a R™ muni
de la topologie canonique, pour m < n arbitraire. Comme nous l’avons signalé
ci-dessus, des auteurs définissent une variété sans exiger que sa topologie soit
a base dénombrable, une telle variété est dite variété « généralisée ».

Remarque 1.3 Signalons que sur un méme espace topologique, il peut exister
une ou plusieurs structures différentiables et méme il existe des variétés topo-
logiques qui n’admettent aucune structure différentiable. On connait actuelle-
ment des variétés topologiques qui possédent plusieurs structures différentiables



1.6 Exercices et problémes fondamentaux 13

non isomorphes. Le premier ezemple, obtenu en 1956 par John Milnor', est
la sphére de dimension 7. Pour la topologie canonique, la sphére unité S7 de
dimension 7 peut étre munie de 28 structures différentiables différentes. Ces 28
variétés différentiables sont homéomorphes a S7 mais non difféomorphes entre
elles, on les appelle sphéres de Milnor (ou sphéres exotiques). John Milnor a
obtenu pour ses résultats, la Médaille Fields (1962), le Prixz Abel (2011) ainsi
que d’autres priz prestigieux. Il existe par ailleurs des variétés topologiques qui
n’admettent aucune structure différentielle (Michel Kervaire?).

Soit M un espace topologique. On veut « structurer » M en une variété
différentiable. On admet que cette structure doit définir la topologie dont est
muni 'espace M, c.-a-d., cette structure doit étre compatible avec la topolo-
gie. Pour cela, il faut que 'atlas (plus précisément, une classe d’équivalence
d’atlas sur M) qui définit sur M une structure différentiable possédant cette
propriété soit composé de cartes (U;, ¢;) dont les domaines U; soient ouverts
et les applications ¢; : Uy — ¢;(U;) soient des homéomorphismes. On montre
que cette condition est suffisante. Plus précisément, soient M un espace topolo-
gique, U; un ensemble ouvert dans M, ¢; : U; — ;(U;) un homéomorphisme
et A =Uj, ;) un atlas de M. Alors, la structure différentiable définie par l'at-
las A est compatible avec la topologie de I’espace M. Dans la preuve de cette
proposition, on remarquera les deux faits suivants :

(i) La topologie de chaque ensemble U; est définie exclusivement par ’ap-
plication ¢; (un ensemple O C U; est ouvert si et seulement si I’ensemble ¢;(O)
I'est dans R™).

(ii) Pour tout espace topologique M et tout recouvrement ouvert (U;) de
M, la topologie de M est définie de facon unique par les topologies des éléments
U; de ce recouvrement.

En résumé, une variété différentiable admet une topologie « naturelle » dont
les ouverts sont les unions des domaines de cartes de cette variété.

1.6 Exercices et problémes fondamentaux

Exercice 1.1 Montrer que tout espace discret dénombrable est une variété de
dimension 0.

& Solution : En effet, si (p;) est la suite de points de cet espace, les cartes sont
les couples ((p;), ;) ol @; est I'unique application de (p;) sur R = {0}. Les
cartes de cette variété sont disjoints et donc celle-ci est de classe C".

!Milnor, J. : On manifolds homeomorphic to the 7-sphere, Annals of Math. 64, 399-405
(1956).

2Kervaire, M. : A manifold which does not admit any differentiable structure, Comm.
Math. Helv., 34, 257-270 (1960).



14 CHAPITRE 1 : Variétés différentiables et analytiques réelles

Exercice 1.2 Montrer que R" est une variété de dimension n.

& Solution : En effet, pour R™ une carte est constituée du couple (R",id) ou
id : R® — R"™ est ’application identique. Un atlas est ’ensemble constitué de
cette unique carte.

Exercice 1.3 Montrer que tout R-espace vectoriel E de dimension n est une
variété de dimension n.

& Solution : En effet, il suffit de considérer l'atlas (E, ) o ¢ : E — R™ est
un isomorphisme.

Exercice 1.4 Montrer que tout ouvert U de R™ est une variété.

& Solution : En effet, il suffit de noter que les couples (U, ) ou ¢ est un
difféeomorphisme de U sur un ouvert de R™, sont des cartes.

Exercice 1.5 Montrer que l’ensemble des matrices M, (R) d’ordre n, est une
variété et préciser sa dimension.

& Solution : Comme M, (R) ~ R™ alors d’aprés 'exercice 1.2, M, (R) est une

variété de dimension n2.

Exercice 1.6 Méme question pour le groupe linéaire
GL(n,R) ={A € M,(R) : det A # 0}.

& Solution : On a
1
GL(n,R) = det(R"),

ou det : M,(R) — R, A —— det A, est 'application déterminant. Comme R*
est un ouvert et que det est continue, alors GL(n,R) est un ouvert de M, (R)
et le résultat découle de l'exercice 1.4 ci-dessus (voir aussi probléme 1.22).

Exercice 1.7 (Cercle S'). Montrer que le cercle S' dans R?, muni de la to-
pologie induite, est une variété différentiable de dimension 1.

& Solution : Notons que le cercle S! est séparé et a base dénombrable car sa
topologie est induite par R2. Soient pg = (1,0), go = (—1,0) deux points sur
St et posons Up = SN\{po}, Us = S™\{qo}. Soient ¢; et oy les applications
définies par

p1 : Uy —]0,27], (cosé,sinf)+— 6,

po : Us —]—m,7[, (cosh,sinf)+— 6.



